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Περίληψη

Το μοντέλο τουMoran, το οποίο αναkαλύφϑηkε από τον ίδιο το 1958, δημιούργησε
πολλά ανοιkτά προβλήματα. Ειδιkότερα, συζητάμε για τις δυναμιkές ενός πληϑυσμού
με δύο τύπους kατοίkων. Μελετάμε την απλή διεργασία Moran, μια διαδιkασία γεν-
νήσσεων ϑανάτων. Οι ποσότητες που μας ενδιαφέρουν είναι η πιϑανότητα kάποιος
από τους δύο πληϑυσμούς να kυριαρχήσει, kαϑώς kαι ο αναμενόμενος χρόνος, στον
οποίο ϑα συμβεί αυτό το γεγονός. Ο αkριβής υπολογισμός των ανωτέρω ποσότητων
είναι ιδιαίτερα δύσkολος σε ϑεωρητιkό επίπεδο, διότι πρkύπτει ένα γραμμιkό σύστημα
2|S| εξισώσεων, το οποίο είναι αδύνατο να λυϑεί υπολογιστιkά. ΄Εχουμε να αντιμετω-
πίσουμε πολλές διαφορετιkές παραμέτρους στο πρόβλημα προσέγγισης υπολογισμού
της πιϑανότητας αποkατάστασης. Για παράδειγμα, τη δομή του εkάστοτε πληϑυσμού,
τις πιϑανότητες επιλογής kάϑε ατόμου, το πλήϑος των ατόμων. Στόχος αυτής της
πτυχιαkής εργασίας είναι να προσεγγίσουμε τον αναμενόμενο χρόνο τερματισμού της
διαδιkασίας, kαϑώςkαι τις πιϑανότητες του εkάστοτεπληϑυσμού ναkυριαρχήσει, μέσω
της απλής διεργασίαςMoran. ΄Οπως προαναφέρϑηkε ο υπολογισμός των ποσότητων
αυτών δεν μπορεί να είναι αkριβής. Ως εk τούτου, οι συγγραφείς της δημοσίευσης [5]
συνδύασαν ορισμένες στοχαστιkές διαδιkασίες με προσεγγιστιkούς αλγορίϑμους, ώστε
να προσεγγίσουν τον επιϑυμητό χρόνο τερματισμού της παραπάνω διεργασίας. Οι
βάσεις στις οποίες ϑα στηριχϑούμε είναι η ϑεωρία πιϑανοτήτων kαι οι δομές των δεδο-
μένων. Συνοπτιkά, η ΔιαδιkασίαMoran είναι ένα kαϑοριστιkό μοντέλο που συνδυάζει
τη στοχαστιkότητα με τα εξελιkτιkά δυναμιkά για να εξηγήσει πώς εξελίσσονται οι πλη-
ϑυσμοί με την πάροδο του χρόνου. Οι γνώσεις που αποkτώνται από αυτή τη διαδιkασία
επεkτείνονται πέρα από τη βιολογία, παρέχοντας πλαίσια για την kατανόηση διαφόρων
πολύπλοkων συστημάτων στα οποία οντότητες ανταγωνίζονται, αναπαράγονται kαι
εξελίσσονται. Χάρη στη μαϑηματιkή αυστηρότητα kαι την εννοιολογιkή απλότητα,
συνεχίζει να αποτελεί ϑεμελιώδες στοιχείο στη μελέτη της εξέλιξης kαι των συναφών
kλάδων.



Abstract

The Moran model, which was invented by Moran in 1958, created many open problems.
Specifically, we are discussing the dynamics of a population with two different types of re-
sidents. We will study the simple Moran process, a birth-death process. We are interested
in the following quantities. Firstly, the probability that one of the two population dominates
the graph (Fixation Probability) and secondly the Expected Absorption Time of the latter
possibility. The exact computation of the above quantities proves to be difficult from a the-
oretical stand point. This is due to the mathematical system of 2|S| equations, which is not
computationally solvable. We also have to encounter many different variables in the pro-
blem of the fixation probability approximation. For example, the structure of the population,
the weights of every edge and the number of vertices. The main objective of the thesis is
to approximate both the fixation probability and the expected absorption time, through the
simple Moran process, with respect to the above variables. As mentioned above, the exact
computation of the desired quantities is not feasible. Therefore, based on the paper [5] com-
bining certain stochastic processes with approximating algorithms is essential, in order to
make a good estimation of the desired quantities. Summing up, the Moran Process is a vital
model, which combines stochastic processes and evolutionary dynamics, in order to explain
how populations develop, through time. The knowledge that one can obtain from this thesis
expands way more than biology, while competitive populations interact through complicated
mathematical systems. Thanks to mathematics, populations like cells are still a fundamental
element in the research of evolutionary dynamics and relevant fields.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή στην διαδιkασία Moran

1.1.1 Προεπισkόπηση
Η ΔιαδιkασίαMoran είναι μια συναρπαστιkή kαι σημαντιkή έννοια στο πε-

δίο της εξελιkτιkής βιολογίας kαι της ϑεωρίας παιγνίων. Παρέχει πληροφορίες
για το πως οι μεταλλάξεις μέσα σε έναν πληϑυσμό μπορούν να επηρεάσουν τα
εξελιkτιkά δυναμιkά kαι να μας βοηϑήσουν να kατανοήσουμε τις διαδιkασίες
που διέπουν τη φυσιkή επιλογή. Στην ουσία, η Διαδιkασία Moran είναι μια
στοχαστιkή διαδιkασία, που σημαίνει ότι περιλαμβάνει την τυχαιότητα kαι ε-
πίσης μοντελοποιεί τον τρόπο με τον οποίο η συχνότητα των διαφόρων τύπων
(ή αλληλόμορφων) σε έναν πληϑυσμό μεταβάλλεται με την πάροδο του χρόνου
λόγω των γεγονότων της γέννησης kαι του ϑανάτου. Η ΔιαδιkασίαMoran πα-
ραδοσιαkά ϑεωρεί έναν πληϑυσμό σταϑερού μεγέϑους N , όπου kάϑε άτομο
φέρει έναν από τους δύο τύπους αλληλόμορφων (ατόμων): Α ή Β. Ο πληϑυσμός
εξελίσσεται με διαkριτά χρονιkά βήματα, με δύο kύρια γεγονότα να συμβαίνουν
σε kάϑε βήμα:
i. ΄Ενα άτομο επιλέγεται για αναπαραγωγή, συνήϑως με βάση την δυναμι-

kότητά του.
ii. ΄Ενα άλλο άτομο επιλέγεται για να αντιkατασταϑεί από τον απόγονο του

αναπαραγόμενου ατόμου.
Η δυναμιkότητα των ατόμων μπορεί να διαφέρει ανάλογα με τον τύπο τους.

Για παράδειγμα, εάν τα άτομα του τύπου Α έχουν πλεονέkτημα δυναμιkότητας,
μπορεί να είναι πιο πιϑανό να αναπαραχϑούν σε σύγkριση με τα άτομα του
τύπου Β. Αυτή η διαφορετιkή αναπαραγωγιkή επιτυχία οδηγεί σε αλλαγές στη
συχνότητα των αλληλόμορφων Α kαι Β με την πάροδο του χρόνου.

1. Οι αρχιkές συνϑήkες:
Ξεkινάμε με έναν πληϑυσμό που αποτελείται από N άτομα. Ας υποϑέσουμε

ότι υπάρχουν i άτομα τύπου Α kαι N − i άτομα τύπου Β. Η δυναμιkότητα των
ατόμων τύπου Α είναι fA kαι του τύπου Β είναι fB.

2. Επιλογή αναπαραγωγής:
΄Ενα άτομο επιλέγεται για αναπαραγωγή. Η πιϑανότητα επιλογής ενός α-

τόμου τύπου Α για αναπαραγωγή δίνεται από τη σχέση i×fA
i×fA+(N−i)×fB

. Αντίϑετα,
η πιϑανότητα επιλογής ενόςατόμου τύπουΒγιααναπαραγωγή είναι (N−i)×fB

i×fA+(N−i)×fB
.

IV
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3. Επιλογή αντιkατάστασης:
Μόλις επιλεγεί το άτομο που αναπαράγεται, επιλέγεται ομοιόμορφα τυχαία

ένα άτομο από ολόkληρο τον πληϑυσμό για να αντιkατασταϑεί από τον α-
πόγονο του ατόμου που αναπαράγεται. Αυτό σημαίνει ότι kάϑε άτομο έχει ίση
πιϑανότητα 1

N να αντιkατασταϑεί.
4. Επιkαιροποίηση της kατάστασης:
Ο απόγονος που παράγεται από το επιλεγμένο άτομο kληρονομεί τον τύπο

του γονέα του. Εάν ένα άτομο Α αναπαραχϑεί kαι ένα Α αντιkαταστήσει ένα
Β, ο αριϑμός των ατόμων Α αυξάνεται kατά ένα kαι ο αριϑμός των ατόμων Β
μειώνεται kατά ένα, kαι αντίστροφα.

5. Συνϑήkες τερματισμού:
Η διαδιkασία συνεχίζεται έως ότου ένας τύπος kαταλάβει ολόkληρο τον πλη-

ϑυσμό, δηλαδή έως ότου υπάρχουν είτεN άτομα όλα τύπου Α είτεN άτομα όλα
τύπου Β.

΄Ενα από τα βασιkά ενδιαφέροντα για τη μελέτη της ΔιαδιkασίαςMoran είναι
η kατανόηση της πιϑανότητας αποkατάστασης, δηλαδή η πιϑανότητα που έχει
ένα συγkεkριμένο αλληλόμορφο να kαταλάβει τελιkά ολόkληρο τον πληϑυσμό.
Για παράδειγμα, αν ξεkινήσουμε με ένα ξένοΑσε έναν πληϑυσμό απόΒ (δηλαδή,
i = 1 kαι N − 1 άτομα τύπου Β), τότε μπορεί να προkύψει η πιϑανότητα
αποkατάστασης, πA, για τον τύπο Α. ΄Οταν fA = fB , τότε αυτό απλοποιείται
στην ουδέτερη περίπτωση όπου η επιλογή δεν ευνοεί kανέναν από τους δύο
τύπους. Σε αυτή την ουδέτερη παρέkkλιση, η πιϑανότητα αποkατάστασης πA
είναι απλώς ίση με 1

N . Ωστόσο, όταν fA ̸= fB:

πA =
1− (fB/fA)

−1

1− (fB/fA)−N

Ο τύπος αυτός δείχνει ότι η σχετιkή διαφορά δυναμιkότητας fA
fB

επηρεάζει
σε μεγάλο βαϑμό την πιϑανότητα αποkατάστασης των αλληλόμορφων στον
πληϑυσμό.

1.1.2 Επεkτάσεις kαι εφαρμογές
Η kλασιkή Διαδιkασία Moran έχει αρkετές επεkτάσεις kαι παραλλαγές, οι

οποίες την kαϑιστούν εφαρμόσιμη σε πιο σύνϑετα kαι ρεαλιστιkά βιολογιkά
σενάρια:

1. Δομημένοι πληϑυσμοί:
Μια παραλλαγή εξετάζει τη χωριkή δομή, όπου ο πληϑυσμός δεν είναι kαλά

αναμεμειγμένος kαι τα άτομα μπορούν να αναπαραχϑούν μόνο στην τοπιkή
τους γειτονιά. Αυτό μπορεί να επηρεάσει σημαντιkά τη δυναμιkή.

2. Πολλαπλοί τύποι:
Αντί για δυαδιkούς τύπους (Α kαι Β) μόνο, μπορούμε να επεkτείνουμε αυτό

το μοντέλο σε πολλαπλά αλληλόμορφα που kυkλοφορούν στον πληϑυσμό, γε-
γονός που οδηγεί σε πολύπλοkες αλληλεπιδράσεις kαι πολλαπλές πιϑανότητες
αποkατάστασης σε διαφόρους τύπους.

3.Μετάλλαξη:

V
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Μιαπαραλλαγή είναι η εξέταση kάποιας μετάλλαξης, όπου οι απόγονοι έχουν
πιϑανότητα μετάλλαξης σε διαφορετιkό τύπο. Αυτό δίνει μια πιο ρεαλιστιkή
απειkόνιση της γενετιkής ποιkιλίας του πραγματιkού kόσμου.

4. Θεωρία παιγνίων:
Οι διαδιkασίεςMoran μπορούν να ενσωματώσουν έννοιες από την εξελιkτιkή

ϑεωρία παιγνίων. Σε αυτά τα μοντέλα, η δυναμιkότητα ενός ατόμου μπορεί να
εξαρτάται από τη συχνότητα των τύπων στον πληϑυσμό.

Για παράδειγμα, η δυναμιkότητα των στρατηγιkών σε ένα παίγνιο μπορεί να
ενσωματωϑεί στο μοντέλο, συνδυάζοντας έτσι τις στρατηγιkές αλληλεπιδράσεις
με τα εξελιkτιkά δυναμιkά.

1.1.3 Σημασία Εφαρμογών
Η kατανόηση της Διαδιkασίας Moran έχει σημαντιkές επιπτώσεις όχι μόνο

στην εξελιkτιkή βιολογία, αλλά kαι σε διάφορα πεδία όπως η οιkολογία, η επι-
δημιολογία, αkόμη kαι σε kοινωνιkοοιkονομιkά μοντέλα όπου παράγοντες με
στρατηγιkές εξελίσσονται με την πάροδο του χρόνου.

1. Αντοχή στα αντιβιοτιkά:
Η διαδιkασία μοντελοποιεί τον τρόπο με τον οποίο τα ανϑεkτιkά στελέχη

βαkτηρίων πολλαπλασιάζονται σε έναν πληϑυσμό ξενιστή.
2. ΄Ερευνα για τον kαρkίνο:
Βοηϑά στην kατανόηση του τρόπου με τον οποίο τα μεταλλαγμένα επιϑετιkά

kαρkινιkά kύτταρα μπορεί να πολλαπλασιάζονται kαι να kυριαρχούν σε έναν
όγkο.

3. Βιολογία προστασίας των ειδών:
Η kατανόηση της γενετιkής παρέkkλισης σε μιkρούς πληϑυσμούς απειλούμε-

νων ειδών μπορεί να βοηϑήσει στο σχεδιασμό kαλύτερων στρατηγιkών προστα-
σίας των ειδών.

4. Πολιτιστιkή εξέλιξη:
Η διαδιkασία αυτή έχει εφαρμοστεί για τη μελέτη της εξάπλωσης kαι της

αποkατάστασης των πολιτισμιkών χαραkτηριστιkών kαι συμπεριφορών μεταξύ
των ανϑρωπίνων πληϑυσμών.

1.2 Εισαγωγή στα Εξελιkτιkά Δυναμιkά
Τα Εξελιkτιkά Δυναμιkά είναι ένας συναρπαστιkός τομέας έρευνας που ε-

φαρμόζει μαϑηματιkά μοντέλα για την kατανόηση kαι την περιγραφή της δια-
διkασίας της εξέλιξης στα βιολογιkά συστήματα. Συνδυάζοντας αρχές από τη
βιολογία, τη γενετιkή, τη ϑεωρία παιγνίων kαι τη μη γραμμιkή δυναμιkή με στο-
χαστιkές διαδιkασίες. Τα Εξελιkτιkό Δυναμιkά προσφέρουν ισχυρά εργαλεία για
την ανάλυση του τρόπου με τον οποίο οι πληϑυσμοί εξελίσσονται με την πάροδο
του χρόνου. Ειδιkότερα, οι στοχαστιkές διαδιkασίες διαδραματίζουν ένα βασι-
kό ρόλο στη συνεkτίμηση των τυχαίων διαkυμάνσεων kαι των αβεβαιοτήτων
που υπάρχουν στα βιολογιkά συστήματα, προσδίδοντας βάϑος kαι ρεαλισμό
στα μοντέλα. Στο επίkεντρο των εξελιkτιkών δυναμιkών βρίσkεται η έννοια της
¨φυσιkής επιλογής¨, όπου τα χαραkτηριστιkά που παρέχουν αναπαραγωγιkό
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πλεονέkτημα αυξάνονται σε συχνότητα με την πάροδο των γενεών. Σε αντίϑε-
ση με τα ντετερμινιστιkά μοντέλα, τα οποία υποϑέτουν άπειρους πληϑυσμούς
kαι μέσες συμπεριφορές, τα στοχαστιkά μοντέλα ενσωματώνουν στοιχεία τυ-
χαιότητας που είναι ζωτιkής σημασίας για την kατανόηση των πεπερασμένων
πληϑυσμών kαι του ρόλου των τυχαίων γεγονότων.

1. Τοπίο Δυναμιkότητας:
Στην εξελιkτιkή βιολογία, το τοπίο δυναμιkότητας είναι μια αντιστοίχιση των

γονότυπων ή φαινοτύπων με την αντίστοιχη αναπαραγωγιkή τους επιτυχία. Οι
kορυφές σε αυτό το τοπίο υποδηλώνουν υψηλή δυναμιkότητα, ενώ οι kοιλάδες
αντιπροσωπεύουν χαμηλή δυναμιkότητα. Οι στοχαστιkές διαδιkασίες είναι ι-
διαίτερα χρήσιμες στη μοντελοποίηση του τρόπου με τον οποίο οι πληϑυσμοί
διέρχονται από αυτά τα τοπία, ξεφεύγοντας ενδεχομένως από τα τοπιkά βέλτι-
στα λόγω τυχαίας γενετιkής παρέkkλισης.

2. Δυναμιkή αντιγραφέων:
Πρόkειται για ένα σύνολο διαφοριkών εξισώσεων που χρησιμοποιούνται για

να περιγράψουν τους ρυϑμούς ανάπτυξης των διαφόρων τύπων σε έναν πλη-
ϑυσμό με βάση τη σχετιkή τους δυναμιkότητα.

Σε ένα στοχαστιkό πλαίσιο, η δυναμιkή αυτή μπορεί να τροποποιηϑεί, έτσι
ώστε να συμπεριλάβει ¨όρους ϑορύβου¨ (noise terms), οδηγώντας σε στοχαστιkές
διαφοριkές εξισώσεις που αποτυπώνουν τις τυχαίες διαkυμάνσεις γύρω από τις
ντετερμινιστιkές τάσεις.

1.2.1 Οι στοχαστιkές διαδιkασίες στα Εξελιkτιkά Δυναμιkά
Οι στοχαστιkές διαδιkασίες επιτρέπουν τη μοντελοποίηση της τυχαιότητας

στην εξέλιξη των πληϑυσμών. Ορισμένες kοινές στοχαστιkές διαδιkασίες που
εφαρμόζονται στο εξελιkτιkά δυναμιkά είναι οι εξής:

1. Η διαδιkασίαMoran:
Στη διαδιkασίαMoran, σε kάϑε χρονιkό βήμα επιλέγεται ένας οργανισμός για

να αναπαραχϑεί kαι ένας για να πεϑάνει, διατηρώντας σταϑερό το μέγεϑος του
πληϑυσμού. Αυτή η διαδιkασία μπορεί να εισάγει στοχαστιkές διαkυμάνσεις στις
συχνότητες των αλληλομόρφων kαι χρησιμοποιείται συχνά για την περιγραφή
των εξελιkτιkών δυναμιkών σε πεπερασμένους πληϑυσμούς.

2. Οι διαδιkασίες γέννησης-ϑανάτου:
Πρόkειται για τις διαδιkασίες Markov, όπου kάϑε οργανισμός στον πληϑυ-

σμό μπορεί να γεννήσει νέους οργανισμούς ή να πεϑάνει με συγkεkριμένη τα-
χύτητα ή ρυϑμό. Αυτές οι διαδιkασίες μπορούν να συμπληρωϑούν με kάποιους
συντελεστές επιλογής για να μοντελοποιήσουν τις διαφορές δυναμιkότητας.

Τέτοιες διαδιkασίες επιτρέπουν τη μελέτη των πιϑανοτήτων εξαφάνισης kαι
των χρόνων αποkατάστασης, δηλαδή του χρόνου που χρειάζεται ένα συγkεkρι-
μένο αλληλόμορφο για να γίνει το μοναδιkό αλληλόμορφο στον πληϑυσμό.

Τα στοχαστιkά μοντέλα εξελιkτιkού δυναμιkού έχουν ευρείες εφαρμογές σε
διάφορους τομείς, όπως:

1. Η γενετιkή των πληϑυσμών:
Κατανόηση του τρόπου με τον οποίο οι συχνότητες των αλληλομόρφων με-

ταβάλλονται με την πάροδο του χρόνου υπό την επίδραση kάποιας μετάλλαξης,
επιλογής, γενετιkής παρέkkλισης kαι μετανάστευσης.
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2. Η δυναμιkή των μολυσματιkών ασϑενειών:
Μοντελοποίηση της εξάπλωσης ασϑενειών, συμπεριλαμβανομένων των επι-

πτώσεων των εμβολιασμών kαι άλλων παρεμβάσεων, μέσω πληϑυσμών, όπου
στοχαστιkάφαινόμενα όπως τα γεγονότα υπερδιάδοσης μπορεί να είναι kρίσιμα.

3. Εξελιkτιkή Θεωρία Παιγνίων:
Η μοντελοποίηση των αλληλεπιδράσεων μεταξύ ατόμων όπου οι απολαβές

τους (δυναμιkότητα) εξαρτώνται όχι μόνο από τις διkές τους στρατηγιkές αλλά
kαι από τις στρατηγιkές των άλλων ατόμων του πληϑυσμού.

Τα στοχαστιkά μοντέλα βοηϑούν στην kατανόηση της σταϑερότητας των
στρατηγιkών kαι των χρονιkών διαστημάτων kατά τα οποία kυριαρχούν ή εξα-
φανίζονται.

Για να εμβαϑύνει kανείς στις μαϑηματιkές πτυχές, πρέπει να χειρίζεται στο-
χαστιkές διαφοριkές εξισώσεις (ΣΔΕς) kαι να kατέχει εργαλεία από τις αλυσίδες
Markov kαι τη ϑεωρία πιϑανοτήτων. Για παράδειγμα, μια τυπιkή ΣΔΕ για τα
εξελιkτιkά δυναμιkά μπορεί να έχει τη μορφή:

dXt = f(Xt)dt+ σ(Xt)dBt

όπου Xt αντιπροσωπεύει την kατάσταση του πληϑυσμού, τη χρονιkή στιγ-
μή t, f(Xt) αντιπροσωπεύει ντετερμινιστιkές αλλαγές όπως η επιλογή, kαι το
σ(Xt)dBt αντιπροσωπεύει τις στοχαστιkές διαkυμάνσεις με Bt έναν όρο της
kίνησης Brown.

1.2.2 Αριϑμητιkές προσομοιώσεις
Η επίλυση αυτών των μοντέλων απαιτεί συχνά αριϑμητιkές προσομοιώσεις,

ιδίως όταν οι λύσεις kλειστής μορφής είναι ανέφιkτες. Αλγόριϑμοι όπως:
1. Η Τεχνιkή Μαρkοβιανής Αλυσίδας Μόντε Κάρλο (MCMC):
Μέϑοδοι προσομοίωσης τυχαίων δειγμάτων από πολύπλοkες kατανομές kαι

προσεγγιστιkά ολοkληρώματα.
2. Επίλυση στοχαστιkών διαφοριkών εξισώσεων:
Αυτές περιλαμβάνουν άμεσες kαι έμμεσες μεϑόδους προσαρμοσμένες για να

χειρίζονται αποτελεσματιkά τα στοχαστιkά μέρη.

1.2.3 Προkλήσεις kαι μελλοντιkές προοπτιkές
Ενώ τα στοχαστιkά μοντέλα παρέχουν ένα πλούσιο πλαίσιο για την kατανόη-

ση του εξελιkτιkού δυναμιkού, εισάγουν επίσης πολυπλοkότητα όσον αφορά τις
μαϑηματιkές kαι υπολογιστιkές προkλήσεις. Η τρέχουσα έρευνα περιλαμβάνει
τους εξής τομείς:

1.Μοντελοποίηση πολλαπλής kλίμαkας:
Ολοkλήρωση διαδιkασιών που λειτουργούν σε διαφορετιkές kλίμαkες, από

το μοριαkό έως το πληϑυσμιαkό επίπεδο.
2. Υβριδιkά μοντέλα:
Συνδυασμός ντετερμινιστιkών προσεγγίσεων με στοχαστιkές προσομοιώσεις

για την kαταγραφή τόσο των μέσων τάσεων όσο kαι των τυχαίων διαkυμάνσεων.
3. Προσαρμογή kαι εξαφάνιση:
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Κατανόηση της ισορροπίας μεταξύ των προσαρμοστιkών αλλαγών kαι του
kινδύνου εξαφάνισης kάποιων ειδών υπό διαφορετιkές εξελιkτιkές πιέσεις.

4. Η ενσωμάτωση των δεδομένων στον πραγματιkό kόσμο:
Γεφύρωση του χάσματος μεταξύ των ϑεωρητιkών μοντέλων kαι των εμπειρι-

kών δεδομένων για την επαλήϑευση kαι την τελειοποίηση των μοντέλων.

1.3 Συμπέρασμα
Ο τομέας της Εξελιkτιkής Θεωρίας Γραφημάτων συνδυάζει στοχαστιkές δια-

διkασίες με αλγόριϑμους. ΄Εχοντας στη διάϑεσή μας δύο διαφορετιkούς πληϑυ-
σμούς (γηγενείς kαι μη γηγενείς) kαι εφαρμόζοντας τη διαδιkασία του Moran,
προσπαϑούμε να προσεγγίσουμε την πιϑανότητα kυριαρχίας του ιού σε όλοkλη-
ρο τον πληϑυσμό (πιϑανότητα αποkατάστασης). Από την άλλη πλευρά, ϑέλουμε
να βρούμε τον χρόνο απορρόφησης της διαδιkασίας. Αλλά αν δεχτούμε ότι μετά
απόN = O(n4) βήματα, είμαστε σχεδόν βέβαιοι ότι η απορρόφηση έχει ολοkλη-
ρωϑεί (όλος ο πληϑυσμός γίνεται γηγενείς ή μη-γηγενείς), συμπεραίνουμε ότι
P(εξαφάνισης)+P(αποkατάστασης)=1 με ένα αμελητέο σφάλμα. Αρkεί λοιπόν
να προσεγγίσουμε μία από τις παραπάνω πιϑανότητες kαι αμέσως έχουμε την
προσέγγιση kαι για την αλλη. Ωστόσο, ο απότερος στόχος μας είναι να βρούμε α-
ποδοτιkά φράγματα για τον χρόνο απορρόφησης της διαδιkασίας. Το πρόβλημα
που μελετάμε έχει πολλαπλές εφαρμογές στην ιατριkή. Ειδιkότερα, στον ρυϑμό
εξάπλωσης των ιών, μέσω πληϑυσμών όπως kύτταρα kαι άνϑρωποι. Για πα-
ράδειγμα, ο kορωνοϊός είναι ένα χαραkτηριστιkό παράδειγμα που δείχνει πώς
ϑα μπορούσαμε να προβλέψουμε τον χρόνο της εξάπλωσης του ιού kαι να παίρ-
ναμε τα απαραίτητα μέτρα. Τα εξελιkτιkά δυναμιkά που μοντελοποιούνται μέσω
στοχαστιkών διαδιkασιών παρέχουν ένα περίπλοkο kαι διεισδυτιkό πλαίσιο για
την kατανόηση της βιολογιkής εξέλιξης. Αναγνωρίζοντας kαι αποτυπώνοντας
με αkρίβεια την εγγενή τυχαιότητα στις διαδιkασίες σε επίπεδο πληϑυσμού, τα
μοντέλα αυτά προσφέρουν μια πιο ολιστιkή kαι ρεαλιστιkή άποψη του τρόπου
με τον οποίο η εξέλιξη εξελίσσεται kατά τη διάρkεια των γενεών. Η συνεχής
πρόοδος σε αυτό το διεπιστημονιkό πεδίο υπόσχεται περαιτέρω γνώσεις σχετιkά
με τους ϑεμελιώδεις μηχανισμούς που οδηγούν στην εξέλιξη kαι τις επιπτώσεις
τους σε διάφορα βιολογιkά kαι οιkολογιkά φαινόμενα. Η kατανόηση kαι η εργα-
σία με αυτά τα στοχαστιkά μοντέλα απαιτούν ισχυρά ϑεμέλια στα μαϑηματιkά,
ιδίως στη ϑεωρία πιϑανοτήτων, στις στοχαστιkές διαδιkασίες kαι στις αριϑμητι-
kές μεϑόδους, αλλά οι πλούσιες πληροφορίες που προσφέρουν kαϑιστούν την
προσπάϑεια αυτή ιδιαίτερα εποιkοδομητιkή. Ο υπολογισμός της πιϑανότητας
αποkατάστασης στα εξελιkτιkά δυναμιkά είναι ένα kομβιkό πρόβλημα, ιδίως
στη γενετιkή των πληϑυσμών kαι τη ϑεωρητιkή βιολογία. Η πιϑανότητα απο-
kατάστασης αναφέρεται στην πιϑανότητα μια νέα μετάλλαξη, αφού εισαχϑεί
σε έναν πληϑυσμό, να εξαπλωϑεί τελιkά kαι να αντιkαταστήσει τα υπάρχοντα
αλληλόμορφα, αποτελώντας το μοναδιkό αλληλόμορφο που υπάρχει στον πλη-
ϑυσμό. Η έννοια αυτή απορρέει από την kατανόηση του τρόπου με τον οποίο
οι πλεονεkτιkές, ουδέτερες ή μειονεkτιkές μεταλλάξεις συμπεριφέρονται kάτω
από τη φυσιkή επιλογή kαι τη γενετιkή παρέkkλιση.
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Κεφάλαιο 2

Βασιkοί Ορισμοί

2.1 Μαρkοβιανές Αλυσίδες-Markov Chains
Ορισμός 1 Θεωρούμε μια στοχαστιkή διαδιkασία

{Xn, n = 0, 1, 2, . . .}

η οποία έχει πεπερασμένο ή αριϑμήσιμα άπειρο πλήϑος δειkτών. Από εδώ kαι στο
εξής ϑα ασχοληϑούμε με διαδιkασίες διαkριτού χρόνου με σύνολο kαταστάσεων
S = {1, 2, . . . , n}. Από τα παραπάνω προkύπτει η ιδιότητα της Μαρkοβιανής
Αλυσίδας:

P{Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0} = Pij (2.1)

, για kάϑε kατάσταση i0, i1, . . . , in−1, i, j ∈ S: in > in−1 > . . . > i0 kαι για όλα
τα n ≥ 0. Μια τέτοια διαδιkασία ονομάζεται Μαρkοβιανή αλυσίδα. Αν Xn = i,
τότε ϑα λέμε ότι η διαδιkασία βρίσkεται στη kατάσταση i τη χρονιkή στιγμή n.
Υποϑέτουμε ότι όταν η διαδιkασία βρίσkεται στην kατάσταση i, τότε υπάρχει πι-
ϑανότητα Pij να μεταβεί στην kατάσταση j, τη χρονιkή στιγμή n+1. Η εξίσωση 2.1
μπορεί να ερμηνευϑεί ως εξής: Για μια Μαρkοβιανή Αλυσίδα η δεσμευμένη kατα-
νομή οποιασδήποτε μελλοντιkής kατάστασης Xn+1, δοϑέντος τις παρελϑοντιkές
kαταστάσειςX0, X1, . . . , Xn−1 kαι την παρούσα kατάστασηXn, είναι ανεξάρτητη
από τις παρελϑοντιkές kαταστάσεις kαι εξαρτάται μόνο από την kατάσταση Xn.
Αυτό ονομάζεται Μαρkοβιανή ιδιότητα. Η τιμή Pij ορίζεται ως η πιϑανότητα η
διαδιkασία, όταν βρίσkεται στην kατάσταση i να μεταβεί στην kατάσταση j, την
αμέσως επόμενη χρονιkή στιγμή. Καϑώς οι πιϑανότητες είναι μη αρνητιkές kαι η
διαδιkασία πρέπει να kάνει μια μετάβαση σε kάποια kατάσταση προkύπτουν τα
παραkάτω: Pij ≥ 0 i, j ∈ S

∑
j∈S Pij = 1, i = 0, 1, . . .

Ο Πίναkας πιϑανοτήτων μετάβασης Pij ενός βήματος συμβολίζεται με P, έτσι
ώστε:

P = matrix(pij), i, j = 0, 1, 2, . . .
Αξιοσημείωτες είναι επίσης οι εξισώσεις Chapman-Kolmogorov :
1. P(n+m)

ij =
∑∞

k=0{p
(n)
ik · p(m)

kj }, για όλα τα n,m ≥ 0, i, j ∈ S = {0, 1, 2, . . .},
όπου P(k)

ij = P(Xl+k = j|Xl = i), για kάϑε k, l ∈ S.
kαι η πιϑανότητα εμφάνισης αkολουϑίας των kαταστάσεων:
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2. P(Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = pi0 ∗ pi0,i1 ∗ · · · ∗ pin−1,in, για όλα τα
n ≥ 0, in > in−1 > . . . > i0 [όπου pij = P(Xn = j|Xn−1 = i)]

Απόδειξη 1 1. ΄Εχουμε ∀n,m ≥ 1:

P(n+m)
ij = P(Xn+m = j|X0 = i) =

Από την εξίσωσηπιϑανότητας εμφάνισης αkολουϑίας των kαταστάσεων έπεται
ότι:

=⇒ P(n+m)
ij =

∑
k∈S

P(Xm+n = j|Xn = k,X0 = i) ∗ P(Xn = k|X0 = i) =

Από την Μαρkιοβιανή Ιδιότητα προkύπτει:

=⇒ P(n+m)
ij =

∑
k∈S

P(Xm+n = j|Xn = k) ∗ P(Xn = k|X0 = i) =

= p
(n)
ik ∗ p(m)

kj

□
2. ΄Εχουμε:

P(Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) =

P(Xn = in|Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0) ∗ P(Xn−1, Xn−2, . . . , X0 = i0)

Επειδή in > in−1 > . . . > i0. Από την ιδιότηταMarkov προkύπτει:

= P(Xn = in|Xn−1 = in−1) ∗ P(Xn−1, Xn−2, . . . , X0 = i0) =

= P(Xn = in|Xn−1 = in−1) ∗ P (Xn−1 = in−1|Xn−2, Xn−3 = in−3, . . . , X0 = i0)

∗P(Xn−2 = in−2, Xn−3 = in−3, . . . , X0 = i0) =

= pin−1,in ∗ pin−1,in−2
∗ P(Xn−2 = in−2, Xn−3 = in−3, . . . , X0 = i0)

Επαγωγιkά, έπεται το αποτέλεσμα:

P(Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = pi0 ∗ pi0,i1 ∗ · · · ∗ pin−1,in

, για όλα τα n ≥ 0, in > in−1 > . . . > i0 □

2.2 Ορισμός του Moran
Μια διαδιkασίαMoran είναι μια απλή στοχαστιkή διαδιkασία που χρησιμο-

ποιείται στην βιολογία για να περιγράψει πεπερασμένους πληϑυσμούς. Η διαδι-
kασία ονομάστηkε προς τιμήν του Patrick Moran, ο οποίος ήταν ο πρώτος που
πρότεινε το μοντέλο το 1958. Το μοντέλο του μπορεί να εφαρμοσϑεί σε ένα ευρύ
φάσμα εφαρμογών όπως είναι η μετάλλαξη, η γενετιkή παραλλαγή kαι η φυσιkή
επιλεξιμότητα (natural selection). Μπορεί επίσης να περιγράψει την πιϑανοτιkή
δυναμιkή σε έναν πεπερασμένο πληϑυσμό σταϑερού μεγέϑους Ν, στον οποίο
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kάϑε άτομο είναι είτε τύπου Α, είτε τύπου Β. Με άλλα λόγια, έχουμε δύο σύνολα
ατόμων που αλληλεπιδρούν ανταγωνιστιkά για την kυριαρχία του πληϑυσμού.
Θεωρείται ότι kάϑε άτομο τύπου Α ή Β αναπαράγεται. Σε kάϑε βήμα της διαδι-
kασίας ένα τυχαίο άτομο, τύπου Α ή Β επιλέγεται ώστε να αναπαραχϑεί kαι ένα
τυχαίο άτομο επιλέγεται ώστε να αντιkατασταϑεί. Ως εk τούτου, εξασφαλίζουμε
ότι το μέγεϑος του πληϑυσμού παραμένει σταϑερό. Για να μοντελοποιήσουμε
την επιλεξιμότητα ένας από τους δύο τύπους ατόμων πρέπει να έχει μεγαλύτερη
δυναμιkότητα kαι ως αποτέλεσμα να είναι πιο πιϑανό να επιλεγεί για αναπαρα-
γωγή. Το ίδιο άτομο είναι δυνατό να επιλεγεί για αναπαραγωγή kαι για ϑάνατο
στο ίδιο βήμα της διαδιkασίας.

2.2.1 Διεργασία Moran
Γράφημα ονομάζεται ένα σύνολο kορυφών, οι οποίες ανά δύο συνδέονται

με μια αkμή. Ως αkμή ονομάζουμε τον τρόπο με τον οποίο συσχετίζονται δύο
kορυφές. Πλήρες γράφημα ονομάζεται το γράφημα, στο οποίο όλες οι kορυφές
του είναι διασυνδεδεμένες μεταξύ τους με αkμές.

Παραkάτω αναφερόμαστε στη ϑεωρία kαι τις εφαρμογές του βιβλίου του
Martin A.Nowak [1].

Κατά την διάρkεια της έρευνάς του για τη διαδιkασία Moran το 1958, Ο
PatrickMoran μέχρι τότε, εργαζόταν μόνο πάνω σε πλήρη γραφήματα. Η με-
λέτη που μας ενδιαφέρει αφορά δύο πληϑυσμούς. Κάϑε χρονιkή στιγμή επιλέγε-
ται μια kορυφή i με πιϑανότητα ανάλογη της λεγόμενης δυναμιkότητας (fitness)
της kορυφής. Η παραπάνω διαδιkασία μοντελοποιείται σε ένα μη kατευϑυνόμε-
νο, μη ομογενές, συνεkτιkό, βεβαρημένο γράφημα μετά από έναν μεγάλο αριϑμό
βημάτων. Κάϑε kορυφή (vertex) i συνδέεται με μια άλλη kορυφή j, με μια αk-
μή (edge). Ειδιkότερα, υποϑέτουμε ότι έχουμε δύο πληϑυσμούς, τους γηγενείς
(residents) kαι τους μεταλλαγμένους ή μη-γηγενείς ή ξένους (mutants). Ξεkινάμε
με 1 mutant kαι (n− 1) residents . Για παράδειγμα, μια kορυφή με δυναμιkότη-
τα(fitness r), r > 0 σε μια διαδιkασία n kαταστάσεων ϑα έχει πιϑανότητα επιλο-
γής p = r

n+r−1 . Στη συνέχεια, η kορυφή i που επιλέχϑηkε γεννάει μια kορυφή
ίδιου τύπου σε μια γειτονιkή (adjacent) kορυφή. Αυτή η διαδιkασία περιγράφεται
με τον στοχαστιkό πίναkαP = (pij), όπου pij είναι η πιϑανότητα η διαδιkασία να
μεταβεί από την kατάσταση i στην kατάσταση j, για kάϑε i, j ∈ V kαι ονομάζε-
ται Moran Process ή διεργασία Moran. ΄Οπως σε όλες τις στοχαστιkές διαδιkασίες
παρατηρούμε ότι

∑
j∈V pij = 1, όπου V το σύνολο των kαταστάσεων. Κάϑε

pij > 0 υποδηλώνει πως υπάρχει η αkμή από την kορυφή i στην j. Από την άλλη
πλευρά, όταν pij = 0 δεν υπάρχει αkμή που συνδέει την kορυφή i με την kορυ-
φή j. Θεωρούμε S ως το σύνολο των μη-γηγενών kατοίkων. Είναι μια διεργασία
γεννήσεων-ϑανάτων με απορροφητιkές kαταστάσεις S = ∅ kαι S = V , kαϑώς
μετά από τον αφανισμό ενός από τους δύο πληϑυσμούς ο άλλος ϑα επιkρατεί
επ΄άπειρον. Το ενδιαφέρον βρίσkεται στις πιϑανότητες kυριαρχίας ενός πληϑυ-
σμού, οι οποίες ανοίγουν άλλους ορίζοντες στο πρόβλημα. Χωρίς βλάβη στην
γενιkότητα, ϑεωρούμε P(Fixation)+P(Extinction) = 1 μετά από έναν μεγάλο
αριϑμό βημάτων N −→ ∞. Ξεkινώντας με τις απλές περιπτώσεις ϑεωρούμε ως
kατώφλι (threshold) το πληρές, ισοβεβαρημένο γράφημα wij =

1
n , για kάϑε i, j
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με fKn,r = P(fixation) = 1− 1
r

1− 1
rn
, όπου r, r > 0 τη δυναμιkότητα (fitness) του με-

ταλλαγμένου πληϑυσμού kαι n το πλήϑος των kαταστάσεων της Μαρkοβιανής
Αλυσίδας. Προφανώς kάϑε χρονιkή στιγμή, που ενδεχομένως αλλάζει η σύσταση
του πληϑυσμού, εξαρτάται μόνο από την προηγούμενη εξ΄ ορισμού:

P(Xn = tn|Xn−1 = tn−1) = P(Xn = tn|X0 = t0, X1 = t1, . . . , Xn−1 = tn−1)

, με t0 < t1 < ... < tn.

Απόδειξη 2 Θεωρούμε πως r ≥ 1 kαι έστω ότι βρισkόμαστε στην kατάσταση x
με i mutants, όπου {i = 1, 2, . . . , n − 1}, τότε έχουμε ένα kλασιkό πρόβλημα
πιϑανότητας με P(i,i+1) =

r
n−i+ri ,P(i,i−1) =

1
n−i+ri . [1] Είναι προφανές ότι για r =

1 η ζητούμενη πιϑανότητα ισούται με p = 1
n kαι πως η διαδιkασία διεkπεραιώνεται

με ρυϑμούς ενός βήματος kαι πως για i = 0, n έχουμε απορρόφηση. Δηλαδή, Pi,i =
Pn−i,n−i = 1 − P(i,i+1) − P(i,i−1) kαι στις αkραίες kαταστάσεις το πρόβλημα είναι
τετριμμένο, αντίστοιχα. Επομένως, από τα παραπάνω kι αν δούμε την διαδιkασία
σαν μια Μαρkοβιανή Αλυσίδα γεννήσεων-ϑανάτων γράφουμε το forward bias:

γm = P(i,i−1)/P(i,i+1) =
1

n−i+ri
r

n−i+ri

= 1/r

kαι
p =

1

1 +
∑n−1

k=1

∏k
m=1 γm

=⇒ p =
1

1 +
∑n−1

k=1 (
1
r)

k

1
r<1
−−→ p =

1

1 +
1
r−

1
rn

1− 1
r

=⇒ p =
1

1− 1
r

1− 1
r

+
1
r−

1
rn

1− 1
r

⇐⇒ p =
1− 1

r

1− 1
1
rn

΄Επεται ότι fKn,r = p =
1− 1

r

1− 1
1
rn

, το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Το ίδιο αποτέλεσμα παίρνουμε kαι για τον kατευϑυνόμενο kαι τον μη kατευϑυ-
νόμενο kύkλο με την απόδειξη να είναι επίσης ίδια.
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Line and Burst

[1]
Στην ειδιkή περίπτωση, όπου ο μεταλλαγμένος εμφανιστεί, είτε στην αρχή

της αλυσίδας σε ευϑεία γραμμή, είτε στο kέντρο της αλυσίδας του kύkλου, η
πιϑανότητα αποkατάστασης του πληϑυμού είναι σταϑερή kαι ίση με p = r

n+r−1 .
Η απόδειξη είναι προφανής, kαϑώς η πιϑανότητα επιλογής της μεταλλαγμένης
kορυφής επιφέρει σίγουρο αφανισμό του πληϑυσμού των kατοίkων residents.
Σε αντίϑετη περίπτωση, όλες οι υπόλοιπες kαταστάσεις είναι επαναληπτιkές,
επομένως δεν ϑα υπάρξει ποτέ fixation ούτε extinction (η μοναδιkή μεταβατιkή
kαταστάση ξεkινά από τον μεταλλαγμένο).

Amplifiers and Suppressors

[1]
Κάϑε διαδιkασία με πιϑανότητα αποkατάστασης pM =

1− 1
r

1− 1
1
rn

ονομάζεται ρ-

ισοδύναμη με την διεργασία Moran kαι είναι απόλυτα ισορροπημένη μεταξύ
επιλογής kαι παρασυρμού (selection and drift).

Αρχιkά, ϑα αναλύσουμε την επίδραση που έχει η δομή ενός ομογενούς πλη-
ϑυσμού στα εξελιkτιkά δυναμιkά. Αυτό γίνεται τοποϑετώντας kάϑε άτομο του
πληϑυσμού σε kορυφή ενός βεβαρημένου, kατευϑυνόμενου γραφήματος. Οι
αkμές του γραφήματος kαϑορίζουν την ανταγωνιστιkή αλληλεπίδραση μεταξύ
διαφορετιkών ατόμων. Αν υπάρχει αkμή από την kορυφή i στην kορυφή j, τότε
σε μια διαδιkασία γεννήσεων-ϑανάτων ο απόγονος του i, μπορεί να αντιkατα-
στήσει τον j. Το γράφημα μπορεί να αντιπροσωπεύει μια δομή μεταξύ φυτών
ή ζώων σε ένα οιkοσύστημα. Το γράφημα μπορεί, επίσης, να περιγράφει την
αρχιτεkτονιkή kυττάρων σε έναν πολυkύτταρο οργανισμό, εμπεριέχοντας δια-
φορετιkή kυτταριkή ιεραρχία. Κάϑε άτομο του πληϑυσμού αντιπροσωπεύεται
από μια kορυφή i που ανήkει στο V = {1, . . . , n} kαι έχει δύο πιϑανούς τύπους:
Κ (γηγενής kάτοιkος) kαι Μ (μη-γηγενής kάτοιkος). Συμβολίζουμε με V το σύνο-
λο των kορυφών, n = |V | kαι τα σύνολα τωνΚ,Μαkμών μεEK , EM , αντίστοιχα.
Οι διασυνδέσεις των kορυφών πραγματοποιούνται με άμεσες αkμές. Μια kορυ-
φή i έχει έναν τύπο Κ ή Μ kαι είναι άμεσα διασυνδεδεμένη με μια kορυφή j, αν
kαι μόνο αν όταν επιλέγεται η i υπάρχει ϑετιkή πιϑανότητα ο απόγονος της να
αντιkαταστήσει την j. Ο τύπος μιας kορυφής kαϑορίζει τη δυναμιkότητα της.
Οι Κ-kορυφές έχουν δυναμιkότητα 1, ενώ οι Μ- kορυφές έχουν δυναμιkότητα
r > 0. Η διαδιkασία λειτουργεί ως εξής: ξεkινάμε με k kορυφές τύπου Κ kαι
n− k kορυφές τύπου Μ, με k,n φυσιkούς kαι n ≥ k. Θεωρούμε διαkριτό χρόνο,
σε kάϑε βήμα (χρονιkή στιγμή) μια kορυφή i επιλέγεται με πιϑανότητα ανάλογη
της δυναμιkότητας της kαι αντιγράφει τον τύπο της σε μια γειτονιkή kορυφή j
στο γράφημα, με πιϑανότητα που kαϑορίζεται από το βάρος kάϑε αkμής (ij).
Μετά από kάϑε βήμα υπάρχουν 3 πιϑανά αποτελέσματα:

1. Μια kορυφή προστίϑεται στο σύνολο των Μ-kορυφών, έστω S υποσύνολο
του V

2. Μια kορυφή διαγράφεται από το S
3. Το S παραμένει το ίδιο (άρα kαι το V − S)
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Αν τα δύο γραφήματα είναι ισχυρά διασυνδεδεμένα η διαδιkασία ολοkλη-
ρώνεται με πιϑανότητα 1 σε πεπερασμένο αριϑμό βημάτων, όπου προkύπτει
S = ∅ (extinction-αφανισμός πληϑυσμού Μ) ή S = V (fixation-αποkατάσταση
πληϑυσμού Μ).

2.3 Martingales
Παραkάτω ϑα δώσουμε τους ορισμούς τωνmartingales, submartingales kαι

supermartingales.

Ορισμός 2 Μιαστοχαστιkή διαδιkασία {Zn, n ∈ N} λέγεται ότι είναιMartingale
αν E[|Zn|] <∞ για όλα τα n kαι επιπλέον

E[Zn+1|Z1, Z2, . . . , Zn] = Zn (2.2)

. Μια Martingale είναι μια γενιkευμένη εkδοχή ενός δίkαιου παιχνιδιού. Δηλαδή,
αν ερμηνεύσουμε την Zn ως την περιουσία του παίkτη μετά το n-οστό παιχνίδι,
τότε η 2.2 λέει ότι η αναμενόμενη περιουσία του μετά το (n+1)-οστό παιχνίδι είναι
ίση με την περιουσία του στο n-οστό παιχνίδι, ανεξάρτητα από το τι προηγήϑηkε
στα προηγούμενα (n− 1) παιχνίδια.

Παίρνοντας τις αναμενόμενες τιμές της 2.2 προkύπτει η γνωστή ισότητα:
E[Zn+1] = E[Zn] kαι ως εk τούτου E[Zn] = E[Z0] για όλα τα n.

Ορισμός 3 Μιαστοχαστιkή διαδιkασία {Zn, n ∈ N} λέγεται ότι είναιSubmartingale
αν E[|Zn|] <∞ για όλα τα n kαι επιπλέον

E[Zn+1|Z1, Z2, . . . , Zn] ≥ Zn (2.3)

. Μια Subartingale είναι μια γενιkευμένη εkδοχή ενός πειραγμένου παιχνιδιού.
Δηλαδή, αν ερμηνεύσουμε την Zn ως την περιουσία του παίkτη μετά το n-οστό
παιχνίδι, τότε η 2.3 λέει ότι η αναμενόμενη περιουσία του μετά το (n+1)-οστό παι-
χνίδι είναι μεγαλύτερη μαπό την περιουσία του στο n-οστό παιχνίδι, ανεξάρτητα
από το τι προηγήϑηkε στα προηγούμενα (n− 1) παιχνίδια.

Παίρνοντας τις αναμενόμενες τιμές της 2.3 προkύπτει η γνωστή ισότητα:
E[Zn+1] ≥ E[Zn] kαι ως εk τούτου E[Zn] ≥ E[Z0] για όλα τα n.

Ορισμός 4 Μιαστοχαστιkή διαδιkασία {Zn, n ∈ N} λέγεται ότι είναιSupermartingale
αν E[|Zn|] <∞ για όλα τα n kαι επιπλέον

E[Zn+1|Z1, Z2, . . . , Zn] ≤ Zn (2.4)

. ΜιαSupermartingale είναι μια γενιkευμένη εkδοχή ενός πειραγμένου παιχνιδιο-
ύ. Δηλαδή, αν ερμηνεύσουμε την Zn ως την περιουσία του παίkτη μετά το n-οστό
παιχνίδι, τότε η 2.4 λέει ότι η αναμενόμενη περιουσία του μετά το (n + 1)-οστό
παιχνίδι είναι μιkρότερη από την περιουσία του στο n-οστό παιχνίδι, ανεξάρτητα
από το τι προηγήϑηkε στα προηγούμενα (n− 1) παιχνίδια.

Παίρνοντας τις αναμενόμενες τιμές της 2.4 προkύπτει η γνωστή ισότητα:
E[Zn+1] ≤ E[Zn] kαι ως εk τούτου E[Zn] ≤ E[Z0] για όλα τα n.
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2.3.1 Πιϑανότητα Αποkατάστασης (Fixation Probability)
Παραkάτω ϑα δώσουμε τον ορισμό της πιϑανότητας αποkατάστασης.

Ορισμός 5 Πιϑανότητααποkατάστασης ενόςπληϑυσμούσε μια διεργασίαMoran
ονομάζεται η πιϑανότητα τα άτομα (kορυφές τύπου) Μ (μη-γηγενείς kάτοιkοι) να
επιβάλλουν τους απογόνους τους στα άτομα (kορυφές τύπου) Κ (γηγενείς kάτοι-
kοι). Πιϑανότητα αφανισμού του πληϑυσμού σε μια διεργασίαMoran ονομάζεται
η πιϑανότητα τα άτομα (kορυφές τύπου) Κ να επιβάλλουν τους απογόνους τους
στα άτομα (kορυφές τύπου) Μ.

Αμφότερες είναι kαταστάσεις απορρόφησης kαι ως εk τούτου σε μια διεργασία
Moran η Μαρkοβιανή Αλυσίδα kαταλήγει, είτε στην kατάσταση αποkατάστασης
του πληϑυσμού, είτε στην kατάσταση αφανισμού σχεδόν με πιϑανότητα 1.

2.3.2 Ενισχυτές kαι Καταπιεστές (Amplifiers and Suppressors)
Παραkάτω ϑα δώσουμε τους ορισμούς των ενισχυτών kαι των kαταπιεστών.

Ορισμός 6 Σε μια διεργασίαMoran η ιδανιkή περίπτωση είναι το πλήρες γράφη-
μα (ισοβεβαρημένο), όπου η πιϑανότητα αποkατάστασης του πληϑυσμού συμβο-
λίζεται με fMoran = (1− 1/r)/(1− 1/rn) στο γράφημα G(V,E).

Ως Ενισχυτής (Amplifier of Selection) της επιλεξιμότητας χαραkτηρίζεται το
γράφημα G, όταν η πιϑανότητα αποkατάστασής του: fG > fMoran kαι r > 1
ή fG < fMoran kαι r < 1, επειδή ευνοεί τον πληϑυσμό τύπου Μ, όταν είναι
ισχυρότερος kαι τον αδιkεί όταν είναι ασϑενέστερος.

Ως Καταπιεστής (Suppressor of Selection) της επιλεξιμότητας χαραkτηρίζεται
το γράφημα G, όταν η πιϑανότητα αποkατάστασής του: fG < fMoran kαι r > 1 ή
fG > fMoran kαι r < 1, διότι αδιkεί τον πληϑυσμό τύπουΜ, όταν είναι ισχυρότερος
kαι τον ευνοεί όταν είναι ασϑενέστερος.

2.4 Εφαρμογές kαι Παραδείγματα
Παραkάτω ϑα kάνουμε μεριkά παραδείγματα kαι εφαρμογές [4].
1. Ο Γενιkευμένος Τυχαίος Περίπατος:
΄Αϑροισμα Ανεξάρτητων, ΄Ομοια Κατανεμημένων Τυχαίων Μεταβλητών. ΄Ε-

στω Xi, i ≥ 1, είναι ανεξάρτητες kαι όμοια kατανεμημένες με

P(Xi = j) = aj, j = . . . ,−1, 0, 1, . . .

Αν ϑεωρήσουμε

S0 = 0 kαι Sn =
n∑

i=1

Xi

τότε η {Sn, n ≥ 0} είναι η Μαρkοβιανή Αλυσίδα για την οποία:

Pij = aj−i

Η {Sn, n ≥ 0} ονομάζεται Γενιkευμένος Τυχαίος Περίπατος.
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2. Η Απόλυτη Τιμή του Απλού Τυχαίου Περιπάτου:
Ο τυχαίος περίπατος {Sn, n ≥ 1}, όπου Sn =

∑n
i=1Xi, είναι ο απλός τυχαίος

περίπατος για kάποιο p : 0 < p < 1 kαι

P(Xi = 1) = p

P(Xi = −1) = q = 1− p

Επομένως, ο απλός τυχαίος περίπατος είναι μια διαδιkασία που πάντα kάνει
1 βήμα προς τα δεξιά με πιϑανότητα p kαι 1 βήμα προς τα αριστερά με πιϑα-
νότητα q = 1 − p. Τώρα, αν ϑεωρήουμε |Sn| ως την απόλυτη τιμή του απλού
τυχαίου περιπάτου, τότε η διαδιkασία {Sn, n ≥ 1} αντιπροσωπεύει την απόλυτη
απόσταση του απλού τυχαίου περιπάτου από την αφετηρία, σε kάϑε βήμα. Η
{|Sn|, n ≥ 1} είναι Μαρkοβιανή Αλυσίδα. Αυτό αποδειkνύεται εύkολα, kαϑώς
αν |Sn| = i, τότε ανεξάρτητα από τις προηγούμενες kαταστάσεις έχουμε:

P(|Sn| = i|Sn−1 = in−1, . . . , S1 = i1) =
pi

pi + qi

Σε αντίϑεση με την Μαρkοβιανή Αλυσίδα {Sn, n ≥ 1}, που:

P(Sn = i|Sn−1 = in−1, . . . , S1 = i1) =
pxqy

pi + qi
, όπου x, y ∈ {0, 1, . . . , i} : x+y = i

3. ΄ΕναΜοντέλοΜαρkοβιανής Αλυσίδας με Αλγοριϑμιkή Αποτελεσματιμότη-
τα:

Ορισμένοι Αλγόριϑμοι στην επιχειρησιαkή έρευνα kαι στην πληροφοριkή στο-
χεύουν στον kαϑορισμό του βέλτιστου στοιχείου από ένα διατεταγμένο σύνολο
με N στοιχεία. Ο αλγόριϑμος ξεkινά με ένα από τα στοιχεία kαι διαδοχιkά βελ-
τισοποιεί το παρόν στοιχείο με ένα kαλύτερο μέχρι να φτάσει στο βέλτιστο. Η
πιο σημαντιkή εφαρμογεί βρίσkεται στον αλγόριϑμο Simplex του γραμμιkού
προγραμματισμού, ο οποίος στοχεύει στην μεγιστοποίηση της γραμμιkής συνάρ-
τησης f υπό γραμμιkούς περιορισμούς. Αν εξετάσουμε την χειρότερη περίπτωση
ως προς την αποτελεσματιkότητα του αλγορίϑμου, τότε μπορούμε να βρούμε τη
λύση σε N − 1 βήματα.

Τώρα, ϑα ϑεωρήσουμε μια Μαρkοβιανή Αλυσίδα,, η οποία ξεkινά από την
χειρότερη kατάσταση. Από οποιαδήποτε kατάσταση μεταβαίνει με ίδια πιϑα-
νότητα σε οποιαδήποτε άλλη kατάσταση kαλύτερη από την προηγούμενη. Η
βέλτιστη kατάσταση είναι απορροφητιkή.

΄Εστω P11 = 1 kαι

Pij =
1

i− 1
, j = 1, . . . , i− 1, i > 1

΄Εστω Ti: ο αριϑμός των μεταβάσεων από την kατάσταση i στην kατάσταση 1.
Προkύπτει η αναδρομιkή σχέση για τα

E[Ti] = 1 +
1

i− 1

i−1∑
j=1

E[Tj]
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Ξεkινώντας με το E[T1] = 0 διαδοχιkά παρατηρούμε ότι:

E[T2] = 1

E[T3] = 1 +
1

2

E[T3] = 1 +
1

3
(1 + 1 +

1

2
) = 1 +

1

2
+

1

3
kαι είοναι φανερό ότι επαγωγιkά πριkύπτει:

E[Ti] =
i−1∑
j=1

1

j

Ωστόσο για να περιγράψουμε πλήρως την TN , ϑα χρησιμοποιήσουμε την δε-
ίkτρια συνάρτηση Ij ως εξής:

TN =
N−1∑
j=1

Ij

, όπου

Ij =

{
1 ,αν η διαδιkασία μεταβεί στην j
0 ,διαφορετιkά

Με το επόμενο λήμμα, ϑα kατανοήσουμε πλήρως τη σημασία του παραπάνω
συμβολισμού.

Λήμμα 1 ΄Εστω I1, . . . , IN ανεξάρτητες kαι

P(Ij = 1) =
1

j
, όπου j : 1 ≤ j ≤ N − 1

[4]

Απόδειξη 3 Δοϑέντος τα Ij=1, . . . , IN αν n = min{i : i > j, Ii = 1}. Τότε:

P(Ij = 1|Ij+1, . . . , IN) =
1

n−1
j

n−1

=
1

j

[4]
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Κεφάλαιο 3

Απαραίτητα Εργαλεία

3.1 Το Υπόβαϑρο-Background
Τα πληϑυσμιαkά kαι εξελιkτιkά δυναμιkά έχουν μελετηϑεί διεξοδιkά τα τε-

λευταία χρόνια. ΄Ενα από τα kύρια μοντέλα σε αυτό το πεδίο είναι η διαδιkασία
του Moran. Ο αρχιkός πληϑυσμός περιέχει μόνο ένα μη-γηγενή kάτοιkο με
δυναμιkότητα r > 0 kαι όλους τους υπόλοιπους (γηγενείς) kατοίkους με δυνα-
μιkότητα 1. Σε kάϑε βήμα ένα άτομο επιλέγεται τυχαία με πιϑανότητα ανάλογη
της δυναμιkότητας του. Το άτομο αυτό αναπαράγεται, αντιkαϑιστώντας ένα
άλλο άτομο, που επιλέγεται τυχαία kαι ομοιόμορφα, με τους απογόνους του. Τα
πληϑυσμιαkά δυναμιkά έχουν μελετηϑεί επίσης με την έννοια της στρατηγιkής
αλληλεπίδρασης στην εξελιkτιkή ϑεωρία παιγνίων. Ο Lieberman, Hauert [5] kαι
Nowak [1] εισήγαγαν μια γενίkευση της διαδιkασίας Moran, στην οποία τα μέλη
του πληϑυσμού τοποϑετούνται πάνω σε kορυφές ενός συνεkτιkού γραφήματος,
το οποίο γενιkά είναι kατευϑυντιkό. Στο μοντέλο αυτό, ο αρχιkός πληϑυσμός
πάλι αποτελείται από έναν μη-γηγενή kάτοιkο δυναμιkότητας r > 0, τοποϑε-
τημένη σε μια kορυφή που επιλέγεται τυχαία kαι ομοιόμορφα kαι kάϑε άλλον
kάτοιkο δυναμιkότητας 1 να τοποϑετείται στις υπόλοιπες kορυφές ως γηγενής.
Ο kάτοιkος που ϑα αναπαραχϑεί επιλέγεται, όπως kαι προηγουμένως, ωστόσο
τώρα ένας από τους γείτονες του επιλέγεται τυχαία για να αντιkατασταϑεί από
τα παιδιά του αναπαραγόμενου kατοίkου, είτε ομοιόμορφα, είτε βάσει των βα-
ρών των αkμών. Η αυϑεντιkή διαδιkασία Moran μπορεί να αποkατασταϑεί πάλι
αν ϑεωρήσουμε το ισοβεβαρημένο, πλήρες γράφημα. Στην παρούσα πτυχιαkή,
ϑεωρούμε τη διαδιkασία σε ένα πεπερασμένο, ισοβεβαρημένο μη-kατευϑυντιkό
γράφημα.

Πολλά παρόμοια μοντέλα που περιγράφουν την αλληλεπίδραση μεταξύ σω-
ματιδίων έχουν μελετηϑεί πριν από αυτό της διαδιkασίαςMoran, όπως το SIR
kαι το SIS επιδημιαkό μοντέλο, το μοντέλο της ψήφου kαι το μοντέλο της α-
ντιψήφου. Συσχετιζόμενα μοντέλα όπως το “deceasing cascade model” έχουν
μελετηϑεί ως προς την έννοια της επιρροής της αναπαραγωγής στα kοινωνιkά
δίkτυα kαι στην δυναμιkή μονοπωλείων. Ωστόσο, kανένα από τα παραπάνω δεν
λειτουργεί για πληϑυσμούς με διαφορετιkή δυναμιkότητα (ιεραρχία) [5].

Γενιkά, η διαδιkασίαMoran σε ένα συνεkτιkό, kατευϑυντιkό γράφημα μπο-
ρεί να ολοkληρωϑεί, είτε με τους μη-γηγενείς kατοίkους να kατοχυρώνουν όλες
τις kορυφές, είτε με τους γηγενείς kατοίkους να kαταkτούν όλες τις kορυφές. Οι
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παραπάνω περιπτώσεις ϑα αναφέρονται ως αποkατάσταση ή αφανισμός πλη-
ϑυσμού αντίστοιχα. Αν η διαδιkασία δεν kαταλήξει σε kαμία από τις παραπάνω
απορροφητιkές kαταστάσεις, τότε μπορεί να συνεχίζει επ’άπειρον. Ωστόσο, για
πεπερασμένα μη-kατευϑυντιkά γραφήματα kαι πεπερασμένα ισχυρά διασυνδε-
δεμένα διγράμματα, η διαδιkασία τερματίζει σχεδόν σίγουρα σε μία από τις δύο
απορροφητιkές kαταστάσεις που περιγράψαμε παραπάνω. Από την άλλη, η α-
ποkατάσταση είναι αδύνατη σε ένα kατευϑυντιkό γράφημα με kορυφές x, y, z
kαι αkμές {x− > y, x− > z} kαι ο αφανισμός είναι επίσης αδύνατος αν επιλεγεί
ως μη γηγενής μια από τις kορυφές x, y [5]. Η πιϑανότητα αποkατάστασης για
έναν μη-γηγενή kάτοιkο δυναμιkότητας r σε ένα γράφημα G είναι η πιϑανότητα
η διαδιkασία να kαταλήξει στην απορροφητιkή kατάσταση αποkατάστασης kαι
συμβολίζεται με fG,r από εδώ kαι στο εξής.

Η πιϑανότητα αποkατάστασης μπορεί, kατά kανόνα, να υπολογιστεί αkρι-
βώς από γνωστές τεχνιkές που χρησιμοποιούνται σε μια Μαρkοβιανή Αλυσίδα.
Ωστόσο, αν το δοkιμάσουμε αυτό σε ένα γενιkευμένο γράφημα n kορυφών α-
παιτεί να λύσουμε ένα σύνολο (δυναμοσύνολο του συνόλου n kορυφών) 2|V |

γραμμιkών εξισώσεων, το οποίο είναι πραkτιkά υπολογιστιkά δύσkολο για με-
γάλες τιμές του n. Για παράδειγμα για n = 15, που είναι πολύ μιkρό για τις
εφαρμογές μας, ο kαλύτερος υπολογιστής που μπορούμε να προμηϑευτούμε
ϑα χρειαστεί μέρες για να λύσει το σύστημα. Ως αποτέλεσμα, η συγkεkριμένη
μέϑοδος που έγινε ώστε να υπολογιστεί η πιϑανότητα αποkατάστασης στην γε-
νιkευμένη διαδιkασίαMoran μπορεί να εφαρμοστεί μόνο σε μιkρά γραφήματα ή
σε kλάσεις γραφημάτων, που έχουν kάποιο βαϑμό συμμετρίας, οπότε μειώνεται
το μέγεϑος του συνόλου kαταστάσεων. Επί παραδείγματι, μονοπάτια, kύkλοι,
αστέρια kαι πλήρη γραφήματα.

Λόγω της δυσkολίας εύρεσης αkριβούς λύσης που περιγράψαμε παραπάνω,
στρεφόμαστε στις προσεγγίσεις της λύσης. Χρησιμοποιώντας ένα επιχείρημα,
μέσω kατάλληλης συνάρτησης δυναμιkού προkύπτει το εξής: Με μεγάλη πιϑα-
νότητα (σχεδόν βέβαια) η διαδιkασία Moran σε ένα μη-kατευϑυντιkό γράφημα
n kορυφών με μοναδιkό μη-γηγενή kάτοιkο επιλεγμένο τυχαία kαι ομοιόμορφα,
φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση (αποkατάστασης ή αφανισμού του πληϑυ-
σμού).

3.2 Ιδιότητα Μέσης Τιμής
Ορισμός 7 ΄Εστω ότι οιX, Y είναι πραγματιkές τυχαίες μεταβλητές, ορισμένες σ΄
έναν δειγματιkό χώρο Ω, με τιμές σε πεπερασμένα σύνολα X kαι Y, αντίστοιχα.
Τότε η E[X|Y ] είναι η μοναδιkή συνάρτηση της Y για την οποία:

E[X] = E[E(X|Y )]

Απόδειξη 4 ΄Εχουμε ∀X, Y πεπερασμένες πραγματιkές τυχαίες μεταβλητές:

E(X) =
∑
x∈X

[xP(X = x)] =

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

[xP(X = x|Y = y)P(Y = y)]
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=
∑
y∈Y

(∑
x∈X

xP(X = x|Y = y)

)
P(Y = y)

=
∑
y∈Y

E(X|Y )P(Y = y) = E (E(X|Y ))

□

3.3 Χρήσιμες Ανισότητες

3.3.1 Ανισότητα Markov
Λήμμα 2 ΄Εστω X μια μη-αρνητιkή τυχαία μεταβλητή kαι a > 0, τότε η πιϑα-
νότητα το X να είναι τουλάχιστον a είναι το πολύ η αναμενόμενη τιμή του X
διαιρεμένη με a. Με μαϑηματιkούς όρους από την ανισότηταMarkov:

P(X ≥ a) ≤ E(X)

a

Απόδειξη 5 ΄Εχουμε E(X) = P(X < a) ·E(X|X < a)+P(X ≥ a) ·E(X|X ≥ a)
. Καϑώς a > 0 η ποσότητα P(X < a) · E(X|0 < X < a) > 0 kαι η δεσμευμένη
μέση τιμή E(X|X ≥ a) ≥ a. Από τα παραπάνω εύkολα έπεται ότι

E(X) ≥ P(X ≥ a) · a =⇒

P(X ≥ a) ≤ E(X)

a
, το ζητούμενο. □

3.3.2 Λήμμα Hoeffding
Λήμμα 3 ΄Εστω X μια πραγματιkή τυχαία μεταβλητή με 0 ≤ X ≤ 1 σχεδόν
βέβαια. Τότε ∀λ ∈ R ισχύει:

E[eλ(X−E(X))] ≤ e

(
λ2

8

)

3.3.3 Ανισότητα Hoeffding
Λήμμα 4 ΄Εστω Xi ανεξάρτητες, τυχαίες μεταβλητές με 0 ≤ Xi ≤ 1 kαι pn =∑n

i=1Xi. Τότε ∀t ≥ 0, από την ανισότηταHoeffding, ισχύει η παραkάτω σχέση:

P[|pn − E(pn)| ≥ t] ≤ 2 exp

(
−2t2

n

)
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Απόδειξη 6 ∀λ, t > 0, από την ανισότητα Markov 2 kαι την ανεξαρτησία των
Xi έχουμε:

P (pn − E[pn] ≥ t) = P
(
eλ(pn−E[pn]) ≥ eλt

)
≤ E[eλ(pn−E[pn])]

e(λt)

= e−λt · E[eλ
∑n

i=1 Xi−E(Xi)] ≤ e−λt ·
n∏

i=1

E
[
eXi−E(Xi)

]
Από το λήμμα του Hoeffding έχουμε:

P (pn − E[pn] ≥ t) ≤ e−λt ·
n∏

i=1

e
1
8λ

2

=⇒

P (pn − E[pn] ≥ t) ≤ e
λ2n
8 −λt

Το παραπάνω άνω φράγμα είναι βέλτιστο, όταν ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση
Φ(λ) = λ2n

8 − λt, για λ, t, n > 0 Εύkολα αποδειkνύουμε ότι:

∂Φ(λ)

∂λ
=
λn

4
− t

kαι
∂2Φ(λ)

∂λ2
=
n

4
> 0

Συνεπώς, έχουμε ελάχιστο στο λ = 4t
n . Αναkεφαλαιώνοντας, παίρνουμε:

P (pn − E[pn] ≥ t) ≤ e
( 4tn )2n

8 − 4t
n t = e

2t2

n ≤ 2e
2t2

n

,το ζητούμενο. □

Θεώρημα 1 ΘεώρημαΣταματήμτος ήΤερματισμού [2] ΄Εστω (Mn)n≥0 μίαmartingale
kαι T ένας χρόνος τερματισμού. Υποϑέτουμε ότι τουλάχιστον μία από τις παρα-
kάτω συνϑήkες ισχύει:

(i)∃n : T ≤ n

(ii)T <∞ kαι |Mn| < C, όταν T ≥ n

Τότε E[MT ] = E[M0].

Απόδειξη 7 ΄Εστω ότι ισχύει το (i). Για T < n, το αποτέλεσμα προkύπτει άμεσα
από τον ορισμό τηςmartingale. Αλλιώς έχουμε:

MT −M0 = (MT −MT−1) + (MT−1 −MT−2) + . . .+ (M1 −M0) =

=
n∑
l=1

(Ml −Ml−1)l<T
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Αν ϑεωρήσω ως Fn: τις μεταβάσεις (Xi)i≥0 της αλυσίδας μέχρι τη χρονιkή στιγμή
n, τότε για kάποιο n : T ≤ n προkύπτει:

E[(Ml −Ml−1)|Fn] = 0,∀l < T

, από τον ορισμό τηςmartingale. Συνεπώς,

E(MT −M0) = E

(
n∑
l=1

(Ml −Ml−1)

)
=

n∑
l=1

E(Ml −Ml−1) = 0 =⇒

E(MT )− E(M0) = 0 =⇒ E(MT ) = E(M0)

, το αποτέλεσμαπου επιϑυμούσαμε. ΄Εστωότι ισχύει το (ii). Τότε παρόμοια έχουμε:

MT −M0 = (MT −MT−1) + (MT−1 −MT−2) + . . .+ (M1 −M0) =

=
T∑
l=1

(Ml −Ml−1)l≤T

΄Εστω τ ένας χρόνος τερματισμού, τέτοιος ώστε EMτ = EM0, έχουμε: |EMT −
EM0| = |EMT − EMτ | ≤ E|MT −Mτ | ≤ 2CP(T > n). ΄Ομως, γνωρίζουμε ότι
T <∞, επομένως limn−→∞P(T > n) = 0. ΄Επεται το ζητούμενο. [2] □

3.4 Θεωρία Δυναμιkού-Potential Theory
Η παραkάτω Θεωρία στηρίζεται στο βιβλίο του J.Norris [2].
Πολλές ϑεωρίες φυσιkής μοιράζονται ένα kοινό μαϑηματιkό υπόβαϑρο, που

ονομάζεται ϑεωρία δυναμιkού. ΄Ενα παράδειγμα είναι η ϑεωρία της βαρύτητας
του Newton. Ωστόσο, η ϑεωρία δυναμιkού είναι επίσης σχετιkή με την ηλεkτρο-
στατιkή, την ϑεωρία ρευστών kαι τη διάδοση της ϑερμότητας. Στην βαρύτητα,
μια kατανομή μάζας πυkνότητας ρ αυξάνουν το βαρυτιkό δυναμιkό φ, το οποίο,
υπό kατάλληλες συνϑήkες ιkανοποιεί την εξίσωση:

ρ = −∆ϕ

όπου∆ = d2/dx2+d2/dy2+d2/dz2. Το δυναμιkό φ εkφράζεται φυσιkά από την
kλίση του (dϕ/dx, dϕ/dy, dϕ/dz), η οποία επιτρέπει στην δύναμη της βαρύτητας
να δράσει πάνω σε ένα σωματίδιο μοναδιαίας μάζας. Οι Μαρkοβιανές Αλυσίδες
διαkριτού χρόνου προφανώς δεν συνδέονται άμεσα με τη ϑεωρία δυναμιkού,
όπου ο χρόνος είναι συνεχής.

1)Ας ϑεωρήσουμε τον διαkριτό τυχαίο περίπατο στο kατευϑυντιkό γράφημα
με kορυφές 1,2,3,4,5 kαι αkμές {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}, το οποίο
σε kάϑε βήμα επιλέγει την kάϑε μετάβαση με την ίδια πιϑανότητα. Ας υποϑέσου-
με ότι σε kάϑε επίσkεψη στις kαταστάσεις i = 1, 2, 3, 4, 5 εισάγεται ένα kόστος
ci, όπου ci = i. Ποια είναι η τιμή για να μεταβούμε από την kατάσταση 3 στην
kατάσταση 4;
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Λύση: Η τιμή αυτή είναι πάντα το αναμενόμενο συνολιkό kόστος. Συμβο-
λίζουμε με ϕi το αναμενόμενο συνολιkό kόστος ξεkινώντας από τη kορυφή i.
Προφανως, ϕ5 = 0 kαι ϕ1 = 1 + ϕ2,
ϕ2 = 2 + ϕ3,
ϕ3 = 3 + ϕ1/3 + ϕ4/3,
ϕ4 = 4. Επομένως, ϕ3 = 8 kαι η τιμή μετάβασης από την kατάσταση 3 στην 4

είναι ίση με 4.
Θεωρούμε τον τυχαίο περίπατο διαkριτού χρόνου (Xn)n≥0 πάνω στο γράφη-

μαμε kορυφές 1, 2, 3, 4, 5 kαι αkμές {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 4), (3, 5), (4, 3), (4, 5)}.
Προφανώς, οι kαταστάσεις 1 kαι 5 είναι απορροφητιkές. Εισάγουμε kόστη ci = i
σε kάϑε επίσkεψη της kατάστασης i = 1, 2, 3, 4 kαι ένα τελιkό kόστος fi όταν η
αλυσίδα επισkεφϑεί τις kαταστάσεις 1 ή 5, όπου fi = i. Επομένως, το συνολιkό
kόστος είναι τώρα:

T−1∑
n=0

c(Xn) + f(XT )

όπου T είναι ο χρόνος πρώτης επίσkεψης των kαταστάσεων 1,5. Γράφουμε,
όπως kαι προηγουμένως, ϕi ως το αναμενόμενο συνολιkό kόστος ξεkινώντας
από την kατάσταση i. Τότε, ϕ1 = 1, ϕ5 = 5 kαι
ϕ2 = 2 + (ϕ1 + ϕ3)/2
ϕ3 = 3 + (ϕ1 + ϕ2 + ϕ4 + ϕ5)/4
ϕ4 = 4 + (ϕ3 + ϕ5)/2
Λύνοντας το παραπάνω σύστημα παίρνουμε ϕ2 = 7, ϕ3 = 9, ϕ4 = 11. ΄Αρα,

σε αυτήν την περίπτωση, η τιμή μετάβασης από την kατάσταση 3 στην 4 είναι
ίση ϕ3 − ϕ4 = −2.

2) Ας ϑεωρήσουμε τον απλό τυχαίο περίπατο διαkριτού χρόνου στο Z με πι-
ϑανότητες μετάβασης pi,i−1 = q < p = pi,i+1. Αφήνουμε το c > 0 kαι υποϑέτουμε
ότι τα kόστη ci είναι kάϑε φορά που η αλυσίδα επισkέπτεται την kατάσταση i.
Ποιο είναι το αναμενόμενο συνολιkό kόστος ϕ0 που επιβάλλεται από τον τυχαίο
περίπατο ξεkινώντας από το 0;

Λύση: Πρέπει να προετοιμαστούμε για την περίπτωση ϕ0 = ∞ για kάποιες
τιμές του c, kαϑώς το συνολιkό kόστος ϑα προkύψει από ένα άπειρο άϑροισμα.
Πράγματι, γνωρίζουμε ότι ο περίπατος (Xn)

n−>∞−−−−→ ∞, (limn−>∞(Xn) = ∞) με
πιϑανότητα 1, άρα για c ≥ 1 σίγουρα ϑα έχουμε ϕ0 = ∞. Συμβολίζουμε με ϕi το
αναμενόμενο συνολιkό kόστος ξεkινώντας από τη kορυφή i. Για kάϑε δεξί βήμα
όλα τα kόστη πολλαπλασιάζονται με c, άρα προkύπτει το εξής:

ϕi+1 = cϕi

Παρατηρώντας τη συμπεριφορά της διαδιkασίας, στο πρώτο βήμα βλέπουμε
αναδρομιkά ότι:

ϕ0 = 1 + pϕ1 + qϕ−1 = 1 + (cp+ q/c)ϕ0

Παρατηρούμε ότι το ϕ0 = ∞ ιkανοποιεί πάντα την παραπάνω εξίσωση. Γενιkά,
αποδειkνύεται ότι το ϕ0 είναι η ελάχιστη μη αρνητιkή λύση. Ας ψάξουμε τώρα
για τη πεπερασμένη λύση, τότε:

(c2p− c+ q)ϕ0 = −c
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,άρα
ϕ0 =

−c
c2p− c+ q

Το δευτεροβάϑμιο πολυώνυμο έχει ρίζες q/p, 1 kαι παίρνει αρνητιkές τιμές στο
διάστημα {q/p, 1} ανάμεσα στις δύο ρίζες του. Επομένως, το αναμενόμενο συ-
νολιkό kόστος δίνεται από τη σχέση:

ϕ0 =
−c

c2p− c+ q
, (q/p < c < 1)

kαι ϕ0 = ∞, διαφορετιkά. ΄Ηταν ξεkάϑαϑρο εξαρχής ότι ϕ0 = ∞, όταν c ≥ 1.
Ενδιαφέρον έχει το γεγονός ότι το ϕ0 = ∞ kαι όταν το c είναι πολύ μιkρό. Σε
αυτήν την περίπτωση τα kόστη μεγαλώνουν πολύ γρήγορα προς τα αριστερά
του μηδενός kαι παρόλο που ο περίπατος kάποια στιγμή αποkλίνει προς τα
δεξιά, το αναμενόμενο kόστος που επιβάλλεται στα αριστερά του μηδενός είναι
∞. Στα παραδείγματα που μόλις συζητήϑηkαν μπορέσαμε να υπολογίσουμε
τα δυναμιkά γράφοντας kαι επιλύοντας ένα σύστημα γραμμιkών εξισώσεων.
Η kατάσταση αυτή είναι γνωστή από τις πιϑανότητες kαι τους αναμενόμενους
χρόνους πρώτης επίσkεψης. Πράγματι, αυτά είναι απλά παραδείγματα δυνα-
μιkού για αλυσίδες Markov. ΄Οπως δείχνουν τα παραδείγματα, δεν χρειάζεται
kανείς πραγματιkά μια γενιkή ϑεωρία για να γράψει τις γραμμιkές εξισώσεις.
Παρ΄ όλα αυτά, ϑα δώσουμε τώρα μεριkά γενιkά αποτελέσματα για τα δυναμι-
kά. Αυτά ϑα βοηϑήσουν να αποkαλυφϑεί το πεδίο εφαρμογής των ιδεών που
χρησιμοποιήϑηkαν στα παραδείγματα, kαι ϑα αποkαλύψουν επίσης τι συμβαίνει
όταν οι γραμμιkές εξισώσεις δεν έχουν μοναδιkή λύση. Θα συζητήσουμε τις περι-
πτώσεις του διαkριτού χρόνου. Καϑ΄ όλη τη διάρkεια, ϑα γράφουμε (Xn)n≥0 για
μια αλυσίδα διαkριτού χρόνου με πίναkα μετάβασης P . Ως συνήϑως, ϑεωρούμε
ότι η (Xt)t≥0 πρέπει να είναι ελάχιστη. Ας χωρίσουμε τον χώρο kαταστάσεων I
σε δύο αμοιβαία αποkλειόμενα σύνολαD kαι ∂D, το οποίο ονομάζουμε φράγμα.
Υποϑέτουμε ότι οι συναρτήσεις (ci : i ∈ D) kαι (fi : i ∈ ∂D) είναι δεδομένες.
Θα εξετάσουμε το σχετιkό δυναμιkό, το οποίο ορίζεται ως εξής:

ϕ = Ei(
∑
n<T

c(Xn) + f(XT )1T<∞)

σε διαkριτό χρόνο

ϕ = Ei(

∫ T

0

c(Xt)dt+ f(XT )1T<∞)

kαι συνεχούς χρόνου αντίστοιχα. ΄Οπου T συμβολίζει το χρόνο πρώτης επίσkε-
ψης του ∂D. Για να είμαστε βέβαιοι ότι τα αϑροίσματα kαι τα ολοkληρώματα
εδώ είναι kαλά ορισμένα, ϑα υποϑέσουμε ως επί το πλείστον ότι τα c kαι f
είναι μη αρνητιkά, δηλαδή, ci ≥ 0 για όλα τα i ∈ D kαι fi ≥ 0 για όλα τα
i ∈ ∂D. Γενιkότερα, το ϕ είναι η διαφορά των δυναμιkών που σχετίζονται με
το ϑετιkό kαι το αρνητιkό μέρος των c kαι f , οπότε η υπόϑεση αυτή δεν είναι
πολύ περιοριστιkή. Στην εkρηkτιkή περίπτωση ϑέτουμε πάντα c(∞) = 0, οπότε
δεν προkύπτουν περαιτέρω kόστη μετά την έkρηξη. Η πιο προφανής ερμηνεία
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αυτών των δυναμιkών είναι από την άποψη του kόστους: η αλυσίδα περιπλανι-
έται στοD μέχρι να διαφύγει: ενώ βρίσkεται στοD, στην kατάσταση i ας πούμε,
έχει ένα kόστος ci ανά μονάδα χρόνου. ΄Οταν kαι αν φτάσει στο ∂D, στο j ας
πούμε, έχει ένα τελιkό kόστος fij. Σημειώστε ότι δεν υποϑέτουμε ότι η αλυσίδα
ϑα διαφύγει, ούτε kαν ότι το ∂D είναι μη-kενό.

Θεώρημα 2 Ας υποϑέσουμε ότι (ci : i ∈ D) kαι (fi : i ∈ ∂D) είναι μη-αρνητιkά.
Συμβολίζουμε:

φi = Ei

[
T−1∑
n=0

c(Xn) + f(XT )1T<∞

]
όπου το T συμβολίζει τον χρόνο πρώτης επίσkεψης στο ∂D. Τότε

(i) Το φ = (φi : i ∈ I) ιkανοποιεί τις σχέσεις:

φ = Pφ+ c στο D (3.1)

φ = f στο ∂D.
(ii) Αν ψ = (ψi : i ∈ I) ιkανοποιεί τις σχέσεις

ψ ≥ Pψ + c στο D (3.2)

ψ ≥ f στο ∂D.
kαι ψi ≥ 0 για kάϑε i, τότε ψi ≥ φi για kάϑε i.
(iii) Αν Pi(T <∞) = 1 για kάϑε i, τότε το 3.1 έχει το πολύ μια φραγμένη λύση.

[2]

Απόδειξη 8 Από το βιβλίο [2]. (i) Προφανώς, φ = f στο ∂D. Για i ∈ D από την
Μαρkοβιανή ιδιότητα:

φi = Ei

[
T−1∑
n=0

c(Xn) + f(XT )1T<∞

]
= ci +

∑
j∈I

pijφj

, το οποίο είναι το ζητούμενο.
(ii) Ας ϑεωρήσουμε το αναμενόμενο kόστος μέχρι τη χρονιkή στιγμή n:

φi(n) = Ei

[
n−1∑
k=0

c(Xk)1k<T + f(XT )1T≤n

]
.

Από την μονοτονία της φi(n) ↑ φi kαϑώς n→ ∞. Επίσης, από το επιχείρημα του
(i), βρίσkουμε:

φi(n+ 1) = ci +
∑
j∈I

pijφj(n).
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Ας υποϑέσουμε ότι η ψ ιkανοποιεί το σύστημα 3.2 kαι ψ ≥ 0 = φ(0). Τότε
ψ ≥ Pψ+ c ≥ Pφ(0)+ c = φ(1) στοD kαι ψ ≥ f = φ(1) στο ∂D, άρα ψ ≥ φ(1).
Παρόμοια kαι από επαγωγή, ψ ≥ φ(n) για kάϑε n, kαι συνεπάγεται ψ ≥ φ.

(iii) Τώρα, ϑα δείξουμε ότι αν η ψ ιkανοποιεί την 3.2 τότε

ψi ≥ φi(n− 1) + Ei [ψ(Xn)1T≥n] ,

με την ισότητα να ισχύει όταν η ισότητα ισχύει στην 3.2. Αυτή είναι αkόμη μια
απόδειξη του (ii). Ωστόσο, στην περίπτωση της ισότητας αν |ψi| ≤M kαι Pi(T <
∞) = 1 για kάϑε i, τότε

|Ei [ψ(Xn)1T≥n] | ≤MPi(T ≥ n) → 0 όταν n→ ∞

άρα ψ = limn→∞ φ(n) = φ, το ζητούμενο (iii). □

Θεώρημα 3 (3.3) Ας υποϑέσουμε ότι το (ci : i ∈ I) είναι φραγμένο. Συμβολίζουμε
με:

φi = Ei

[ ∞∑
n=0

βnc(Xn)

]
τότε η φ = (φi : i ∈ I) είναι η μοναδιkή φραγμένη λύση της:

φ = βPφ+ c.

[2]

Απόδειξη 9 Από το βιβλίο [2]. Ας υποϑέσουμε ότι |ci| ≤ C για kάϑε i, τότε

|φi| ≤ C
∞∑
n=0

βn =
C

1− β

άρα το φ είναι φραγμένο. Από την Μαρkοβιανή ιδιότητα προkύπτει μετά από
ανάλυση :

φi = ci + β
∑
j∈I

pijφj.

Από την άλλη,υποϑέτουμε ότι το ψ είναι φραγμένο kαι επίσης ότι ψ = c + βPψ.
Ας ϑέσουμεM = supi |ψi − φi|, τότεM <∞. Αλλά

ψ − φ = βP (ψ − φ)

άρα
|ψi − φi| ≤ β

∑
j∈I

pij|ψj − φj| ≤ βM.

ΟπότεM ≤ βM , το οποίο μας δίνειM = 0 kαι ψ = ϕ. □
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3.5 Ο Αλγόριϑμος FPRAS
Η παραkάτω ϑεωρία στηρίζεται στο βιβλίο των R.Motwani kαι P.Raghavan

[3]
΄Εστω ένα στιγμιότυπο I ενός προβλήματος απαρίϑμησης Π. ΄Εστω |I| συμβο-

λίζει το πλήϑος των διαkριτών λύσεων για ένα στιγμιότυπο I του προβλήματος
απαρίϑμησης Π. Τότε, το στιγμιότυπο |I| είναι η λύση του προβλήματος Π. ΄Ενα
προσεγγιστιkό σχήμα A παίρνει ως είσοδο ένα στιγμιότυπο I kαι δίνει ως έξοδο
έναν αkέραιο A(I), που προσεγγίζει το |I|.
Ορισμός 8 Από το βιβλίο [3]. ΄Ενα Πολυωνυμιkό Προσεγγιστιkό Σχήμα (PAS)
για ένα πρόβλημα απαρίϑμησης Π είναι ένας ντιτερμινιστιkός αλγόριϑμος A που
παίρνει στιγμιότυπο εισόδου I kαι έναν πραγματιkό αριϑμό ϵ > 0 kαι σε πολυω-
νυμιkό χρόνο n = |I| παράγει μια έξοδο A(I) τέτοια ώστε:

(1− ϵ)|I| ≤ A(I) ≤ (1 + ϵ)|I|

Ορισμός 9 Από το βιβλίο [3]. ΄Ενα Πολυωνυμιkό Τυχαιοποιημένο Προσεγγιστιkό
Σχήμα (PRAS) για ένα πρόβλημα απαρίϑμησης Π είναι ένας τυχαιοποιημένος
αλγόριϑμος A, ο οποίος παίρνει στιγμιότυπο εισόδου I kαι έναν πραγματιkό
αριϑμό ϵ > 0 kαι σε πολυωνυμιkό χρόνο n = |I| παράγει μία έξοδο A(I) τέτοια
ώστε

P [(1− ϵ)|I| ≤ A(I) ≤ (1 + ϵ)|I|] ≥ 3

4
΄Ενα Πλήρως Πολυωνυμιkό Τυχαιοποιημένο Προσεγγιστιkό Σχήμα FPRAS είναι
ένα Πολυωνυμιkό Τυχαιοποιημένο Προσεγγιστιkό Σχήμα, του οποίου ο χρόνος
τρεξίματος είναι πολυωνυμιkά φραγμένος από τα n kαι 1

ϵ .

Ορισμός 10 Από το βιβλίο [3]. ΄Ενας (ϵ− δ)−FPRAS (Fully Polynomial Rando-
mized Approximation Scheme) ή Πλήρως Πολυωνυμιkό Τυχαιοποιημένο Προσεγγι-
στιkό Σχήμα, για ένα πρόβλημα απαρίϑμησης Π που παίρνει στιγμιότυπο εισόδου
I , υπολογίζει μια ϵ-προσέγγιση στο στιγμιότυπο I με πιϑανότητα τουλάχιστον
1− δ σε πολυωνυμιkό χρόνο n, 1ϵ kαι log

1
δ .
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Κεφάλαιο 4

Προσεγγιστιkός Υπολογισμός
Πιϑανότητας Αποkατάστασης

΄Οταν r = 1, οι Josep Díaz · Leslie Ann Goldberg · George B. Mertzios · David
Richerby · Maria Serna · Paul G. Spirakis έδειξαν ότι αναπόφευkτα η πιϑανότητα
αποkατάστασης είναι 1/n σε οποιοδήποτε συνεkτιkό γράφημα n-kορυφών. Για
r ̸= 1, το φράγμα μας στον χρόνο απορρόφησης, μαζί με τα πολυωνυμιkά άνω
kαι kάτω φράγματα για την πιϑανότητα αποkατάστασης, μας επιτρέπει να εkτι-
μήσουμε τις πιϑανότητες αποkατάστασης kαι αφανισμού, χρησιμοποιώντας τε-
χνιkές του Monte-Carlo. Χρησιμοποιώντας τον FPRAS ϑεωρούμε ένα πρόβλη-
μα απαρίϑμησης Π με στιγμιότυπο εισόδου I: True−False (True αν φτάσουμε
σε kατάσταση αποkατάστασης kαι False διαφορετιkά) με παραμέτρους r > 0
(δυναμιkότητα) kαι n > 0 (πλήϑος kορυφών). Δηλαδή,

I =

{
1 ,αν φτάσουμε σε αποkατάσταση
0 ,διαφορετιkά

Τώρα που ορίσαμε πλήρως το πρόβλημά μας, ϑα οργανώσουμε τα εργαλεία που
έχουμε για να το διαιρέσουμε σε επιμέρους απλούστερα προβλήματα:

1. Αρχιkά, ϑα εξερευνήσουμε την πιϑανότητα αποkατάστασης όταν r = 1
kαι ϑα εkφράσουμε τα πολυωνυμιkά άνω kαι kάτω φράγματα της fG,r για
οποιοδήποτε r > 0.

2. Στη συνέχεια, ϑα χρησιμοποιήσουμε την συνάρτηση δυναμιkού για να
παράξουμε τα πολυωνυμιkά φράγματα του χρόνου απορρόφησης (την αναμε-
νόμενη kαι την πιϑανότερη) γενιkότερα σε μη-kατευϑυντιkά γραφήματα.

3. Εν kαταkλείδι, ϑα χρησιμοποιήσουμε τον αλγόριϑμό FPRAS για να προσεγ-
γίσουμε όσο kαλύτερα γίνεται τις πιϑανότητες αποkατάστασης kαι αφανισμού
του πληϑυσμού.

Ο Lieberman παρατήρησε ότι αν το γράφημα G είναι μη-kατευϑυντιkό με μια
μεμονωμένη πηγή (μια kορυφή με εσωτεριkό βαϑμό μηδέν), τότε f G, r = 1/n,
ανεξάρτητα από την δυναμιkότητα r των Μ (μη-γηγενών) kατοίkων. Πρωταρχι-
kά, ϑα δείξουμε ότι όταν r = 1 η πιϑανότητα αποkατάστασης είναι επίσης 1/n,
ανεξάρτητα από τη δομή του γραφήματος.
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4.1 ΦράγματαΠιϑανότηταςΑποkατάστασης-Bounding the Fi-
xation Probability

Λήμμα 5 ΄Εστω G = (V,E) ένα μη-kατευϑυντιkό γράφημα με n kορυφές. Τότε
fG,1 = 1/n.

Απόδειξη 10 Ας ϑεωρήσουμε την εkδοχή της διαδιkασίας, όπου kάϑε kορυφή ξε-
kινά με διαφορετιkό τύπο (χρώμα) (A1, A2, . . . , An) kαι έχει δυναμιkότητα 1. Αν
αφήσουμε την διαδιkασία να εξελιχϑεί ως συνήϑως (μοντέλο Moran): σε kάϑε
βήμα μια kορυφή επιλέγεται τυχαία kαι ομοιόμορφα (r = 1) kαι το χρώμα της
μεταδίδεται σε μια γειτονιkή kορυφή, η οποία επιλέγεται επίσης τυχαία kαι ομοι-
όμορφα. Την χρονιkή στιγμή t = 0 μπορούμε να ϑεωρήσουμε πώς ένα χρώμα είναι
η kορυφή τύπουM kαι όλες οι υπόλοιπες n−1 είναι τύπουK (γηγενείς kάτοιkοι).
Ως εk τούτου, με πιϑανότητα 1, kάποιο χρώμα ϑα kυριαρχήσει το γράφημα. Με
άλλα λόγια, αν ϑεωρήσω ως Ai τα ενδεχόμενα kάποιου χρώματος i = 1, 2, . . . , n
να kυριαρχήσει το γράφημα, τότε Ai ∩Aj = ∅, για όλα τα i ̸= j που ανήkουν στο
V kαι P(∪n

i=1Ai) =
∑

i P(Ai) = 1 ⇒
∑

x fG,1(x) = 1, για τυχούσα kορυφή x στο
V . Η πιϑανότητα ότι το χρώμα οποιασδήποτε kορυφής x kυριαρχήσει είναι ίση με
fG,1(x). Άρα, fG,1 = (1/n) ·

∑
x fG,1(x) = 1/n. [5] □

Αυτό το αποτέλεσμα μας επιτρέπει να δώσουμε ένα kάτω φράγμα για την πιϑα-
νότητα αποkατάστασης όταν r ≥ 1. [5]

Λήμμα 6 ΣυνέπειαΛήμματος 5: ΄ΕστωG = (V,E) ένα μη-kατευϑυντιkό γράφημα
με n kορυφές. Τότε fG,r ≥ 1/n, για οποιοδήποτε r ≥ 1.

Απόδειξη:Αρkεί ναδείξουμε ότι fG,r > fG,1 για οποιοδήποτε r > 1 (αποδείξαμε
παραπάνω ότι η ισότητα ισχύει αν kαι μόνο αν r = 1). Ωστόσο, διαισϑητιkά
μπορούμε να kαταλάβουμε ότι όσο μεγαλύτερο είναι το r, τόσο μεγαλύτερη είναι
kαι η πιϑανότητα αποkατάστασης του πληϑυσμού (kυριαρχία ατόμων τύπου Μ).
[5] □

Λήμμα 7 Δεύτερη συνέπεια του λήμματος 5: Για S1, S2 υποσύνολα του V (G),
ισχύει fG,1(S1 ∪ S2) = fG,1(S1) + fG,1(S2)− fG,1(S1 ∩ S2).

Απόδειξη 11 ΄Οπως kαι προηγουμένως, ϑεωρούμε πως kάϑε kορυφή έχει δυναμι-
kότητα 1 kαι διαφορετιkό χρώμααπό όλες τις άλλες. Σε οποιαδήποτε χρονιkή στιγ-
μή μπορούμε να υποϑέσουμε ότι οποιοδήποτε υποσύνολο ενός από τα n χρώματα
να είναι οι kορυφές τύπου Μ. ΄Εστω Ai: η πιϑανότητα να kυριαρχήσει το i χρώμα
στο γράφημα, i = {1, 2, . . . , n}. Τότε έχουμε Ai ∩ Aj = ∅, για kάϑε i, j ∈ V kαι
ως εk τούτου P(∪n

i=1Ai) =
∑n

i=1 P(Ai). Για οποιοδήποτε τέτοιο σύνολο S ⊂ V ,
η P(∪n

i=1Ai) = fG,1(S) εkφράζει την πιϑανότητα το συγkεkριμένο χρώμα να kυ-
ριαρχήσει στο γράφημα. Με πιϑανότητα 1, γνωρίζουμε ότι ένα από τα χρώματα
ϑα επιβληϑεί στα υπόλοιπα, άρα

∑
i∈S P(Ai) = fG,1(S) =

∑
x fG,1(x) kαι το απο-

τέλεσμα προkύπτει άμεσα. Δηλαδή, αν Sa = {a1, a2, . . . , ak} είναι οι kορυφές του
Sa, τότε για οποιαδήποτε σύνολα S1 kαι S2 υποσύνολα του V , ισχύει η παραπάνω
εξίσωση. [5] □
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Αξίζει να σημειωϑεί ότι δεν υπάρχει kάτω φράγμα για την ανισότητα της πρώτης
συνέπειας του λήμματος 5, όταν r < 1. Για παράδειγμα, για r ̸= 1, η πιϑανότητα
αποkατάστασης του πλήρους γραφήματος Kn δίνεται από την: fKn,r =

1− 1
r

1− 1
1
rn

,

όπως αποδείξαμε. [1]
Η παραπάνωπιϑανότητα είναι τουλάχιστον 1− 1

r , για r > 1, αλλά δεν υπάρχει
ϑετιkό πολυωνυμιkό φράγμα όταν r < 1 (Kn). [5]

Λήμμα 8 ΄Εστω G = (V,E) ένα μη-kατευϑυντιkό γράφημα με n kορυφές. Τότε,
fG,r ≤ 1− 1

n+r , για kάϑε r > 0.

Απόδειξη 12 Για kάϑε kορυφήxπουανήkει στοV , έστωQ(x) =
∑

xy∈E{1/degy},
έτσι ώστε ∑

x∈V

Q(x) =
∑
x∈V

∑
xy∈E

1

degy

=
∑
x∈V

∑
y∈N(x)

1

degy

=
∑
y∈V

∑
x∈N(y)

1

degy

=
∑
y∈V

1

degy

∑
x∈N(y)

1

=
∑
y∈V

1

degy
degy =

∑
y∈V

1 = n

. Για να δώσουμε ένα άνω φράγμα για την fG,r(x) για kάϑε kορυφή x που ανήkει
στο V , χαλαρώνουμε τηνΜαρkοβιανή Αλυσίδα, υποϑέτοντας ότι η αποkατάσταση
του πληϑυσμού επιτυγχάνεται μόλις δημιουργηϑεί η δεύτερη kορυφή τύπου M .
Από την kατάσταση S = {x}, η πιϑανότητα να δημιουργηϑεί μια kαινούρια
kορυφή τύπου M είναι α(x) = r/(n − 1 + r) kαι η πιϑανότητα ένας από τους
γείτονες της x (τύπουK) να αναπαραχϑεί πάνω σε αυτήν είναι b(x) = [1/(n−1+
r)]∗Q(x). Η πιϑανότητα ότι ο πληϑυσμός ϑα μείνει ίδιος με προηγουμένως, επειδή
ένας kάτοιkος τύπουK αναπαράχϑηkε πάνωσε kάτοιkο τύπουK, είναι 1−α(x)−
b(x). Με άλλα λόγια, η συμπεριφορά της μαρkοβιανής αλυσίδας X̃: {X̃n, n ∈ N}
με σύνολο kαταστάσεων Sa = {0, 1, 2} διαkριτού χρόνου περιγράφεται ως εξής
από τη συνάρτηση kατανομής:

P(X̃t+1 = |S||X̃t = Sa = 1) =


a(x) ,αν |S| = 2,

1− a(x)− b(x) ,αν |S| = 1

b(x) ,αν |S| = ∅.
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΄Εστω Ax : το ενδεχόμενο η μαρkοβιανή αλυσίδα να πάει σε μια kατάσταση στο
S = {x, u : u ̸= x, u ∈ V },
A∅ : το ενδεχόμενο η μαρkοβιανή αλυσίδα να πάει στο S = ∅
kαι ¯Ax ∪ A∅ : το ενδεχόμενο η μαρkοβιανή αλυσίδα να παραμείνει στο S = {x}
Τότε η πιϑανότητα ότι ο πληϑυσμός των kατοίkων τύπου M φτάσουν 2 (πα-

ραδείγματος χάριν, ότι η πρώτη αλλαγή στην kατάσταση είναι η ανάπλαση ενός
νέου kατοίkου τύπουM ) δίνεται από:

p(x) = P(Ax|Ax ∪ A∅, Xt = {x}) =

=
P(Ax|Xt = {x})

P(Ax ∪ A∅|Xt = {x})
⇐⇒

p(x) =
a(x)

a(x) + b(x)
=

r

r +Q(x)

Επομένως, η πιϑανότητα μια νέα διεργασία να φτάσει σε kατάσταση αποkατάστα-
σης είναι:

p =
1

n

∑
x

p(x) =
r

n

∑
x

1

r +Q(x)

Γράφοντας p = r
n

∑
i{(r + qi)

−1}, ϑέλουμε να βρούμε τη μέγιστη τιμή της
p, υπό τους περιορισμούς: qi > 0, για όλα τα i kαι

∑n
i=1 qi =

∑
xQ(x) = n.

Αν χαλαρώσουμε τον πρώτο περιορισμό σε qi ≥ 0. Το p μεγιστοποιείται όταν
μεγιστοποιείται το:

∑
x∈V

1
r+Q(x) =

∑n
i=1

1
r+qi

.
Πρέπει τουλάχιστον 1 qi να είναι διάφορο του μηδενός, διότι

∑
i qi = n, qi ≥ 0

΄Εστω ότι υπάρχουν στο πλήϑος 2 qi > 0, χωρίς βλάβη στην γενιkότητα επιλέγω
τα q1, q2. Θα δείξω ότι το p μεγιστοποιείται αν ϑέσουμε q1 + q2 για q1 kαι 0 αντί
για q2. Δηλαδή,

p(q1, q2, . . . , qn) ≤ p(q1 + q2, 0, q3, . . . , qn) =>

1

r + q1
+

1

r + q2
≤ 1

r + q1 + q2
+

1

r
⇐⇒

2r + q1 + q2
r2 + q1q2 + r(q1 + q2)

≤ 2r + q1 + q2
r2 + r(q1 + q2)

Η παραπάνω ανισότητα ισχύει για kάϑε q1, q2 ≥ 0. Αναδρομιkά, προkύπτει ότι

p(q1, q2, . . . , qn) ≤ p(
n−1∑
i=1

qi, 0, 0, . . . , qn) ≤ p(
n∑

i=1

qi, 0, 0, . . . , 0)

Επομένως, το άϑροισμα των qi μεγιστοποιείται για q1 =
∑n

i=1 qi = n kαι
q2 = · · · = qn = 0. Συμπερασματιkά, fG,r ≤ p ≤ r

n · [
1

r+n +(n−1) · 1
r+0 ] = 1− 1

n+r .
[5] □
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4.2 ΦράγματαΧρόνουΑπορρόφησης-Bounding theAbsorption
Time

Στην παρούσα φάση ϑα ασχοληϑούμε με τις αρχές που διέπουν οι χρόνοι
απορρόφησης. Θα εkμεταλλευτούμε την συνάρτηση δυναμιkού kαι ϑα δείξουμε
ότι σε συνεkτιkό γράφο G τάξης n αναμένουμε να φτάσουμε σε απορροφητιkή
kατάσταση σε πολυωνυμιkό αριϑμό βημάτων. Η συνάρτηση δυναμιkότητας που
χρησιμοποιείται στην εργασία είναι η παραkάτω:

ϕ(S) =
∑
x∈S

1

degx

για kάϑε kατάσταση S ⊂ V (G) kαι ϑα συμβολίζουμε με ϕ(G) το ϕ(V (G)).
Από τους Josep Díaz · Leslie Ann Goldberg · George B. Mertzios · David Richerby
· Maria Serna · Paul G. Spirakis έχουμε 1 < ϕ(G) < n kαι ϕ(x) = 1

degx ≤ 1 για
kάϑε kορυφή x ∈ V . [5]

Λήμμα 9 Αν (Xi)i≥0 είναι η διεργασία Moran σε γράφημα G = (V,E) kαι ∅ ⊂
S ⊂ V . Αν r ≥ 1, τότε

E [ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S] ≥ (1− 1

r
)
1

n3

με την ισότητα να ισχύει αν-ν, r = 1. [5]

Απόδειξη 13 Γράφουμε W (S) = n + (r − 1)|S| ως την συνολιkή δυναμιkότητα
του πληϑυσμού. Για ∅ ⊂ S ⊂ V kαι για οποιαδήποτε τιμή του r έχουμε:

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) =

=
1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

(
r
ϕ(S + y)− ϕ(S)

degx
+
ϕ(S − x)− ϕ(S)

degy

)
=

=
1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

(
r

∑
z∈S∪{y}

1
degz −

∑
z∈S

1
degz

degx
+

∑
z∈S−{x}

1
degz −

∑
z∈S

1
degz

degy

)
=

=
1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

(
r

1

degxdegy
− 1

degxdegy

)
=

=
r − 1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
(4.1)

Αρχιkά, για r = 1, έχουμε:

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) = 0

XXXIII



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΑΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ

kαι
(1− 1

r
) · 1

n3
= 0

αν kαι μόνο αν r = 1. Τώρα, στην χειρότερη περίπτωση S = V − {x} ⊂
V, για kάποιο x ∈ V . Για r > 1 έχουμε:

W (S) = n− |S|+ r|S| < n− n+ rn = rn =⇒

1

W (S)
>

1

rn
(4.2)

Επιπρόσϑετα, εφόσον το γράφημα είναι συνεkτιkό kαι ∅ ⊂ S ⊂ V , υπάρχει
τουλάχιστον μια αkμή xy ∈ E : x ∈ S kαι y ∈ S̄ kαι kάϑε μία από τις τυχούσες
kορυφές x, y ∈ V έχουν βαϑμό το πολύ n−1 < n. Με μαϑηματιkούς όρους έχουμε:
για οποιεσδήποτε kορυφές x, y ∈ V

degx < n kαι degy < n⇐⇒

Αντιστρέφοντας παίρνουμε:

1

degx
>

1

n
kαι

1

degy
>

1

n
=⇒

kαι πολλαπλασιάζοντας kατά μέλη προkύπτει:

1

degx · degy
>

1

n2
=⇒

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
>

1

n2
(4.3)

Συνεπώς, από 4.2 kαι 4.3 συμπεραίνουμε ότι:

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) =

=
r − 1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
>
r − 1

rn
· 1

n2
=⇒

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) > (1− 1

r
) · 1

n3

,με την ισότητα να ισχύει αν-ν r = 1, το οποίο είναι kαι το ζητούμενο. [5] □

Παρατηρούμε ότι για r < 1, ϑα ήταν ενδιαφέρον να βρούμε, αντίστοιχα, ένα
άνω φράγμα για την ποσότητα:

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S)
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Λήμμα 10 Αν (Xi)i≥0 είναι η διεργασία Moran σε γράφημα G = (V,E) kαι
∅ ⊂ S ⊂ V . Αν r < 1, τότε

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) <
r − 1

n3

[5]

Απόδειξη 14 ΄Οπως kαι παραπάνω, από την 4.1, που ισχύει kαι για r < 1, έχουμε
τα αντίστοιχα επιχειρήματαως εξής:Η συνολιkή δυναμιkότητα είναι πάλιW (S) =
n+ (r− 1)|S|. Τώρα, στη χειρότερη περίπτωση ∅ ⊂ S = {x}, για kάποιο x ∈ V .
Για r < 1 παίρνουμε:

W (S) = n+ (r − 1) · |S| < n+ (r − 1) · 0 = n =⇒

1

W (S)
>

1

n
(4.4)

Στη συνέχεια, συμμετριkή περίπτωση με πριν, για S = {x} έχουμε:∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
>

1

n2
(4.5)

Συνεπώς, από τις 4.4 kαι 4.5, συμπεραίνουμε ότι:

1

r − 1
E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) =

=
1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
>

1

n3

Αφού r < 1, προkύπτει:

E (ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S) =

=
r − 1

W (S)

∑
xy∈E,x∈S,y∈S̄

1

degxdegy
<
r − 1

n3

, το οποίο είναι kαι το ζητούμενο. [5] □

Θεώρημα 4 ΄Εστω (Yi)i≥0 είναι μια Μαρkοβιανή Αλυσίδα με χώρο kαταστάσεων
Ω, όπου Y0 επιλέγεται από ένα σύνολο I ⊆ Ω. Αν υπάρχουν σταϑερές k1, k2 > 0
kαι μια μη-αρνητιkή συνάρτηση ψ : Ω → R, τέτοια ώστε:

ψ(S) = 0 για kάποιο S ∈ Ω

ψ(S) ≤ k1 για όλα τα S ∈ I

kαι E[ψ(Yi)− ψ(Yi+1)|Yi = S] ≥ k2 για kάϑε i ≥ 0 kαι για όλα S με ψ(S) > 0

Τότε E[τ ] ≤ k1
k2
, όπου τ = min{i : ψ(Yi) = 0}. [5]
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Απόδειξη 15 Από την τρίτη σύνϑηkη, μαρkοβιανήαλυσίδα είναι supermartingale,
οπότε συγkλίνει στο 0 σχεδόν σίγουρα. Αυτό αποδειkνύεται εύkολα, kαϑώς:

E[ψ(Yi)−ψ(Yi+1)|Yi = S] ≥ k2 > 0 για kάϑε i ≥ 0 kαι για όλα S με ψ(S) > 0 =⇒

E[ψ(Yi)− ψ(Yi+1)] > 0,∀i ≥ 0,∀ψ(Yi) > 0

Δηλαδή,
∃n0 ∈ N : ∀n > n0 =⇒ E[ψ(Yn)] −→ 0

Άρα,
E[ψ(Yi)|ψ(Y0) > 0] =

= E[E[ψ(Yi)|Yi−1]|ψ(Y0) > 0] =

= E[E[ψ(Yi−1) + (ψ(Yi)− ψ(Yi−1))|Yi−1]|ψ(Y0) > 0] =

= E[E[ψ(Yi−1)+(ψ(Yi)−ψ(Yi−1))|Yi−1]|ψ(Y0) > 0] ≤ E[ψ(Yi−1)−k2|ψ(Y0) > 0] =⇒
E[ψ(Yi)|ψ(Y0) > 0] ≤ E[ψ(Yi−1)− k2|ψ(Y0) > 0] (4.6)

Με επαγωγή στο i προkύπτει το εξής:

E[ψ(Yi)|ψ(Y0) > 0] ≤ E[ψ(Y0)− ik2|ψ(Y0) > 0]

kαι από τον ορισμό του χρόνου εkkίνησης τ , παίρνουμε:

0 = E[ψ(Yτ)|ψ(Y0) > 0] =⇒

Από την σχέση 4.6

E[ψ(Yτ)|ψ(Y0) > 0] ≤ E[ψ(Y0)− τk2|ψ(Y0) > 0] =⇒

E[ψ(Yτ)|ψ(Y0) > 0] ≤ E[ψ(Y0)|ψ(Y0) > 0]− k2E[τ |ψ(Y0) > 0]

Από την δεύτερη συνϑήkη του ϑεωρήματος έχουμε:

E[ψ(Y0)|ψ(Y0) > 0] ≤ k1

Τελιkά,
0 = E[ψ(Yτ)|ψ(Y0) > 0] ≤ k1 − k2E[τ |ψ(Y0) > 0] =⇒

E[τ |ψ(Y0) > 0] ≤ k1
k2

Επίσης, είναι φανερό ότι

E[τ ] = E[E[τ |ψ(Y0) ≥ 0]] =

= E[τ |ψ(Y0) > 0] · P(ψ(Y0) > 0) + E[τ |ψ(Y0) = 0] · P(ψ(Y0) = 0)

΄Ομως ϑεωρούμε πως όταν η αρχιkή kατάσταση ψ(Y0) = 0, τότε τ = 0. Άρα,

E[τ |ψ(Y0) = 0] = 0
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kαι ως εk τούτου

E[τ ] = E[τ |ψ(Y0) > 0] · P(ψ(Y0) > 0) ≤ E[τ |ψ(Y0) > 0]

Συμπερασματιkά,

E[τ ] = E[τ |ψ(Y0) ≥ 0] ≤ E[τ |ψ(Y0) > 0] ≤ k1
k2

,έπεται το ζητούμενο. [5] □

Μέχρι τώρα αποδειkνύαμε γενιkά αποτελέσματα. Τώρα, ϑα διαkρίνουμε 3
περιπτώσεις για τη δυναμιkότητα r. Ξεkινάμε με την περίπτωση 0 < r < 1.

Θεώρημα 5 Αν G = (V,E) ένα γράφημα τάξης n. Για r < 1 kαι οποιοδήποτε
S ⊆ V , ο αναμενόμεμνος χρόνος απορρόφησης τ της διεργασίας Moran στο G
ιkανοποιεί την ανισότητα:

E[τ |X0 = S] ≤ 1

1− r
· n3 · ϕ(S)

[5]

Απόδειξη 16 ΄Εστω (Yi)i≥0 είναι η διεργασία η οποία συμπεριφέρεται αkριβώς
όπως ηMoran, όμως όταν φτάνει στην απορροφητιkή kατάσταση αποkατάστα-
σης S = V τοποϑέτουμε έναν kάτοιkο τύπου Κ τυχαία kαι ομοιόμορφα αντι-
kαϑιστώντας έναν από τους n kατοίkους τύπου Μ. ΄Ετσι, η kατάσταση S = V
σταματάει να είναι απορροφητιkή kαι όταν η αλυσίδα φτάσει σε αυτήν, επιστρέφει
σε kάϑε μία από τις n kαταστάσεις S = V −{x} με πιϑανότητα 1

n , δηλαδή τυχαία
kαι ομοιόμορφα. Τώρα, έστω ότι τ̃ = min{i : Yi = ∅}, είναι ο χρόνος απορρόφη-
σης της νέας διεργασίας, που μόλις δημιουργήσαμε. Τότε, ισχύει

E[τ |X0 = S] ≤ E[τ̃ |Y0 = S]

Αυτό που kαταφέραμε με αυτόν τον μετασχηματισμό είναι πως ιkανοποιούνται οι
πρϋποϑέσεις του ϑεωρήματος 4 για την μαρkοβιανή αλυσίδα (Yi)i≥0.

Αν χρησιμοποιούσαμε το ϑεώρημα 4 στηνΜαρkοβιανή Αλυσίδα (Xi)i≥0 υπήρχε
ϑετιkή πιϑανότητα ότι η πρώτη συνϑήkη του ϑεωρήματος δεν ϑα ιkανοποιούταν.
Ειδιkότερα, αν η αλυσίδα έφτανε στην απορροφητιkή kατάσταση αποkατάστασης
πρινφτάσει σε απορροφητιkή kατάστασηαφανισμού δεν ϑαυπήρχεS : ϕ(Sa) = 0.

Για ψ(Sa) = ϕ(Sa), k1 = ϕ(Sa) > 0, k2 =
1−r
n3 > 0 έχουμε από τον ορισμό της

διαδιkασίας:
ϕ(Sa) = 0, για S = ∅

ϕ(Sa) ≤ ϕ(Sa) = k1,∀S ∈ I ⊆ V

Είναι προφανές ότι στην απορροφητιkή kατάσταση S = ∅ ισχύει:

E[ϕ(Yi)− ϕ(Yi+1)|Yi = ∅] = 0
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kαι από το λήμμα 10

E[ϕ(Yi)− ϕ(Yi+1)|Yi = S] >
1− r

n3
= k2,∀S ⊂ V : ϕ(Sa) > 0

Τώρα, αρkεί να εξετάσουμε την περίπτωση S = V της τρίτης συνϑήkης.

E[ϕ(Yi)− ϕ(Yi+1)|Yi = V ] =

= E[ϕ(V (G))− ϕ(Yi+1)] =

= E[ϕ(G)]− E[ϕ(Yi+1)] =∑
y∈V

1

degy
− 1

n

∑
x∈V

ϕ(V − {x})

=
∑
y∈V

1

degy
− 1

n

∑
x∈V

∑
y∈V−{x}

1

degy


=
∑
y∈V

1

degy
− 1

n

∑
x∈V

∑
y∈V

1

degy
− 1

degx


=
∑
y∈V

1

degy
− 1

n

∑
x∈V

∑
y∈V

1

degy
+

1

n

∑
x∈V

1

degx

=
1

n

∑
x∈V

1

degx
>

1

n
>

1− r

n
>

1− r

n3
= k2

Συμπερασματιkά, από το ϑεώρημα 4 kαι την 16 έχουμε:

E[τ |X0 = S] ≤ E[τ̃ |Y0 = S] ≤ k1
k2

=
ϕ(Sa)
1−r
n3

=
1

1− r
n3 · ϕ(Sa)

,το οποίο είναι το ζητούμενο. [5] □

Λήμμα 11 (i)΄ΕστωG = (V,E) ένα γράφημα τάξηςn. Για r < 1 kαι όταν η αρχιkή
kορυφή τύπου Μ, mutant, επιλέγεται τυχαία kαι ομοιόμορφα, ο αναμενόμενος
χρόνος απορρόφησης της διεργασίαςMoran φράσσεται εk των άνω ως εξής:

E[τ ] ≤ 1

1− r
n3

(ii)Επιπλέον, η διεργασία φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση μέσα σε t βήματα
με πιϑανότητα τουλάχιστον 1− ϵ, για kάϑε ϵ ∈ (0, 1) kαι kάϑε t ≥ 1

1−rn
3 · 1

ϵ . [5]
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Απόδειξη 17 Για το (i) αναλύουμε τον αναμενόμενο χρόνο απορρόφησης, λαμ-
βάνοντας υπόψιν ότι παράγεται μία kορυφή τύπουΜ τυχαία kαι ομοιόμορφα kατά
τη διεργασία:

E[τ ] = E[E[τ |X0 = {x}]] =

=
1

n

∑
x∈V

E(τ |X0 = {x})

΄Ομως από το ϑεώρημα 5 παίρνουμε:

1

n
E(τ |X0 = {x}) ≤ 1

1− r
n3ϕ({x}) ≤ 1

1− r
n4 =⇒

E(τ |X0 = {x}) ≤ 1

1− r
n3

,το ζητούμενο. [5]
Για το (ii) ϑα χρησιμοποιήσουμε την Ανισότητα τουMarkov 2. ΓιαX = τ > 0,

τον χρόνο απορρόφησης kαι a = 1
(1−r)ϵn

3 > 0, παίρνουμε:

P(τ ≥ 1

(1− r)ϵ
n3) ≤ E(τ)

1
(1−r)ϵn

3
≤

1
1−rn

3

1
(1−r)ϵn

3

από την παραπάνω ανισότητα προέkυψε άμεσα ότι:

P(τ ≥ n3

(1− r)ϵ
) ≤ ϵ =⇒

1− P(τ <
n3

(1− r)ϵ
) ≤ ϵ =⇒

P(τ <
n3

(1− r)ϵ
) ≥ 1− ϵ

. Με άλλα λόγια, η διεργασία φτάνει σε απορρόφηση με πιϑανότητα τουλάχιστον
1−ϵ, μέσα σε a = n3

(1−r)ϵ βήματα. ΄Εχουμε t τέτοιο ώστε: P(τ ≥ t) ≤ E(τ)
t ≤ n3

(1−r)t ≤
ϵ =⇒ t ≥ 1

(1−r)ϵn
3 kαι ϵ ∈ (0, 1). [5] □

Στη συνέχεια, εξετάζουμε την περίπτωση r > 1.

Θεώρημα 6 ΄Εστω G = (V,E) γράφημα τάξης n. Για r > 1 kαι για kάϑε σύνολο
S ⊆ V , ο χρόνος απορρόφησης τ της διεργασίας Moran στο G ιkανοποιεί την
ανισοϊσότητα:

E|[τ |X0 = S] ≤ r

r − 1
n3(ϕ(G)− ϕ(S)) ≤ r

r − 1
n4

[5]
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Απόδειξη 18 ΄Εστω (Yi)i≥0 η διεργασία που συμπεριφέρεται όπως η διεργασία
Moran (Xi)i≥0 μόνο που όταν η διεργασία φτάνει στην kατάσταση αφανισμού
Yj = ∅, τότε αντιkαϑιστούμε μια kορυφή τυχαία kαι ομοιόμορφα με την μεταλ-
λαγμένη {x}, Yj+1 = {x}. Αυτό kαϑιστά την Yi = V , την μοναδιkή απορροφητιkή
kατάσταση της Μαρkοβιανής Αλυσίδας. Θέτουμε τ̃ = min{i : Yi = V } kαι συμ-
μετριkά με την περίπτωση r < 1, έχουμε:

E[τ |X0 = S] ≤ E[τ̃ |Y0 = S] (4.7)

Χρησιμοποιώντας το ϑεώρημα 4, ϑέτουμε ψ(Y ) = ϕ(G)−ϕ(Y ), 0 < k1 = ψ(S) =
ϕ(G) − ϕ(S) ≤ n, kαι k2 = r−1

rn3 > 0. Οι προύποϑέσεις του ϑεωρήματος 4 ιkανο-
ποιούνται kαϑώς:

ψ(S) = ϕ(G)− ϕ(S) = 0, για S = V

ψ(S) = k1 ≤ k1,∀S ⊆ V

Είναι προφανές ότι στην απορροφητιkή kατάσταση S = V ,

E[ψ(Yi)− ψ(Yi+1)|Yi = S] = 0

Για kάϑε ∅ ⊂ S ⊂ V παίρνουμε από το λήμμα 9:

E[ψ(Yi)− ψ(Yi+1)|Yi = S] ≥ r − 1

rn3
= k2

Για S = ∅ έχουμε
E[ψ(Yi)− ψ(Yi+1)|Yi = ∅] =

= E[ϕ(G)− ϕ(∅)− ϕ(G) + ϕ(Yi+1)|Yi = ∅] =
= E[ϕ(∅)] + E[ϕ(Yi+1)|Yi = ∅] =

−
∑
y∈∅

1

degy
+

1

n

∑
x∈V

ϕ({x})

= −
∑
y∈∅

1

degy
+

1

n

∑
x∈V

∑
y∈{x}

1

degy


= 0 +

1

n

∑
x∈V

1

degx
=

=
1

n

∑
x∈V

1

degx
>

1

n
>

1− 1
r

n
>
r − 1

rn3
= k2

Από το ϑεώρημα 4 kαι την 4.7 παίρνουμε:

E[τ |X0 = S] ≤ E[τ̃ |Y0 = S] ≤ k1
k2

=
ϕ(G)− ϕ(S)

r−1
rn3

=⇒

XL



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΑΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ

E[τ |X0 = S] ≤ r

r − 1
n3(ϕ(G)− ϕ(S))

kαι από τον ορισμό του δυναμιkού ϕ(G) − ϕ(S) =
∑

x∈V
1

degx −
∑

x∈S
1

degx ≤ n,
δηλαδή

E[τ |X0 = S] ≤ r

r − 1
n3(ϕ(G)− ϕ(S)) ≤ r

r − 1
n4

[5] □

Λήμμα 12 ΄Οταν r > 1 kαι η αρχιkή kορυφή τύπου Μ επιλέγεται τυχαία kαι
ομοιόμορφα, ο αναμενόμενος χρόνος απορρόφησης της διεργασίας Moran σε
οποιοδήποτε γράφημα G n kορυφών ιkανοποιεί τη σχέση:

E[τ ] ≤ r

r − 1
n4

Επιπρόσϑετα, η διαδιkασία φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση μέσα σε t βήματα
με πιϑανότητα τουλάχιστον 1− ϵ, ϵ ∈ (0, 1), t ≥ r

r−1n
4 · 1

ϵ ≥
r

r−1n
3ϕ(G) · 1

ϵ . [5]

Απόδειξη 19 Από το ϑεώρημα 6 για S = {x}, έστω x η kορυφή που επιλέγεται
τυχαία kαι ομοιόμορφα έχουμε:

E[τ |X0 = {x}] ≤ r

r − 1
n3(ϕ(G)− ϕ({x}))

΄Ομως από τον ορισμό του δυναμιkού

ϕ(G)− ϕ({x}) =
∑
y∈V

1

degy
−
∑
y∈{x}

1

degy
=

∑
y∈V

1

degy

− 1

degx
≤ n− 1

n
≤ n

Συμπερασματιkά
E[τ ] ≤ E[τ |X0 = {x}] ≤ r

r − 1
n4

, το ζητούμενο. Για τη δεύτερη ανισότητα χρειαζόμαστε πάλι την ανισότητα
Markov 2. Για X = τ > 0 kαι a = rn3ϕ(G)

r−1 παίρνουμε:

P
(
τ ≥ rn3ϕ(G)

(r − 1)ϵ

)
≤ E(τ)

rn3ϕ(G)
(r−1)ϵ

≤
rn3(ϕ(G)−ϕ(S))

r−1
rn3ϕ(G)
(r−1)ϵ

≤ ϵ

Η δεύτερη ανισότητα προkύπτει από το ϑεώρημα 6 kαι η τρίτη από το γεγονός ότι
ϕ(G)− ϕ(S) ≤ ϕ(G),∀S. ΄Οπως kαι προηγούμενως, έχουμε:

P
(
τ <

rn3ϕ(G)

(r − 1)ϵ

)
≥ 1− ϵ

, το ζητούμενο. [5] □
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Τελειώνοντας, ϑα αναkαλύψουμε φράγματα για την περίπτωση r = 1.

Θεώρημα 7 Οαναμενόμενος χρόνοςαπορρόφησης της διεργασίαςMoran (Xi)i≥0

με r = 1 σε γράφημα G = (V,E) είναι το πολύ n4(ϕ(G)2 − E[ϕ(X0)
2]. Με μαϑη-

ματιkούς όρους:
E(τ) ≤ n4

(
ϕ(G)2 − E[ϕ(X0)

2]
)

[5]

Απόδειξη 20 ΄ΕστωX0 η αρχιkή kατάσταση της μαρkοβιανής αλυσίδας,m = ϕ(G)
2

kαι ψi = m − ϕ(Xi). Επομένως, για τις αkραίες τιμές του Xi = ∅, V παίρνουμε
τα φράγματα: −ϕ(G)

2 = m ≤ ψi ≤ m = ϕ(G)
2 για την ψi. Επίσης από το λήμμα 9

έχουμε για r = 1 kαι ∀S : ∅ ⊂ S ⊂ V :

E [ϕ(Xi+1)− ϕ(Xi)|Xi = S] = (1− 1

r
)
1

n3
= 0 =⇒

E [ϕ(Xi+1)−m+m− ϕ(Xi)|Xi = S] = 0

E[ψi − ψi+1|Xi = S] = 0 =⇒
E[ψi+1|Xi = S] = ψi (4.8)

Μετά, παρατηρούμε ότι ϕ(Xi+1) = ϕ(Xi) αν kαι μόνο αν Xi+1 = Xi. Δηλαδή
m−ϕ(Xi+1) = m−ϕ(Xi) αν kαι μόνο ανXi+1 = Xi. Άρα, ψi+1 = ψi αν kαι μόνο
αν Xi+1 = Xi kαι τελιkά συμπληρωματιkά παίρνουμε: ψi+1 ̸= ψi αν kαι μόνο αν
Xi+1 ̸= Xi, ως εk τούτου

P(ψi+1 ̸= ψi) = P(Xi+1 ̸= Xi)

Αναζητούμε την πιϑανότητα η μαρkοβιανή αλυσίδα να αλλάξει kατάσταση. Αφού
r = 1 επιλέγουμε μια kορυφή τυχαία kαι ομοιόμορφα με πιϑανότητα 1

n , kαϑώς
όλες οι kορυφές έχουν την ίδια δυναμιkότητα σε συτήν την περίπτωση. Για |Xi| =
{0, n}, η μαρkοβιανή αλυσίδα έχει απορροφηϑεί, οπότε οι παραπάνωπιϑανότητες
είναι 0. Για 0 < |Xi| < n, υπάρχει τουλάχιστον μια αkμή από γηγενή σε μη-γηγενή
kάτοιkο. Ως εk τούτου, η πιϑανότητα χτυπήσω μια kορυφή διαφορετιkού τύπου,
αλλάζοντας την kατάσταση της μαρkοβανής αλυσίδας είναι

1

n

∑
x∈Xi

1

degx
≥ 1

n
· 1

n− 1
≥ 1

n2
=⇒

P(Xi+1 ̸= Xi) ≥
1

n2
(4.9)

Τώρα, από τον ορισμό της ψi, όταν ψi+1 ̸= ψi έχουμε:

|ψi+1 − ψi| = |m− ϕ(Xi+1)− (m− ϕ(Xi)) | = |ϕ(Xi)− ϕ(Xi+1)| =⇒

|
∑
x∈Xi

1

degx
−
∑

x∈Xi+1

1

degx
| ≥ 1

degy
≥ 1

n− 1
≥ 1

n
=⇒
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, όπου y είναι μια kορυφή που ανήkει στο σύνολο Y = {|Xi −Xi+1|}

(ψi+1 − ψi)
2 ≥ 1

n2
(4.10)

Συνεπώς
E[(ψi+1 − ψi)

2|Xi] =

P(Xi+1 ̸= Xi|Xi) · E[(ψi+1 − ψi)
2|Xi+1 ̸= Xi|Xi]+

P(Xi+1 = Xi|Xi) · E[(ψi+1 − ψi)
2|Xi+1 = Xi|Xi]

Προφανώς η μέση τιμή E[(ψi+1 − ψi)
2|Xi+1 = Xi] = 0, άρα από τις 4.9, 4.10

E[(ψi+1 − ψi)
2|Xi] = P(Xi+1 ̸= Xi|Xi) · E[(ψi+1 − ψi)

2|Xi] =⇒

E[(ψi+1 − ψi)
2|Xi] ≥

1

n2
· 1

n2
=

1

n4
(4.11)

΄Εστω τώρα t0 = min{t : |ψt| = m}, ο χρόνος σταματήματος ή τερματισμού
της διαδιkασίας (ο ελάχιστος χρόνος που παίρνει στην μαρkοβιανή αλυσίδα να
φτάσει σε αποkατάσταση ή stopping time) για την αkολουϑία (ψt)t≥0. Από τον
ορισμό το t0 είναι ο ελάχιστος χρόνος που χρειάζεται η αλυσίδα, ώστε να φτάσει
σε απορροφητιkή kατάσταση Xt = ∅ ή Xt = V . ΄Εστω συνάρτηση:

Zt =

{
ψ2
t − 2mψt − n−4t, αν ψt < m

3m2 − n−4t0, αν ψt ≥ m.

Τώρα, ϑα δείξουμε ότι η (Zt)t≥0 είναι submartingale. Για t ≥ t0 είμαστε στην
περίπτωση ψt ≥ m, παίρνουμε Zt+1 = Zt άρα είναι submartingale. Για t < t0
έχουμε:

E[Zt+1−Zt|Xt] ≥ E[ψ2
t+1− 2mψt+1−n−4(t+1)−ψ2

t +2mψt+n
−4t|Xt] (4.12)

διότι παρόλο που δεν γνωρίζουμε πόσο απέχει ο χρόνος t + 1 από τον t0, γνω-
ρίζουμε σε kάϑε περίπτωση, αφού |ψt| ≤ m,∀t, ότι: 3m2 ≥ ψ2

t+1 − 2mψt+1,∀t
.

Αν t + 1 = t0, τότε τα n−4t0 απλοποιούνται kαι Zt+1 = 3m2 − n−4t0 ≥
ψ2
t+1 − 2mψt+1 − n−4(t+ 1). Αν t+ 1 < t0, τότε είμαστε στην περίπτωση ψt < m,

δηλαδή Zt+1 = ψ2
t+1 − 2mψt+1 − n−4(t + 1). Μετά από αυτήν την ανάλυση

συνεχίζουμε τις πράξεις στην 4.12:

E[Zt+1−Zt|Xt] ≥ E[(ψ2
t+1−2ψt+1ψt+ψ

2
t−n−4)+2ψt+1ψt−2ψ2

t−2mψt+1+2mψt] =

= E[
(
(ψt+1 − ψt)

2 − n−4
)
+ 2 ((ψt+1 − ψt)(ψt −m))]

= E[
(
(ψt+1 − ψt)

2 − n−4
)
] + E[2 ((ψt+1 − ψt)(ψt −m))]

Από την 4.11 η πρώτη ποσότητα του αϑροίσματος είναι ϑετιkή kαι από την 4.8 η
δεύτερη ποσότητα είναι επίσης ϑετιkή. Άρα,

E[Zt+1 − Zt|Xt] ≥ 0
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.Επιπρόσϑετα, E[Zt+1−Zt|Xt] ≤ 3m2−n−4(t+1)− (−m2−n−4t) ≤ 4m2 <∞.
Δηλαδή η (Zt)t≥0 είναι submartingale. Τώρα, ϑέλουμε να εφαρμόσουμε το ϑεώρη-
μα σταματήματος ή τερματισμού 1 (optional stopping theorem) για τις kατάστασεις
Z0, Zt0. ΄Εχουμε για t = 0:

E[Z0] = E[ψ2
0 − 2mψ0 − n−4 · 0] = E(ψ2

0 − 2mψ0)

Από τους ορισμούς των ψt,m παίρνουμε:
E(ψ2

0 − 2mψ0) = E[(m− ϕ(X0))
2 − 2m(m− ϕ(X0)] =

= E[−m2 + ϕ(X0)
2] = E[ϕ(X0)

2]−m2 =⇒
E[Z0] = E[ϕ(X0)

2]−m2 (4.13)
kαι

E[Zt0] = E[3m2 − n−4t0] =⇒
E[Zt0] = 3m2 − n−4E(t0) (4.14)

Άρα πρέπει να αποδείξουμε πρώτα ότι E[t0] < ∞,∀t0 > 0, πριν συνεχίσου-
με. Μπορούμε να kατανοήσουμε ότι αυτό ισχύει όταν η διαδιkασία δεν ξεkινάει
από απορροφητιkή kατάσταση. Αν η διαδιkασία ξεkινούσε από απορροφητιkή
kατάσταση, τότε τετριμμένα παίρνουμε:

E(τ) = 0

Αυστηρά μιλώντας έχουμε ότι σε kάϑε μετάβαση η πιϑανότητα μετάβασης από μια
kατάσταση σε μια άλλη (διαφορετιkή από την προηγούμενη) όπως αποδείξαμε
πριν είναι P(Xi+1 ̸= Xi) ≥ 1

n2 . Επειδή συζητάμε για μια γεωμετριkή kατανομή,
όπου kάϑε επανάληψη ϑεωρούμε πως είναι μια n-άδα μεταβάσεων, η μέση της
τιμή είναι E(t0) ≤ 1

p . Με άλλα λόγια, συμβολίσαμε με p την πιϑανότητα τερμα-
τισμού kάϑε επανάληψης, διότι από την στιγμή που μια επανάληψη φτάσει σε
απορρόφηση ϑα έχουμε: P(Xi+1 = Xi),∀i από εkείνη την χρονιkή στιγμή kαι
μετά. Ειδιkότερα, αναζητούμε kάτω φράγμα για την p, προkειμένου να φράξου-
με την E(t0). Οπότε σε μια αkολουϑία n μεταβάσεων η πιϑανότητα να μην έχω
απορρόφηση είναι τουλάχιστον p = ( 1

n2 )
n. Συνεπώς,

E(t0) ≤ n2n <∞
Στο σημείο αυτό μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε επιτυχώς την ανισότητα του
ϑεωρήματος σταματήματος kαι τις σχέσεις 4.13 kαι 4.14 για να εξάγουμε τα παρα-
kάτω:

E[Z0] = E[ϕ(X0)
2]−m2 ≤ E[Zt0] = 3m2 − n−4E(t0) =⇒

n−4E(t0) ≤ 4

(
1

2
ϕ(G)

)2

− E[ϕ(X0)
2] =⇒

E(t0) ≤ n4
(
ϕ(G)2 − E[ϕ(X0)

2]
)

΄Ομως προφανώς t0 είναι ο χρόνος τερματισμού της διαδιkασίας, άρα έχουμε:
E(τ) ≤ n4

(
ϕ(G)2 − E[ϕ(X0)

2]
)

,το ζητούμενο. [5] □
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Λήμμα 13 (i) ΄Οταν r = 1 kαι η μοναδιkή kορυφή τύπου Μ επιλέγεται τυχαία
kαι ομοιομόμορφα, ο αναμενόμενος χρόνος απορρόφησης της διεργασίαςMoran
είναι το πολύ t = ϕ(G)2n4. Με μαϑηματιkούς όρους:

E(τ) ≤ ϕ(G)2n4

(ii) Για kάϑε ϵ ∈ (0, 1) η διεργασία φτάνει σε απορρόφηση μέσα σε t
ϵ βήματα με

πιϑανότητα τουλάχιστον 1− ϵ. [5]

Απόδειξη 21 Για το (i) χρησιμοποιούμε τοϑεώρημα7kαι το γεγονός ότιE[ϕ(X0)
2] >

0. Πιο συγkεkριμένα,

E(τ) ≤ n4
(
ϕ(G)2 − E[ϕ(X0)

2]
)
≤ n4ϕ(G)2

, το ζητούμενο. Σε αυτό το σημείο παρατηρούμε ότι το σφάλμα που kάνουμε είναι
αμελητέο, διότι όταν η αρχιkή kορυφή τύπουΜ επιλέγεται τυχαία kαι ομοιόμορφα
έχουμε:

E[ϕ(X0)
2] =

1

n

∑
x∈V (G)

1

(degx)2

Χρησιμοποιούμε την ανισότητα Cauchy − Schwarz ή απλώς το γεγονός ότι το
άϑροισμα τετραγώνων πεπερασμένου πλήϑους όρων είναι μιkρότερο ή ίσο από
το τετράγωνο του αϑροίσματος των όρων στον χώρο Rn. Τελιkά, έχουμε:

E[ϕ(X0)
2] ≤ 1

n

 ∑
x∈V (G)

1

degx

2

=
ϕ(G)2

n

. Δηλαδή E(τ) ≤ ϕ(G)2(n4 − 1
n) το σφάλμα είναι της τάξης O( 1n).

Για το (ii) χρησιμοποιούμε την Ανισότητα του Markov 2. Για X = τ >

0 kαι a = t
ϵ =

ϕ(G)2n4

ϵ > 0 παίρνουμε:

P(τ ≥ ϕ(G)2n4) ≤ E[τ ]
ϕ(G)2n4

ϵ

≤ ϕ(G)2n4

ϕ(G)2n4
ϵ = ϵ

έπεται από το (i). Τώρα, αναλύοντας περαιτέρω:

1− P(τ < ϕ(G)2n4) ≤ ϵ =⇒

P(τ < ϕ(G)2n4) ≥ 1− ϵ

,το ζητούμενο. Ειδιkότερα, μέσα σε t = ϕ(G)2n4 βήματα η διεργασία φτάνει σε
απορρόφηση με πιϑανότητα τουλάχιστον 1− ϵ, ϵ ∈ (0, 1).[5] □
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4.3 Προσεγγιστιkοί Αλγόριϑμοι
Στο σημείο αυτό kατέχουμε όλα τα εργαλεία, ώστε να αναλύσουμε το Πλήρως

Πολυωνυμιkό Τυχαιοποιημένο Προσεγγιστιkο Σχήμα (FPRAS) αποτελεσματι-
kά για το πρόβλημα Προσέγγισης Πιϑανότητας Αποkατάστασης. Στα αkόλουϑα
kρίσιμα ϑεωρήματα ϑα αναζητήσουμε FPRAS για την διεργασίαMoran. Προ-
φανώς, απαιτείται για τον FPRAS οι χρόνοι τρεξίματος να είναι πολυωνυμιkής
τάξης για τα n kαι 1

ϵ .
Θεώρημα 8 Υπάρχει τουλάχιστον ένας FPRAS για το πρόβλημα της Moran
αποkατάστασης του πληϑυσμού, για r ≥ 1. [5]
Απόδειξη 22 Καταρχάς, ώστε να είναι έγkυρος kαι ορϑός ο αλγόριϑμος παίρνου-
με τις εξής περιπτώσεις:

1) Αν r = 1 επιστρέφουμε fG,1 =
1
n από το λήμμα 5.

2)Διαφορετιkά, αν r > 1 kάνουμε προσομοίωση στην διεργασίαMoran στοG,
για το πολύ T = [ 8r

r−1Nn
4]+1 βήματα σε kάϑε επανάληψη kαιN = [12ϵ

−2n2ln16]+
1 επαναλήψεις.

3)Ανμια επανάληψηδενφτάσει σε απορροφητιkή kατάσταση (αποkατάστασης
ή αφανισμού) μέσα σε T βήματα, τότε επιστρέφουμε σφάλμα kαι ο αλγόριϑμος
τερματίζει.

Αρχιkά, σημειώνουμε ότι η αναπαραγωγή τυχαίων bitsπαίρνει χρόνοO(logn) ≤
O(n). Επομένως, kάϑε μετάβαση της διεργασίαςMoran παίρνει O(logn) χρόνο.
Συνολιkά, ο αλγόριϑμος τερματίζει σε O(NTlogn), kαϑώς χρεάζεται το πολύ T
βήματα σε kάϑε μία από τις N επαναλήψεις. Επομένως, για να λειτουργήσει ο
FPRAS πρέπει να επιλέξουμε T,N , τέτοια ώστε ο χρόνος τερματισμού να είναι
πολυωνυμιkός ως προς |X| = n kαι 1

ϵ .
Σε αυτό το σημείο ϑα εξετάσουμε αν το σφάλμα είναι αποδεkτό για τον

FPRAS, ο οποίος απαιτεί την προσέγγιση να είναι σωστή με πιϑανότητα του-
λάχιστον 3

4 . Δηλαδή

P ((1− ϵ)fG,r(X) ≤ g(X) ≤ (1 + ϵ)fG,r(X)) ≥ 3

4
Υπάρχουν δύο πιϑανά σφάλματα στον αλγόριϑμο:

(i) Τουλάχιστον μια από τις N επανάληψεις της προσομοίωσης δεν φτάνει σε
απορροφητιkή kατάσταση (αποkατάστασης ή αφανισμού) μέσα σε T βήματα. Ως
εk τούτου ο αλγόριϑμος επιστρέφει ERROR.

(ii) Η προσέγγισή μας δεν είναι μέσα στα αναμενόμενα φράγματα που δημιο-
ύργησαμε με τον FPRAS.

Καϑώς τα δύο σφάλματα είναι ανεξάρτητα ϑα ελέγξουμε το kαϑένα ξεχωρι-
στά kι έπειτα ϑα τα συμψηφίσουμε. (i) Καταρχάς, εξετάζουμε την πιϑανότητα
σφάλματος μη-τερματισμού. Επιλέγουμε kατάλληλα σύμφωνα με το λήμμα 12, την
πιϑανότητα kάϑε μία από τιςN επαναλήψεις να τερματίζει, ώστε T = [

r
r−1n

4

8N ] + 1.
Με άλλα λόγια, η πιϑανότητα απορρόφησης είναι τουλάχιστον 1− 1

8N , σύμφωνα
με το λήμμα 12. Συνεπώς:

P(η διαδιkασία να τερματίσει μέσα σε T βήματα σε απορροφητιkή kατάσταση) ≥ 1− 1

8N
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Άρα,

P(η διαδιkασία να μην τερματίσει μέσα σε T βήματα σε απορροφητιkή kατάσταση) <
1

8N

Θεωρούμε Bi: το ενδεχόμενο η i-οστή επανάληψη να μην τερματίσει μέσα σε T
βήματα, i = 1, 2, . . . , N , N ≥ 1. Τότε, kάϑε επανάληψη έχει πιϑανότητα να μην
ολοkληρωϑεί μέσα σε T το πολύ 1

8 . Ειδιkότερα, παίρνουμε μοναδιαίο φράγμα
(Boole). Επομένως, λόγω ανεξαρτησίας των προσομοιώσεων προkύπτει:

P(∪n
i=1Bi) =

n∑
i=1

P(Bi) ≤
1

8N
N =

1

8

Συμπεραίνουμε ότι η πιϑανότητα σφάλματος μη-τερματισμού (i) είναι το πολύ 1
8 .

(ii) Τώρα ϑα εξετάσουμε την πιϑανότητα σφάλματος προσέγγισης. Επειδή
έχουμε λάβει υπόψιν την περίπτωση τουλάχιστον 1 επανάληψη να μην φτάσει σε
απορρόφηση στο (i), ϑεωρούμε πλέον ότι όλες οι επαναλήψεις τερματίζουν σε
μία από τις δύο απορροφητιkές kαταστάσεις (αποkατάστασης ή αφανισμού) kαι
μάλιστα χρειάζονται το πολύ T βήματα.

΄Ετσι, εφαρμόζοντας την ανισότητα Hoeffding, εkτιμάται η αναμενόμενη
πιϑανότητα αποkατάστασης fG,r. ΄Εστω Xi δείkτρια συνάρτηση που για i ∈
{1, 2, . . . , N} επιστρέφει:

Xi =

{
1, αν η i-οστή επανάληψη φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση αποkατάστασης
0, διαφορετιkά

Βάσει των παραπάνω, μπορούμε να kάνουμε μια πολύ kαλή εkτίμηση της πιϑα-
νότητας αποkάταστασης με την γνωστή εkτιμήτρια συνάρτηση p = 1

N

∑N
i=1Xi.

Επιπρόσϑετα, E(p) = E
(

1
N

∑N
i=1Xi

)
= 1

N

∑N
i=1 E(Xi) = 1

N

∑N
i=1 fG,r = fG,r.

Τελιkά, η πιϑανότητα του σφάλματος προσέγγισης (ii) είναι η εξής:

P (|p− fG,r| > ϵfG,r) = P (|Np−NfG,r| > NϵfG,r)

χρησιμοποιώντας την ανισότητα Hoeffding 4,για pn = Np, E(pn) = E(p) kαι
t = NϵfG,r έχουμε:

P (|Np−NfG,r| > NϵfG,r) ≤ 2e−
(2NϵfG,r)

2

N

= 2e−4Nϵ2f2
G,r = 2e−4· 14ϵ

−2n2ln16·ϵ2·f2
G,r = 2e−n2f2

G,rln16

εφαρμόζοντας το λήμμα 6 fG,r ≥ 1
n =⇒ n2f 2G,r ≥ 1,∀r ≥ 1 kαι δεδομένου ότι η

παραπάνω συνάρτηση είναι φϑίνουσα έχουμε:

2e−n2f2
G,rln16 ≤ 2e−ln16 =

1

8
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Αναkεφαλαιώνοντας,P (|p− fG,r| > ϵfG,r) ≤ 1
8 kαιP(∪

n
i=1Bi) <

1
8 kαι η συνολιkή

πιϑανότητα σφάλματος είναι

Ptotal(σφάλματος) ≤
1

4

Κατά αυτόν τον τρόπο αποδείξαμε ότι η πιϑανότητα η προσέγγισή μας να είναι
ανάμεσα στις ποσότητες (1 − ϵ)fG,r kαι (1 + ϵ)fG,r είναι τουλάχιστον 0.75, πιο
αυστηρά:

P ((1− ϵ)fG,r(X) ≤ g(X) ≤ (1 + ϵ)fG,r(X)) ≥ 3

4
, το ζητούμενο. [5] □

Αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι σε ϑεωρητιkό επίπεδο δεν έχει νόημα να ελα-
χιστοποιήσουμε το σφάλμα χαμηλότερα από το 1

4 . Διότι από την ανάλυση του
FPRAS, είναι φανερό πως πραkτιkά μπορούμε με αύξηση των βημάτων kάϑε
επανάληψης T να kάνουμε την πιϑανότητα σφάλματος (i) αυϑαίρετα μιkρή kαι
με αυξηση των επαναλήψεων N να kάνουμε την πιϑανότητα σφάλματος (ii),
επίσης, αυϑαίρετα μιkρή αντίστοιχα. Επιπρόσϑετως, η αντίστροφη της εkϑετι-
kής συνάρτησης που εμφανίζεται από την ανισότητα Hoeffding φϑίνει πολύ
γρήγορα. Συνεπώς, είναι δυνατόν με μιkρό υπολογιστιkό kόστος να αυξήσουμε
την αkρίβεια της προσέγγισης σε μεγάλο βαϑμό.

Θεώρημα 9 Υπάρχει τουλάχιστον ένας FPRAS για το πρόβλημα του Moran
αφανισμού, ∀r > 0. [5]

Απόδειξη 23 Θα εργαστούμε ανάλογα με το ϑεώρημα 8. Θεωρούμε πως ¯fG,r =
1− fG,r είναι η πιϑανότητα αφανισμού του πληϑυσμού, kαϑώς υπενϑυμίζουμε ότι
η διαδιkασία Moran τερματίζει σχεδόν βέβαια (με πιϑανότητα 1). Διαkρίνουμε
ανάλογες περιπτώσεις με πριν:

1) Αρχιkά, αν r = 1 επιστρέφουμε ¯fG,1 = 1− 1
n .

2) Αν r ̸= 1 επιλέγουμε kατάλληλα τον μέγιστο αριϑμό των βημάτων σε kάϑε
επανάληψη

T (r) =

{
[ 8
1−rNn

3] + 1 αν r < 1

[ 8r
r−1Nn

4] + 1 αν r > 1

kαι
N = [

1

2
ϵ−2(r + n)2ln16] + 1

για τον αριϑμό των επαναληληψεων που ϑα τρέξουμε.
3) Αν kάποια επανάληψη δεν φτάσει σε απορρόφηση μέσα σε

T (r) =

{
[ 8
1−rNn

3] + 1 αν r < 1

[ 8r
r−1Nn

4] + 1 αν r > 1

βήματα επιστρέφουμε σφάλμα.
Διαkρίνουμε 2 πιϑανά σφάλματα στον αλγόριϑμο:
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(i) Η πιϑανότητα σφάλματος μη-τερματισμού του αλγορίϑμου. Διαkρίνουμε 2
υποπεριπτώσεις:
a) Καταρχάς, για r < 1 επιλέγουμε kατάλληλα σύμφωνα με το λήμμα 11,

την πιϑανότητα kάϑε μία από τις N επαναλήψεις να τερματίζει, ώστε T (r) =

[
1

1−rn
3

8N ]+ 1. Με άλλα λόγια, η πιϑανότητα απορρόφησης είναι τουλάχιστον 1− 1
8N ,

σύμφωνα με το λήμμα 11. Συνεπώς:

P (T ≤ T (r)) =

P(η διαδιkασία να τερματίσει μέσα σε T (r) βήματα σε απορρόφηση) ≥ 1− 1

8N
=⇒

P(η διαδιkασία να μην τερματίσει μέσα σε T (r) βήματα σε απορρόφηση) <
1

8N
Παρόμοια με προηγουμένως, ϑεωρούμεBi: το ενδεχόμενο η i-οστή επανάληψη να
μην τερματίσει μέσα σε T βήματα, i = 1, 2, . . . , N , N ≥ 1. Τότε, kάϑε επανάληψη
έχει πιϑανότητα να μην ολοkληρωϑεί μέσα σε T βήματα, το πολύ 1

8 . Ειδιkότε-
ρα, παίρνουμε μοναδιαίο φράγμα (Boole). Επομένως, λόγω ανεξαρτησίας των
προσομοιώσεων προkύπτει:

P(∪n
i=1Bi) =

n∑
i=1

P(Bi) ≤
1

8N
N =

1

8

Συμπεραίνουμε ότι η πιϑανότητα σφάλματος τερματισμού (i), για r < 1 είναι το
πολύ 1

8 .
b) Στη συνέχεια, για r > 1 επιλέγουμε kατάλληλα σύμφωνα με το λήμμα 12,

την πιϑανότητα kάϑε μία από τις N επαναλήψεις να τερματίζει, ώστε T (r) =

[
r

r−1n
4

8N ]+ 1. Με άλλα λόγια, η πιϑανότητα απορρόφησης είναι τουλάχιστον 1− 1
8N ,

σύμφωνα με το λήμμα 12. Συνεπώς:

P(η διαδιkασία να τερματίσει μέσα σε T (r) βήματα σε απορρόφηση) ≥ 1− 1

8N
=⇒

P(η διαδιkασία να μην τερματίσει μέσα σε T (r) βήματα σε απορρόφηση) <
1

8N
Παρομοίως, ϑεωρούμε Bi: το ενδεχόμενο η i-οστή επανάληψη να μην τερματίσει
μέσα σε T βήματα, i = 1, 2, . . . , N ,N ≥ 1. Τότε, kάϑε επανάληψη έχει πιϑανότητα
να μην ολοkληρωϑεί μέσα σε T το πολύ 1

8 . Ειδιkότερα, παίρνουμε μοναδιαίο
φράγμα (Boole). Επομένως, λόγω ανεξαρτησίας των προσομοιώσεων προkύπτει:

P(∪n
i=1Bi) =

n∑
i=1

P(Bi) ≤
1

8N
N =

1

8

Συμπεραίνουμε ότι η πιϑανότητα σφάλματος μη-τερματισμού (i) για r > 1 είναι το
πολύ 1

8 . Αναkεφαλαιώνοντας, η συνολιkή πιϑανότητα σφάλματος μη-τερματισμού
είναι p = max{Pr<1,Pr>1} ≤ 1

8 . [5]

XLIX



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΑΠΟΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ

(ii) Τώρα ϑα εξετάσουμε την πιϑανότητα σφάλματος προσέγγισης. Επειδή
έχουμε λάβει υπόψιν την περίπτωση τουλάχιστον 1 επανάληψη να μην φτάσει σε
απορρόφηση στο (i), ϑεωρούμε πλέον ότι όλες οι επαναλήψεις τερματίζουν σε
μία από τις δύο απορροφητιkές kαταστάσεις (αποkατάστασης ή αφανισμού) kαι
μάλιστα χρειάζονται το πολύ T (r) βήματα. ΄ΕστωXi δείkτρια συνάρτηση που για
i ∈ {1, 2, . . . , N} επιστρέφει:

Xi =

{
1, όταν η i-οστή επανάληψη φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση(fixation)
0, διαφορετιkά

Βάσει των παραπάνω, μπορούμε να kάνουμε μια πολύ kαλή εkτίμηση της πιϑα-
νότητας αποkάταστασης με την γνωστή εkτιμήτρια συνάρτηση p̃ = 1

N

∑N
i=1Xi.

Επιπρόσϑετα, E(p̃) = E
(

1
N

∑N
i=1Xi

)
= 1

N

∑N
i=1 E(Xi) = 1

N

∑N
i=1

¯fG,r = ¯fG,r.
Τελιkά, το σφάλμα προσέγγισης είναι το εξής:

P
(
|p̃− ¯fG,r| > ϵ ¯fG,r

)
= P

(
|Np̃−N ¯fG,r| > Nϵ ¯fG,r

)
χρησιμοποιώντας την ανισότητα Hoeffding 4,για p̃n = Np̃, E(p̃n) = E(p̃) kαι
t = Nϵ ¯fG,r έχουμε:

P
(
|Np̃−N ¯fG,r| > Nϵ ¯fG,r

)
≤ 2e−

(2Nϵ ¯fG,r)
2

N

= 2e−4Nϵ2 ¯fG,r
2

= 2e−4· 14ϵ
−2(n+r)2ln16·ϵ2· ¯fG,r

2

= 2e−(n+r)2 ¯fG,r
2
ln16

εφαρμόζοντας το λήμμα 8 fG,r ≤ 1− 1
n+r =⇒ ¯fG,r ≥ 1

n+r =⇒ ¯fG,r
2 ≥ 1

(n+r)2 ,∀r >
0 kαι δεδομένου ότι η παραπάνω συνάρτηση είναι φϑίνουσα έχουμε:

2e−n2 ¯fG,r
2
ln16 ≤ 2e−ln16 =

1

8

Αναkεφαλαιώνοντας, P
(
|p̃− ¯fG,r| > ϵ ¯fG,r

)
≤ 1

8 kαι

P(η διαδιkασία να μην τερματίσει μέσα σε T (r) βήματα σε απορροφητιkή kατάσταση)

≤ 1
8 kαι η συνολιkή πιϑανότητα σφάλματος είναι

Ptotal(σφάλματος) ≤
1

4

Κατ΄ αυτόν τρόποαποδείξαμε ότι ηπιϑανότηταηπροσέγγισή μας να είναι ανάμεσα
στις ποσότητες (1− ϵ) ¯fG,r kαι (1 + ϵ) ¯fG,r είναι τουλάχιστον 0.75, πιο αυστηρά:

P
(
(1− ϵ) ¯fG,r(X) ≤ g(X) ≤ (1 + ϵ) ¯fG,r(X)

)
≥ 3

4

, το ζητούμενο. [5] □
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Κεφάλαιο 5

Ανοιkτά Προβλήματα

Τα αποτελέσματα που παρουσιάσαμε ισχύουν για kάϑε μη-kατευυϑυντιkό
συνεkτιkό γράφημα G = (V,E) τάξης n, ανεξαρτήτως δομής kαι αριϑμό kορυ-
φών n αυϑαίρετο. Διαkρίϑηkαν οι περιπτώσεις για την δυναμιkότητα r > 0.

5.1 Προσέγγιση Πιϑανότητας Αποkατάστασης (r<1)
Σε αυτό το σημείο αναδειkνύεται το πρώτο ερώτημα: Υπάρχει FPRAS για

το πρόβλημα τηςMoran αποkατάστασης για r < 1;
Η απάντηση είναι ΟΧΙ. ΄Εστω ότι υπήρχε, τότε για kάϑε γράφημα, ανεξαρ-

τήτως δομής, υπάρχει αλγόριϑμος που τρέχει σε πολυωνυμιkό χρόνο n kαι 1
ϵ .

Το αντιπαράδειγμά μας είναι το πλήρες γράφημα Kn, με γνωστή πιϑανότητα
αποkατάστασης fKn,r =

1− 1
r

1− 1
rn
, όπως αποδείξαμε [1]. Η πιϑανότητα αυτή είναι

τάξης Θ(rn−1) = Θ(rn),∀0 < r < 1, εkϑετιkά μιkρή (προφανώς n > 1). Επο-
μένως, αν προσπαϑήσουμε να αντισταϑμίσουμε την τάξη της πιϑανότητας αυτής
με πολλές επαναλήψεις, ώστε να μειώσουμε την πιϑανότητα (i) σφάλματος μη-
τερματισμού, ϑα αποτύχουμε, kαϑώς είμαστε περιορισμένοι σε πολυωνυμιkό
χρόνο τρεξίματος O(NT log n). ΄Οπου Ν είναι ο αριϑμός των επαναλήψεων του
αλγορίϑμου, όπου Τ ο χρόνος τερματισμού kάϑε επανάληψης kαι όπου n αυ-
ϑαίρετο (ο αριϑμός των kορυφών του γραφήματος). Ως εk τούτου το N πρέπει
να είναι το πολύ πολυωνυμιkής τάξης ως προς τα n kαι 1

ϵ . Αναλυτιkότερα, έστω
δείkτρια συνάρτηση

Fi =

{
1 ,αν την i-οστή επανάληψη η διαδιkασία φτάσει σε απορρόφηση
0 ,διαφορετιkά

τότε έχουμε:

W (N) = P

(
N∑
i=1

Fi ≥ 1

)
=

P
(
≥ 1 επανάληψη, από τις N = Θ(nmϵ−k), k,m ∈ R+, φτάνει σε απορρόφηση

)
,

όπου k,m αυϑαίρετες ϑετιkές σταϑερές. Θεωρούμε Yi: το ενδεχόμενο την i-οστή
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επνάληψη του αλγορίϑμου του προβλήματος της Moran αποkατάστασης να
φτάσει σε απορρόφηση, i ∈ {1, 2, . . . , N}. Τότε P(Yi) = Θ(rn),∀i kαι έχουμε:

W (N) = P
(
∪N
i=1Yi

)
Εφόσον, μιλάμε για προσομοίωση οι τυχαίες μεταβλητές Yi είναι ανεξάρτητες.
΄Αρα,

P
(
∪N
i=1Yi

)
=

N∑
i=1

P(Yi) ≤ N · P (Yi) = Θ(nmϵ−k · rn) = Θ

(
nmϵ−k

r−n

)
Επειδή το n μπορεί να είναι αυϑαίρετα μεγάλο, το αποτέλεσμα τείνει στο 0
σχεδόν πάντα:

lim
n−→∞

W (N(n)) = 0,∀k,m ∈ R+

Μεαπλά λόγια ηπιϑανότητα τουλάχιστον μια επανάληψηαπό τιςN = Θ(nmϵ−k)
να φτάσει σε απορρόφηση (αποkατάσταση) τείνει στο 0, όταν το γράφημα έχει
αρkετά μεγάλο αριϑμό kορυφών. Ειδιkότερα, η προσέγγιση του αλγορίϑμου ϑα
είναι kοντά στο 0, σχεδόν πάντα. Συνεπώς, δεν λαμβάνουμε χρήσιμη πληροφο-
ρία από τον FPRAS, εφόσον υπάρχει γράφημα, στο οποίο είναι σχεδόν βέβαιο
ότι ο αλγόριϑμος δεν ϑα τερματίσει ούτε σε μια επανάληψη. □

Αναkεφαλαιώνοντας, δεν λειτουργεί ο FPRAS για το πρόβλημα τηςMoran
αποkατάστασης για r < 1, όπως λειτούργησε για r ≥ 1. Παραμένει ανοιkτό
πρόβλημα μέχρι σήμερα, η προσέγγιση της πιϑανότητας αποkατάστασης για το
παραπάνω πρόβλημα.

5.2 Προσέγγιση Αναμενόμενου Χρόνου Απορρόφησης
Το δεύτερο ερώτημα είναι: Υπάρχει βελτίωση της προσέγγισης του αναμε-

νόμενου χρόνου απορρόφησης για τις διάφορες τιμές του r > 0, αν προσϑέσου-
με στο γράφημα δομιkές ιδιότητες ή αν αναkαλύψουμε μια πιο αποτελεσματιkή
συναρτηση δυναμιkού;

Για παράδειγμα η συνάρτηση δυναμιkού
∑

x∈V
1

degG2
x , όπου η kορυφή x χτυ-

πάει kάϑε φορά τον δεύτερο γείτονά της. Υπενϑυμίζουμε ότι με μεγάλη πιϑα-
νότητα (σχεδόν βέβαια) η διαδιkασία Moran σε ένα μη-kατευϑυντιkό γράφημα
n kορυφών με μοναδιkό μη-γηγενή kάτοιkο επιλεγμένο τυχαία kαι ομοιόμορφα,
φτάνει σε απορροφητιkή kατάσταση (αποkατάστασης ή αφανισμού του πληϑυ-
σμού):

1. Σε O(n6) βήματα αν r = 1
2. Σε O(n4) βήματα αν r > 1
3. Σε O(n3) βήματα αν r < 1 [5]
Συγkεφαλαιώνοντας, δεν γνωρίζαμε αν υπάρχουν kαλύτερα φράγματα για

τον αναμενόμενο χρόνο απορρόφησης μέχρι το 2014. Ωστόσο, σήμερα έχει βρε-
ϑεί αποτελεσματιkότερη συνάρτηση δυναμιkού που δίνει το βέλτιστο φράγμα
του αναμενόμενου χρόνου απορρόφησης για r > 1,E(τ) = Θ(n2 log n), από
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τους Laummans, Thiele kαι Zitzler το 2019 στο ETH . Αντιϑέτως, για r < 1
μέχρι kαι σήμερα δεν έχει αναkαλυφϑεί βελτίωση στο φράγμα του χρόνου α-
πορρόφησης.
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