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Synopsis

This Doctoral Dissertation appoints the issue of data Clustering, as well as the
applications of these kind of methods in real world problems. The presentation of
the individual results of this dissertation is organised as follows:

In Chapter 1, the definition of Computational Intelligence is provided as a re-
search area. For each distinct part of this area a short description is supplied.

Chapter 2, deals with the analysis of the research area of Clustering per se, and
its characteristics are analysed separably. Moreover, we provide a review of the most
representative clustering algorithms.

Chapter 3, is devoted to the presentation of the UKW algorithm, that is able
to endogenously provide approximations for the number of clusters in a dataset,
during its execution. Furthermore, the included experimental results demonstrate
the algorithm’s efficiency.

In Chapter 4, an extension of the UKW algorithm to metric spaces is proposed.
This extension preserves all the advantages of the original algorithm. The included
experimental results compare the proposed extension to other approaches.

In the next chapter we present modifications of the UKW algorithm that scope
to improve its efficiency. This is performed through the utilisation of information
from the local characteristics of the data, so as to direct more efficiently the whole
clustering procedure.

Chapter 6, deals with extensions of the algorithm in distributed data bases. For
the various assumptions that can be postulated for the nature of the communication
environment different algorithms are proposed.

In Chapter 7, we consider the case of dynamic databases. In such a non-static
environment, an algorithm is developed that draws form the principles of the UKW
algorithm, and embodies the dynamic indexing Bkd-tree data structure. Moreover,
theoretical results are presented regarding the worst case complexity of the algori-
thm.

Chapter 8, studies the application of clustering algorithms in gene expression da-
ta. Besides, it is proposed and evaluated, a hybrid algorithmic scheme that manages
to automate the whole procedure of gene selection and clustering.

Finally, the presentation of the research work of this dissertation is fulfilled in
Chapter 9. This Chapter is devoted to the development of hybrid techniques that
combine clustering methods and Artificial Neural Networks, and demonstrate their
abilities in two real world problems.
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(Feed-Forward Neural Networks (FNN) )
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�
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 � artificial neuron
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�.�bg³_xa���iXny_dkÁo
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xi, i = 1, . . . , n
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�

yi
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yi = f(〈x, y〉) = f

(

n
∑
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wixi

)

.

�=o�c}iX�3kmc}rbg�~ � �Tg a��hnycÐaxo
v = 〈x, y〉
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(hard limit)
�

f(v) =

{

1,
_xa

v > h



0,
_xa

v < h



•

 kmny��ny_xkbg�~h����rb_dnyn
g�~hl{i ÿ ax��rtkm��iX�

(piecewise linear)
�

f(v) =







1,
_xa

v > 1



0,
_xa

v 6 0



ξ,
_xa

0 < v < 1



•

 wyob�Xgji&kbg�~Ôl{i ÿ ax��rtkm��iX�

(logistic)
�

f(v) =
1

1 + e−v
,
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(hyperbolic tangent)
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à�	�mo��mo
�`~h�x��c=axc ÿ rtsKad_�e
o ÿ _xaxld~hc²g�i�kÁo½c}eh��e
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universal approximation theo-
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odkmcfwyc²� kÁ_ygT_de���axc ÿ rtsKaxcÁ�|nycÕny�"§h�Trm_�nyn
g�~hl½i ÿ ax��rtkm��iX� cÐaxcÁrt�To��e
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To
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patterns
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Te
o ÿ o
rb���mc}kÁ_yg �L�b�

T =

{

(xk, dk)

∣

∣

∣

∣

xk = (xt, ..., xt−n−1) ∈ R
M

dk = xt+1 ∈ R
, k = 1, . . . , P

}

,

�ye
o ÿ
xk

_xax_de
_�rbgji&km�½kÁo
k
� o
i&k)�qe
r)�dk ÿ e
o¿c}~
e
_y�:�bc ÿ iX����
T~Ô_�g

dk

km�xa½cfehgj� ÿ ny�xkml�_xe
�xabkm��iX�e
o ÿ _baxkbgji�k²ohgjv�cÁ�hiXc�_ ÿ k)��k²o�e
r��xk ÿ e
oT�Ý+ài�k)�dv�o
�5km��� c}~
e
_y���mc ÿ iX���ÖcÁ� ax_ygy�|_xax�x��cÁiX�`kbg³n�sKai&kbgj�Úcfwyc��x��cÁrmc}�He
_�rm_�ny�fkmrmo ÿ �HkÁo ÿ �xg�~hk)�do ÿ 
_�m�dwy_��mlqkÁ_��h��rm�
W


�sLi&kmc��¿ny�¿_xabkbgji�k²ohgjvT�³_nyc}kÁ_��)�Hk}�Ka�_de
oy~hrb�piXcf�Ka kÁo ÿ �bg�~
k)��o ÿ nyc �h��iX��k²o �bg³�xa ÿ iXny_ cÁgji�� �mo ÿ ~h_ygÔk}�KaHc}ehg � ÿ ny�dktsKa_de
_xabkml�iXcf�Ka{ax_ c²� ax_yg_�
iXo�k²o3� ÿ ad_xk)��n
g�~hr)�dkmc}rb�Ô��
 �bg³_��bg�~h_�i �³_ cf~he
_����mc ÿ iX����_�rmvT�:�bcÁg�nyckm�xa�e
_�rmo ÿ i �³_�iX�/�bw��Ka�kÁ�Ka�e
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�
E
e
o ÿ o
rb���mc}kÁ_ygT�L�x�

E =

P
∑

k=1

Ek,

�ye
o ÿ
Ek

cÁ� ax_yg�kÁo¿nycÁrbg�~ �Ëi�� �dwyny_ÚkÁo ÿ �bg�~
k)��o ÿ �L�|e
rmo
�|k²o
k
§Ôo
i&k)�{e
r��xk ÿ e
oT�

Ek =
1

2

(

yi(W, xk)− dki

)2

.���x��c eywyl�rm���5e
_�rmo ÿ i �³_�iX���xwd�Ka�kÁ�Ka|e
rmodk)�xey�Ka�oxaxo
ny���mc}kÁ_yg m"%"2p�¨<�m|:7%"��op¡"m|`�89?=� (epoch)
�� a¿� kbg³nylËkm���½i ÿ ax��rtkm��iX��� iI� �dwyny_xk²o
���mcÐa ÿ e
c}r§�
_y� axc²gÏkÁo�e
rmoy~Ô_b��o
rbgjiXny�faxo�~h_dktsÝ�Xw
ga
��c}~
e
_y�:�bc ÿ iX�½kmcÁrmny_dkb�:�bcfkÁ_ygQ�
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�`eywy��rmo�� ohrb�³_Ce
o ÿ �
rx�jiT~hc}kÁ_yg�i�k²o�i��xaxoxw�oHcf~
e
_y���mc ÿ i �d� _de
o�����d~hc	��cfkÁ_yg3i&kÁ_Þi ÿ ad_xeykbg�~h� �h�drb��
�nyo
r)� o
e
ohg�sKabkÁ_�� km�Þny_d~hrmodv\r��ba�g�_´ndaxl�ny� k²o ÿ �xg�~hk)�do ÿ ��3�xwygp�Õ��c}~
e
_y���mc ÿ iX�HcÐa��
���bg�~
k)��o ÿ oxwyoy~
wy��rt�K��c²�À
\���\absLiX��_ ÿ kml|�X� axc}kÁ_yg
_��bgjo
e
ohg³ldi�g�ny�\�Ý
g�~h_xa��dkm�dkÁ_Ëcfa��
� �=���,ax_¿_xabkÁ_de
oy~Ôrb� axcfk²_�g�iT�Li�km�qiXc�e
r��xk ÿ e
_qkÁ_Ëo
e
oh�³_L�mcÐaq�}v�cÁg.i ÿ ad_ba)�kml�iXc²gX~h_dkm�{km�xa½c}~
e
_y���mc ÿ iXlqkÁo ÿ oxaxo
ny���mc}kÁ_yg 5im"�3o;:Bm|`�89? � generalization

£}�µ
?g�~h_xaxo
e
ohgp���kbg�~hl{_xe�� �mo
iX�{cÐa��
�.�bg�~
k)��o ÿ i&kÁ_½e
r��xk ÿ e
_�e
o ÿ e
cÁrbg³�}v�oxabkÁ_yg�i�kÁo¿i��xaxoxwyo¿cf~
e
_y���mc ÿ iX����i ci ÿ a�� ÿ _�iXn���nyc½n
g³_ ~Ô_x~Ôl _de����mohiX� iXcÚe
r��xk ÿ e
_ e
o ÿ �bcÐa e
c}rxg��Áv�obaxkÁ_yg&i&kÁo i��xaxoxwyo�_ ÿ k)�*
oxaxo
ny���mc}kÁ_yg `=%3m n$%4n$2"8e��n7A©2�5�<F� overfitting0 � �=o3��_yg a��
nycÐaxo�_ ÿ k)� ÿ e
oxaxo
c²���dkbgÏkÁo3�b��~
k ÿ o�Áv\c²gÏe
rmo
i _drbnyo
i�kmc²� ÿ e
cÁr²�hobw
g�~h�Ë~Ô_xwy�Ëi&kÁ_2�mc��bo
ny�Ðax_ kÁo ÿ i ÿ a��xwyo ÿ c}~
e
_y�:�bc ÿ iX���ÚnycH_de
o��km�}w�cÁiXny_½ad_{�Áv\c²gXe
rbo
iX_�rmnyo
i&kmcÁ��iXc|_xax_d~hrb�p�hcÁg³c}��
Ïl�~h_yg�wy�x���$
Te
o ÿ n�e
o
rmcÁ� ax_{e
c}rxg��Áv�obaxkÁ_ygiXcC_ ÿ k)�T�
HJI�ª « W}MJ¬.­_®_­}�¯tJL�t � �a¬�­°WX±�w_��w


³² A$��¡"2�%"2"o´?=89?���m�¡"2cAµ£"����� (data clustering)
c²� ax_ygÏn
g�_¿_de�� kbgp���h_�i g�~h�Á� nycf�-���mo ÿ ��|�H��u k)�dv�o
� km�d�HcÁ� ax_yg�o9�bg³_dv\�LrbgpiXn��
�ÚcÐa��h��i ÿ a��xwyo ÿ 
�iXc�ohny���bc}��sLi&kmcCkÁ_qi�k²ohgjv�cÁ�³_qe
o ÿ_xaxld~ho ÿ a½i�km�xaÚ���bg³_�ohny���b_�
\ax_½c²� ax_yg�e
c}rbgpiXi��dkmc}rmo/�
nyohg³_{nycfkÁ_��)�Úk²o ÿ �|_de����dkbg�k²_½i�kÁoÔgjv�cÁ�³_e
o ÿ _xaxld~ho ÿ a{iXcJ�bg³_���o
rmc}kbg�~Ô�}�Úo
ny���mc}�x��+�g�ny�Ð��o��mohg�o
ny_��moye
oÔ�p��iX���Úv\rb�di�g�nyo
e
ohgjo��xabk²_�gÏi ce
��rm_�e
oxw�w��ªcfehgji&km�dnyoxadg�~h�ªe
c��b�³_ e
o ÿ e
c}rbg�wy_�nx�h�bado ÿ a 
Lkm�xa�_xax_d�\absLrbgji � e
rmodk)�dey�KaF�ö����� 
km�¸i ÿ n�eh��cÁiX�6�mc	�mo
ny�fab�Ka¶� ���¡;@� 
Gkm� �hcfw�kbgji�k²oye
oh���di �N���ø%
��� 
e�yey�L� cfeh�jiX��� ~h_ygLkbgj� ~hohg ab�!�adg�~h�Á� cfehgpi�kml�nyc}�\�ö#��Ù�H
$ohny_��boye
oh�p��iX�x�mc��bo
ny�Ðab�Ka�
Le
o ÿ c²� ax_yg7~h_ygLo¸kÁo
ny�Á_d�Ëi&kÁoxa oye
oh�joc}ehg�~ÔcÐabkmrtsKadcfkÁ_yg �0�bg³_dkmrbgp�hl�_ ÿ kml$
\��_½_xax_dw ÿ ��cÁ�Tc}~
kmcÐad�}i�kmcÁrm_�i&kÁoqcfe��
nycfaxo¿~hc����dw�_ygjoX�

HJI�· ¸º¹��Z»_y|{}U.y
{F­X�¼K »�½¿¾\��y¯�ÀWX­Xy
K �Kax_��*Á�Â mÃ�,6;:=�
6�:Bq�� [ �"5iqÄnb6Å�@AC2�� � � � £�
�cÁ� ax_yg��Ðax_��H�TcÐadg�~ �
�N�hrmo
� e
o ÿ v�rm��i g³nyoye
ohg³cÁ� k²_yg�Xg³_ ax_½v�_�rm_d~
km��rb�jiXc²gToye
ohgjo �mlde
oxkmc|ny�f��o��mo½�hcfw�kbgji�k²oye
oh���di �d�Õ�h_�i ���mc}kÁ_yg�iXc`�Ðax_ eywy�x� ÿ iXn��_de�� ehg³_x��_xax�}��w��di cÁgj��~h_yg v�rm��i g³nyoye
oÔg�c²�Kny��v\_xadgpiXnyo�����cÁn�e�axc ÿ iXny�faxo ÿ ��_de�� km� �Ôgjobwyox�Xg�~Ôlc	�m�fw
g��m�$
$�
ey�L�`�Ú_xax_de
_�rm_d���3��l$
\� nyc}km�dw�_��m�$
\o�cfe
_xax_�i ÿ a�� ÿ _�iXn��h��
h��� ÿ i�g�~Ôl c}ehg�w�ox�Tl½~h_yg� c}ehgj�Ô���LiX��k²o ÿ ~h_dkÁ_dw�wy�dw��dkmcÁrmo ÿ �x+�g7ehgj��_xax�}�¿w���iXcÁgp�Ëi�kÁoªe
r)�d�
wy��ny_ �
c}w�kbgji�k²oye
oh�p��iX����bg³_��mrm_�ny_dkb���mo ÿ a�kÁo´r)�xw�o kÁ�Ka�_dk)�
n��Ka iXc¿�Ðax_xa�eywy�b� ÿ i n��*
3~h_ygL�Þi ÿ ad�drmkm�di � ~��
i�k²o ÿ ��
lËi ÿ ax��rtkm��iX��e
rmo
iX_�rmnyox�Tl���
.~h_x��ohrb���mcÁgÏk²o e
cÁrbgp�h�xw�wyoxaqny�ÁiX_¿i�kÁo oye
oh�jo�ohg.w���iXc²gj�Úc��mc}w
�T�iXoxabk²_yg �.
 c��m�}wyg��m�¿k²o ÿ eywy�x� ÿ iXnyo��qe
rm_d�Tny_xk²oye
ohg³cÁ�jkÁ_yg�nyc}km�q_de�� km�xaqcfe
_xax_dwy_�nx�h_ba��
nycÐax�v�rml�iX�Õk}�Ka¬_xab�3km�Árt�Þny��v\_xadgpiXn�sKa � kmc}wyc}i�ktsKa�£f� u ÿ ��~hc}~hrbg³ny�Ðax_Ce
_�rm_��mc²� �Tny_dkÁ_C� � �b� axoxabkÁ_yg~h_dkÁ�3km�}rt�Ö��+�g.e
c}rxgjiXi��dkmc}rbc}��_de���_ ÿ km�Á�½kbgj�½kmcÁvÔadg�~h�}�{cÁ� ax_yg.e
_�r)�
nyoÔg�cÁ��i&kbgj� �h_�i g�~h�}��_�rø�v��}��
Ô_dw�wy�J�bg³_�� �Ármo ÿ a�i�kbgp�=wycfeyk²o
ny�}rmc²g³c}�Õkm�d�Õc���_drbnyob�Tl��=k²o ÿ �=~h_ygÔkm�J�-�di ��kÁo ÿ g��bg³_y� kmc}rbo ÿe
rmo��ywyl�ny_dkÁo
��i�kÁoqoye
oh�po �}v�o ÿ a�c���_drbnyo
i�kmc²� �
•
��cÐadcfkbg�~hoh� � w��*�
rbg ��nyohg-� �`ÿ k)�
�Úc²� ad_�gÏo}�m��nyo���g�wy�}i&kmc}rmoh�Hk)�de
o
�½� � 
O�ye
o ÿ �qw���iX�cÐa��
� e
rmod�
wyldny_dk²o
�5_bad_xe
_�rbgpi�km�xaxcfk²_yg ÿ e���km�ba`nyo
r)� l|i cÁg³rtsKa`_�rbgj��n�sKa � e
_�rm_��mo
i g³_d~h�� ÿ _��bg�~
sKad£}�3~h_ygTv�rm��i g³nyoye
ohg�sKabk²_d��kÁo ÿ �`kmcfwyc}i&km�}�`cfe
_xax_�i ÿ a�� ÿ _�iXnyo��$
\cfehg�wyob�Tl��|~h_ygnycfkm�dwy_��m����
�cfehg��bg�s3~hc}kÁ_yg���c���rmcÁiX�Úkm���`�h�fw�kbgji&km�d�`w���iX���b�

•
�Ý�mc}wyg�~
kbg�~h�Á��u kmrm_dkm�d�Xg�~Ô�}�G��K +Ce
o ÿ ohgTw���iXcÁgp�|_bad_xe
_�rb�pi�kÁ_xabk²_yg�nyc��bg³_xa���iXny_dkÁ_Úe
rb_x���ny_dkbg�~
sKa�_�rbg ��n�sKa�
h~h_ygÔv\rb�di�g�nyo
e
ohg³cÁ� k²_�g�n��xaxo½o�kmcfwyc}i&kmld�Önyc}km�dwdwy_��m���=l _xax_�i ÿ a��bg³_��iXnyo����Tg³_�km� �hcfw�kbgji�k²oye
oh���di �½kÁo ÿ �x�
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•
��cÐadcfkbg�~ �
�Úe
rmox�Trm_�nyny_dkbgjiXn��
�.�Õu5c _ ÿ kml¿km�xa�e
cÁrb��eyk}�LiX�Ëohg.w���iXc²gj�½_xax_de
_�rb�ji�k²_xabkÁ_ygÿ e��´km�ªnyo
r�� lÞe
rbob�Trm_�nyny�dk}�Ka ÿ e
oxw�ox�Xgji�ktsKa�
Ö~h_ygG�´g�~h_xa��dkm�xkm�ªkÁo ÿ � ~h_x��o
rb���mc}kÁ_yg_de��qkm� � ÿ ax_dk)�dkm�xkm�Úk²o ÿ �Cax_½w���iXo ÿ a½�Ðax_ ÿ e
oxwyob�Xgji&kbg�~ �Ëe
r)�d�
wy��ny_\�

•
�Ý�mc}wyg�~
kbg�~ �h�Õ^`rmox��rb_dnyny_dkbgji n��
�e��K +Cey�L�¬i&kÁo �TcÐaxc}kbg�~��Úe
rmob�Trm_�nyny_dkbgjiXn���
Ônyc5km�J�xg�_��� ohrm� �dkbgT� �mohnyl½kÁo ÿ e
rmob�Trm��nyny_dkÁoh��cÁ� ax_yg�~Ô_b��o
rbgjiXny�fax�½~h_yg cfehg kmrm�}e
oxabkÁ_yg�ad_�c��mc}w
gT�vÔ��o��xa½n��badoqoÔg _�rbgj��ny�dkbg�~Ô�}�|e
_�rm��nycfkmrboh��kÁo ÿ �

�Le
cÁg��ml �mcfa ~Ô�bado ÿ a oye
ohg³_��mlde
odkmc ÿ e�����c}i �H�Xg³_½k²o�e
r)���ywy��ny_$
Ô�Tcfadg�~h�Ú��c}�LrmcÁ� k²_yg*�dkbg�ohgc	�mcfw
g�~
kbg�~hoh��_dw��"�hrbg ��nyoÔg v�_�rm_d~
km��rb���moxabkÁ_yg�_de��{~Ô_xwyl½~Ô_�g�i ÿ axc}e
l�_de����mo
iX�{iXc��xw�o ÿ ��kÁo ÿ �k)�de
o ÿ �Úe
rmod�
wy��ny�dk}�Kah� �`ÿ k)��_de
o��mcÁg�~ya��dc}kÁ_yg�_de�� km�xa¿c}ehg k ÿ v��³_Ëk²o ÿ ��i�k²o ÿ �ÚkÁo
nyc²�j�½k)�
i o�bg³_�� ohrmcfkbg�~ho������hiXo��½c	� _�rmnyo
iXny�fax�Úny��v\_xadg�~hl$
�km�}vÔax�$
��H�Ôgjobwyox�X��_$
 oÔg�~Ôobado
n
g�~h�$
X�TcÐaxc}kbg�~Ôl�
�Ármc ÿ ax_ �xg�_��bg�~h_�i g�sKa 
Xrbo
n�e
odkbg�~Ôl�
 ~hohg ab�Kadg�~h�Á�Hc}ehgji�kml�nyc}��
*� ÿ i g�~hl$
Xv���nycÁ�³_$
\~Ô_�g �dwdwyohgQ�
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2cAb��¡"2�%"2"op?=89?�¡"m�¡"2cAµ£"����� (data clustering)

�}v�cÁg�kbgp��rb���mc}��km�d��i�km�xa i&kÁ_dkbgji�kbg�~hl_xax�dw ÿ iX�H�mc��mohny�Ðab�Ka 
`_dwdwy� eywy�}oxa v�rm��i g³nyoye
oÔg�c²� kÁ_ygÖi c e
oxwdwy�´e
c	�b�³_´e
o ÿ e
c}rbg÷�wy_�nx�h�xaxo ÿ a km� AÖ?������"6�:=<vAµ���B?=89? 
�km�xa m Â qÄn$` Â ?�¡"m�¡"2cAµ£3�|��� 
Ökm�xa �����Ñ5e�3��n$6)89?%4n$2Ñ�
D=%3��� 
�km�xa ���"����`�89?xm|6�:Bq"����� km�xaØ× 6)2�%¢�b?|n$2"],24n$6;:=< ~h_ygTkm�xaØ× mÙ���
6)89�c2�%"2"o´?=89? �
 e
rts3km�¿e
cÁrbg³cf~
kbg�~hl nycfwy�fkm�qkm���Hohny_��boye
oh�p��iX����
��m��nyo
i g³c��x���d~hcHkÁo'�¡;�#�;z� �¢%�#@� 
Ï_dwdwy�ohg7e
rm�3kÁ_�rmvTg�~h�}�Ë_xax_�� ohrm�}�2�mc}~Ôg axo��xa�_de��ªkÁoxa}%yoª_yg�sKax_�eT�÷ÌÚ�À
L_de��ªkm�ba�e
rmo
iTe
�x��c²g³_ k²o ÿ� rbgji&kÁodkm�fwy�Õ~h_ygbk²o ÿ z|c�� � rm_�i�k²o ÿ ax_Õohny_��boye
ohg³l�iXo ÿ aG� ÿ km�$
di���n��X�Kax_ÕnycLkÁ_`nyo
r)��obwyox�Xg�~Ô�~h_ygI�mo
n
g�~h��v�_�rm_d~
km��rbgji&kbg�~h��k²o ÿ �b���c�kÁoxa��
rmo 2�A$��¡�2�%"2"o´?=89? � clustering
£`_de
oy~h_dwyo���nyc�km�xa0�bg³_��bg�~h_�i �³_2�bg³_dny�ÁrbgjiX��� cÐa��h�i ÿ a��xwyo ÿ �mc��bo
ny�Ðab�KaCiXcÝ�bg³_��mc ÿ �Tny�fax_ ÿ e
ohi��xaxobwy_ �

clusters
£KnycGi&k)�xv�o�i&kÁohgpv\c²�³_Ce
o ÿ ~h_dkÁ_��km��iXoxabk²_�g�i&kÁoÚ���bgjo ÿ e
o
i��xaxoxwyo*
yax_�c²� ax_yg�e
c}rbgpiXi��dkmc}rmo��
nyoÔg�_�nycfkÁ_��)��kÁo ÿ �Ö_de����xkbg
i�kÁoÔgjv�cÁ�³_~h_dk²_xkm��iXoxabk²_yg
iXc��bg³_�� ohrmcfkbg�~h�\� � e��½_ ÿ k)�xa|kÁoxa�o
rbgpiXn���cÁ� ax_yg
e
rmo�� _xax�Á�µ�dkbghe
rmoBÚde
odkb� ��c}kÁ_yg� �de
_�r)�m��n
g�_{iXv��}iX���|o
nyoÔg:�dkm�dkÁ_���
X_xax��nyc}iX_½i&kÁ_�i&kÁohgjv�c²��_{kÁo ÿ i ÿ a��xw�o ÿ ���� ad_�gTe
obw��½iX��ny_xabkbg�~ �½ad_Ú�T� axc²g�o��xg�_�v\�Lrbgji n��
�|_xax��nyc}iX_Úi�km�xaHohny_��boye
oh�p��iX��e
o ÿ cÁ� ax_ygn
g³_=kmcÁvÔadg�~hl=~h_dkm�d�To
rbgjo
e
oh�p��iX�Cv\�Lrb�j��cfeh�p�
w�c	M �$
b~Ô_�gbkbgj�3kmcÁvÔadg�~h�}�G~h_dkm�x�To
rxgjoye
oh���di �d� nyc3cfeh�÷��
wyc�M��Ô�Ku km����kmcÁvÔadg�~h�}�5~h_dkm�d�To
rbgjo
e
oh�p��iX���=nyc cfeh�p�
wyc�M �7�b� axc}kÁ_yg�n
g³_|i ÿ w�w�ox�Tl|_xabkbg�~hcÁg³ny�Ðax�Kaoye
o � ~h�x��c½_xabkbg�~hc²�³nycÐaxo �Áv\c²g&n
g³_ cfehgjiXl�ny_xaxiX�JExc}kbg�~h�fk²_�G e
o ÿ i ÿ nx�
oxw
���mcÁg�km�baË~h_dkm�d�To
rb�³_k²o ÿ �|�=o e
r)�d�
wy��ny_¿iXc�_ ÿ kmlxa�km�xa�e
c}rb��eykÁ�LiX�¿o
rb���mcfk²_yg.i�k²oËax_2�mo���cÁ�Ïn
g³_¿cfkbg�~h�fk²_ËiXc��fax_ax�Áo _xabkbg�~hc²�³nycÐaxo e
o ÿ �mcfa¿�Áv�cÁg._d~ �
ny_\�H� ÿ ehg�~h� v\rb�di�g�nyo
e
ohg³cÁ� k²_�g&eywy��rmo�� ohrb�³_ _de�� k²o l��m�ÿ e
��rmv�oxaqi��xaxoxwyoL�mc��bo
ny�Ðab�Ka � c}~
e
_y���mc ÿ iX�y£ÕsLi�kmcCad_Ë_bad_x~Ô_xw ÿ �T��o��xa0�bg³_x~Ôrb�jiXc²gj��_xax��nyc}iX_i&kbgj�¿~h_dkm�d��ohrb�³c}��
�ohg3o
e
oh�³c}� v�rm��i g³nyoye
oÔgjo��xabkÁ_ygL�Tg³_�ad_Þ_xax_dkmcÐ��c²�7kÁoªax�}o _xabkbg�~hcÁ�³nycÐado i c~h�de
ohg³_ ~h_dkm�d��ohrb�³_Ô�Ëu km�xa o
ny_��moye
oh���di � k²o�e
r)�d�
wy�dny_ o
rb���mcfk²_yg i _ba¿kÁoú�xg�_�v\�Lrbgji n�� n
g�_��i ÿ w�wyob�Tl���_xabkbg�~hc²g�ny�fab�Ka�iXc7�mcÁvÔ�Lrxgji�km�Á��o
ny���mcÁ� �

clusters
£=_dw�wy��_ ÿ kml½km� ��o
rm�q��eywy��rmo����o
rb�³_��Xg³_HkÁoÚey�L�¬��_��X� axcÁgÔ_ ÿ k)�He
rbo
�}rmv�c}kÁ_yg\n��bado½_xe��Úk²_.�bc��mo
ny�fax_HkÁ_H���bg³_ �

data driven
£~h_ygI�xvTg�_xe��¿c}~qkÁ�Ka e
rboxkm�Árt�Ka½�\absLiX�½�Xg³_�km�xaÚ~h_dkm�x�To
rx��_�kÁo ÿ ~h_x��cÐa��
�b��L~
k)�
�5_de���kÁoxa��hrmo�o
ny_��moye
oÔ�p��iX���mc	�mo
ny�Ðax�Ka �

Data Clustering
£7lC_deyw��`o
ny_��moye
oÔ�p��iX��

clustering
£Úi ÿ vhad� _xax_�� �Ármcfk²_yg&~Ô_�g7�L�¿_xax�dw ÿ iX� ohny���m�Ka �
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������������������������� �¢¡¤£¦¥§£©¨¢¡¤£©ª¬«­�¢®°¯±�²�§³­´¶µ·� � ¸¹�º�²«­³¢«©»¼£¦®¾½¿¸ÀµÁ� � ¸¹� «Â�§³¢ÃÅÄÁ¸¹¡¢³­Æ±«©µ·¸ÈÇÁÇ¿¡ µÊÉ±¡Ë£©®¶� µÁ��§³¢´©µÊÉÅ�°µÁ�Ì�§³­´ÌÉÍ�§ÎÏ�°Æ¾Ä¦ª¶ÉÑÐÒÎÓ�°Ô±´°Î¾ÐÒÎ¦Õ
Ö ×ÙØ­ÚÌÛ�Ü±ÝßÞËàâá¾ã¤Ýåä¦æ·Ý·ç¢á±ã¦Ø©ÚÓÚ­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü èÓá¾ã Ü á¼é¹Ø©ÚÓê ÿ ÛëÞ�ìßíîÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ãïäÁáÍØ­Ýñðòæôóïà�óÙÜ ç Ú©æ·é±õ¢Þ÷öÀá±ã Ü áä·ãïÚåÚ¦êëø¦ç ø¦äÁéÍØ­øåé¹Ø¢Ø­ÝßÞïÚùðúæôó�à�ó�Ü ç í·æ·Ý·ûÌÛ ÿ ä¦æ·á±ç¢ÞïêëÝ·ç è¦û§öÍóýüþæ·Ú¦ç Ú¦ÿ Ý·Û�Þ�Ú©ìßíßûÓÜ ç íÁæ·ÝßûÓÚ­Ø­Ú©æ·Ú©ç¢è��Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦ûýÜ±Ý ÿ ì¿è���á Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý ÿ á±ã Ø­ÚÁÞÁäÁá�é¹Ø­ÚÂæ·Ý�� ÿ � ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ü±Ý ÿ¢Þïè¢Ø ÿ ÛëäÁÚ��ÁíÁæ·Ý ÿ ìßè���á�Û ÿ Ø¢Ü á Ü±Ú	���äÁéÍØ­øÌÚ­Ø­Ú©æ·Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü èÓé¹Ø­Ú�Û ÿ � ìßáÍìßç­Þ�äÁéÍØ­Ý à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßí�

����� ó��Óè���á�àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßí ä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­Úñá¾ã Ø­ÚÁÞÒá±ã Ü á���������������� ð

quantitative
öÏá±ã Ü á������
���������ñð

qualitative
ö ó ��ÞïÚ�æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ�� á±è¢Ø
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Ü¾Ý à ç�B�äÁÚùäÁÚ	�+�·ÞCBÙØ�ì¿Ú¦Þ ø ø	�ÁÞ�ì¿ãïÚ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¢Ø­Ü±ÚÁÞÙÛÊÚ­Ø àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèE�ÊÞ�Ú Ø­Ú Ú­Ø­Ú©æ·Ú��ç Ú¦Û�Ü�F©ÛëÝ ÿ Ø ä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú Ú¢Ø���ç�BÀæ�GÙØ�� Ü í©Ü áÂÜ±Ý�Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãËÝ ðIH Ú­Ø���è��KJ��·öL�ôá¾ã Ø©Ú¦ÞëøåÚ­Ø­Ú©æ·Ú¦ç è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊøáÍØ­í·ûÏÚ­Ø���ç�BÀæ·Ý ÿ äÁáMH¢Ú¢Ø���èîäÁÚ��+�·ÞïèN�OJ��åáÍÜ�BÙØ¿ó�P²Ú àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèåä¦æ·Ý·ç¢Ý�D­Ø�Ø­Ú à�G�ç­Þ¤Û�Ü¾Ý�D­Øæ·á±ç ÚÁÞ Ü é ç�G Û�Ü¢ÞËûÏæ·Ú¦ç Ú©ìßè©ÜQG ì¿Ú­Ü ø	�ôÝ·ç¢ãïá±û�R
S óUT¶Ý·ÛÊÝ©Ü¢Þ�ìßè à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì¿è�R

ð Ú	VËö�W ÿ Ø­á à á±ãËûÓÜ¢ÞïäÁé û ðúæôó�à�ó7Xßè¦ç Ý·û§ö óðYX�VËö[Z ÞïÚ©ìßç¢Þ Ü é±ûÌÜ¢ÞïäÁé ûåðúæôó�à�ó Ú¦ç¢Þ\��äÁí·ûÏÜ ç¢Ú­æ·á±õ¢ÞCBÙØ©ö óðI�OVËö]P¬ÞïäÁé ûÌÿ­Þ�Ú¦Û�Ü ø©äÁè©Ü^GÙØ�ðúæôó�à�ó ÿ¢Þïè¦ç°ìßá¾Þ�Ú á¹Ø­íßû_�ôáL�ôÝ­Ø­í©Ü±Ý·û§ö ó
J¿óUT¶ÝßÞ¤Ý©Ü¢Þ�ìßè à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßèNR

ð Ú	VËö ü¶Ø­Ý·äÁÚ¦Û�Ü¢Þºì¿èùðúìßÚ©Ü ø��ôÝ·ç­Þºì¿è¦ö`FåàNG�ç¢ã¤ûÌÿ­Þ�è©Ü¾Ú	H¢ø ðòæôóïà�ó à ç�B�äÁÚÁöÍóðYX�VËö[Z ÞïÚ©Ü áÍÜ±Ú	�ôäÁé¹Ø©Ú ðòæôóïà�óÌæ·ÝßÞ¤Ý©Ü¢Þ�ì�F Ú­Ø­Ú©æ·Ú©ç¢è©Û�Ü±Ú¦ÛÊø Ü ø¦û ø	�·Þ�ì¿ãïÚ¦û�� Ø©é Ý·û���äÁá ÛKF	�·Þ�ìßÚ¦û��
�ôé ç Ý·û§ö ó

Ö ×ÙØ­Ú æ·Ý���DåÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßíaX�F¦äÁÚ Ü ø¦û¶ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦ûÓÚ­Ø­Ú©æ·Ú¦ç è¦Û�Ü¾Ú©Ûëø©û¶á±ã Ø­ÚÁÞâìßÚÁÞôø áÍæßÞC�ÁÝ��=F Ü^GÙØæßÞ¤Ý Ú­Ø¢Ü¢Þ�æ·ç Ý·Û=GÀæ·á ÿ Ü¢Þ�ì�BÙØîà Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØßó üÌÞâÜ á à¿Ø©Þ�ìßé ûÂá æßÞb�ÁÝ��=F©ûÂà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�BÙØ áÍæßÞ
�
�ÁéL�ôÝ ÿ ØÌÜ¾Ý ÿ æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝåÜ^GÙØ à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØîÚ©æ·í Ü±Úîÿ¢ÞïÚ���é Û�Þ�äÁÚN�âäÁá¬Û�Ü í©à Ý Û ÿ Ø�F��;G�û Ü ø­Ø
XßáL�¦Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø�ìßè©æ·ÝßÞ¤Ý ÿ ìßç¢Þ¤Ü ø©ç­ã¤Ý ÿ áL�O�=D©Ü ø­Ü¾Ú¦û¼Ü ø¦û¬Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø¦û äÁé±Û=G ä·ÞïÚ¦û¬ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦ûÿ Ý·ì¿Þïä�F©ûL�c�¦è���Ý ÿ ûd
\����� ófe¬Ø­Ü¢ã ��á Ü±Ú ÝßÞ�Ü á à¿Ø©Þ�ìßé±ûåáQH¢Ú��OG��=F¦ûåà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØñíÁæ�G�û ø[e¬Ø©è��
� ÿ ÛÊøgT ç�GÀÜ á ÿ í¢Ø­ÜQGÙØhW ÿ Ø©Þ¤Û�ÜQG�Û=BÙØ

(Principal Component Analysis)
�ÒäÁá Ü±Ú¦ÛÊà ø¦äÁÚ©Ü¢ã�õ¢Ý ÿ ØÜ ø­Ø Ú¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø ÜQGÙØåÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ Ûëá¶éÍØ­ÚåàNB�ç Ý�ä·Þ�ìßç í©Ü á ç¢ø©û�ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦û­ó

ikjml n oqpsr]t u vxwky{z[pf|�p_tE}
Ö üÂæ�G�ûÏé à á±Þ;F¦ÿ ø Ú­Ø­Ú¦êëá ç���á±ã Ý ìßÚ���Ý·ç­Þ¤ÛÊäÁí·ûÏÜ¾Ý ÿ Ü ç í·æ·Ý ÿ æ·Ý ÿ ��Ú ÿ æ·Ý��ÁÝ��ôãïõ á Ü±ÚÁÞÊø Ý·äÁÝßÞïí	�Ü ø©Ü±ÚÂÚ­Ø­è¦äÁá ÛëÚ¶Û�Ü±ÚÂÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©ÚÏá±ã Ø­ÚÁÞ���á äÁáQ�·ÞbB�ÿ¢ø©û~�ÊÞïÚÂÜ ø­Ø í��ÁøÓÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚÂÜ ø¦û�Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û¢ó×�H¢Ú¦Þ¤Ü¢ã�Ú¦û�� Ü ø¦û äÁáL�ôè	�¦ø¦û æ·Ý¿ÞºìâÞb�·ãïÚ¦û ÜQGÙØ Ü�D©æ�GÙØ ÜQGÙØ à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�BÙØ ìßÚÁÞ�Ü ø¦û ÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç áÍÜ¢Þ
�ì�F¦ûÌì��·ã�äÁÚ©ìßÚ¦û�ÜQGÙØ äÁáQ� áL�;BÙØåÜ±Ý ÿ û��ëø áÍæßÞC�ÁÝ��=F Ü±Ý ÿ äÁé Ü ç Ý ÿ Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø­Ü¾Ú¦ûÌæ·ç é æ·á±ÞÊØ­Úh�ôã Ø­á¾ÞëäÁáäÁáQ� è	�Áø æ·ç Ý·ÛÊÝ©àOF¿ó¶× ã Ø­ÚÁÞ�æ·Ý���D Û ÿ Ø­ø���Þ¤ÛÊäÁéÍØ­Ý Ø­Ú äÁáÍÜ ç è©Ü±ÚÁÞ�ø äÁø Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú�ÿ�D¦Ý Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ãbGÙØÚ©æ·í�Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØÏäÁé ÛKG ä·ÞïÚ©û¼Û ÿ Ø©è©ç Ü ø©Ûëø©ûýÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦ûýÝßç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­øÓÛ�Ü¾ÝÓæ·á±ÿ¢ã¤Ý Ü¢Þïä+BÙØÜ^GÙØîà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�BÙØßó
� æßÞËÝ ÿ¢ø©äÁÝßê�ÞC��F©ûÌäÁáÍÜ ç¢Þ�ì�Fa�ÊÞïÚåÛ ÿ Ø­á±àOF àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèåá¾ã Ø©Ú¦ÞÊøs�M�	�{���^�����Q�����	�����-���+�����

d2(Xi, Xj) =

(

d
∑

k=1

|xi,k − xj,k|
2

)1/2

= ‖Xi −Xj‖2,

øåÝ·æ·ÝßãïÚ á¾ã Ø©Ú¦Þëøåá±Þïÿ¢Þ�ì�F æ·á ç¢ã�æÁÜ^G�ÛÊøåÜ ø¦ûÏäÁáÍÜ ç­Þºì�F©û ð��ÊÞïÚ
p = 2

ö
Minkowski

�

dp(Xi, Xj) =

(

d
∑

k=1

|xi,k − xj,k|
p

)1/p

= ‖Xi −Xj‖p.

� ×��­ì��¦á¾ãïÿ á±ÞïÚ Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø á¾ã Ø©Ú¦ÞÊø æ·á ç¢ÞËÛÊÛÊí©Ü á ç Ý ÿ¢ÞïÚÁÞ¤ÛO��ø©Ü¢Þ�ìßè ì¿Ú­Ü¾Ú­Ø­Ý·ø©Ü�FN�âì¿Ú���B�ûÏàâç¢ø©Û�Þ\�äÁÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ã Ü±ÚÁÞN�ÊÞïÚÓØ©Ú�äÁá Ü ç�F¦ÛÊá±Þ·Ü ø¢ØÓÚ©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊøÓÜ^GÙØÌÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ãïäÁá¹Ø�GÙØ�Û�Ü¾Ý á æßã�æ·á ÿ Ý ì¿Ú¦ÞâÛ�Ü±Ý­ØÓÜ ç¢Þ¤ÛN�ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ü±ÝîàNB�ç Ýôó���áÍØ©Þ�ìßèN�ßÝßÞâÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞßæ·Ý��ÌÜ ø¢ØÓà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËÝ�D­Ø�Ú©æ·Ý·ÿ¢ãïÿ Ý��­ØÓìßÚ	�ÁèÌí©Ü±Ú­ØÓÜ¾ÝÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ æ·á ç¢Þïé±àâá¾Þ;�­æ��©ìÁØ­é±û��aFh�­Ú©æ·Ý·äÁÝ­Ø�G�äÁéÍØ­á û{� Ý·äÁè¦ÿ á±ûs

�+��� ó�P²Ý�äÁá±ÞËÝ¢Ø©éÍì·Ü ø¦äÁÚ
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Minkowski
� á±ã Ø­ÚÁÞëø Ü è¦ÛÊø Ø­Ú áÍæßÞ�ìßç Ú©Ü á¾ã�Û�Ü ø­ØîäÁé Ü ç ø¦ÛÊø Ü ø¦ûÝ·äÁÝ¿Þ�í©Ü ø©Ü±Ú¦ûîÜ¾Ý à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßíùäÁáÌÜ ø�äÁáQ� Ú	��D©Ü á ç ø ì��·ãïäÁÚ©ìßÚâó eM�©Ü í Ü±Ý æ·ç¢í	X��¦ø¦äÁÚ�ä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­Ú��+����á¾ã á è­ØñìßÚ­Ø­Ý­Ø©Þ�ìßÝÁæ·Ý¿ÞËø���Ý�D­Ø Ü¾Ú ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø­Ú ðúÛëá ä·ãïÚñì¿ÝßÞ Ø�F ì��ÁãïäÁÚ©ìßÚdF ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý·ç èÁöQ��á±ã Ü áá±è¢Ø¶àâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞËø���Ý�D­ØÏè	�	�Áá±û Ü á±àßØ¦Þºì¿é û¼áÍæßÞ
XßÝ��+F¦û�XßÚ¦ç�BÙØ Û�Ü¾ÚÂàâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèâó � �ôç Ú¦äÁä·Þ�ì�FÚ+�©Ü±Ý·Û;�©Ûëàâé Ü¢Þ¤ÛÊøîÚ­Ø­è¦äÁá ÛÊÚ Û�Ü¾ÚîàâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèåä¦æ·Ý·ç¢á±ã áÍæßãËÛÊø¦û¶Ø­Ú Ú	�	�ÁÝßÞCB�ÛÊá¾ÞâÜ éÍÜ¾ÝßÞïÚ äÁéÍÜ ç ÚÝ·äÁÝ¿Þ�í©Ü ø©Ü±Ú¦û�¡ÊÚ+�­Ü�F ø Ú��+�ÁÝßãCG�ÛÊø ä¦æ·Ý·ç¢á±ã Ø©ÚåÚ©æ·Ý·êëá^�©à���á¾ãôà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú©ûÌé¹Ø­ÚåäÁá Ü±Ú¦ÛÊà ø¦äÁÚ��Ü¢Þ¤ÛëäÁí¢XßÚ¦ç�D©Ü ø­Ü¾Ú¦û Û�Ü±ÚÂÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø­Ú FÂäÁá Ü øÂàâç�F©Ûëø Ü ø¦ûýÜ áÍÜ ç¢Ú��OGÙØ©Þ�ì�F¦û�äÁáÍÜ ç­Þºì�F©û

Mahalanobis
R

dM(Xi, Xj) = (Xi −Xj)Σ
−1(Xi −Xj)

T ,íÁæ·Ý�� Ü±ÚåÛ�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ
Xi, Xj

��áQG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾Ú¦ÞÊÿ¢ÞïÚ¢Ø	D©ÛëäÁÚ­Ü¾Úf�ôç Ú¦äÁä�F©û��âìßÚÁÞ
Σ
á¾ã Ø­ÚÁÞ Ü±Ý äÁø©Ü ç�B�Ý ÛK�­Ø��ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý·ç¢è©û�Ü±Ý��ñÿ á±ã �ôäÁÚ©Ü±Ýßû��<F Ü±Ýñæ·ç¢Ú��ôäÁÚ©Ü¢Þ�ìßí äÁø©Ü ç�B�Ý ÛK�­Ø­ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý·ç è¦û�Ü ø©û ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û ÿ¢ø��ä·Þ¤Ý��©ç��ôãïÚ¦ûÓÜ^GÙØåÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØßó � äÁá Ü ç¢Þ�ì�F Ú+�©Ü�FåÚ­Ø­Ú���éÍÜ á¾Þôÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßèsX·è¦ç ø Û�Ü±Ú à Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­Þ\�Û�Ü¢Þºì¿èÌÚ­Ø­è	�ÁÝ��ôÚ äÁá¼Ü¢Þ¤û¬ÿ­Þ�Ú¦Ûôæ·Ýßç é û¬Ü±Ý��¦û ìßÚÁÞ·Ü¢Þ¤ûU�ôç Ú¦äÁä·Þºì¿é û¶ÛK�¦ÛÊà áÍÜ¢ã¤ÛÊá¾Þ¤û¼Ü¾Ý��¦û¢ó � ìßÚ­Ø­Ý­Ø©Þ�ìßÝ	�æ·ÝßÞºø¦äÁé¹Ø­ø�äÁáÍÜ ç­Þºì�F

Mahalanobis
à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ÞCF���ø©ìßá�Û�Ü ø­Øåá ç��ôÚ¦ÛëãïÚ3

�+���£�;�ÊÞïÚ Ü ø¢Ø á^H Ú	�OG��OF

�©æ·á ç{� áQ�	�Áá¾ÞC¤�Ý·á±Þïÿ�BÙØåÝ·äÁè¦ÿ�GÙØ¿óü1�­æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛëäÁí·ûÏÚ©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØÌÿ á¹Øîá±ã Ø­ÚÁÞâÚ­æ·Ýßÿ Ý©Ü¢Þºì¿í·ûÏí©Ü±Ú­Ø�äÁá ç­Þºì¿èaF�í��ÁÚîÜ±Úîà Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­Þ\�Û�Ü¢Þºì¿è ÿ¢á¹Ø á¾ã Ø©Ú¦Þ�ÛK�­Ø­á±àOF���ìßÚ��;B�û ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿Ýßã�Ü�D©æ·ÝßÞÒà Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØ ÿ¢á¹Ø á¾ã Ø©Ú¦Þ�ÛK�	� ìßç¢ã
�ÛëÞïäÁÝßÞÊäÁáÍÜ±Ú+H�D Ü¾Ý��¦û¢ó�T¶Ú¦ç í��¦Ú Ú	�©Ü èN���ÊÞïÚ Ü¾Ý Ûôì¿ÝÁæ·í Ú+�©Ü í é±à Ý��­Ø æ·ç Ý©Ü¾Ú���á±ãâæ·Ý��	�Áé±ûÏäÁáÍÜ ç¢Þ�ìßé±û¢ó
T¶á ç¢ÞËÛÊÛÊí©Ü á ç á±ûÏæ��Áø¦ç Ý·êëÝßç¢ãïá û_�ÊÞïÚåÚ+�©Ü�F­Ø Ü ø­Øîæ·á ç¢ã�æÁÜQG�Ûëøf��Úåÿ Ý���Ý�D­ØåÛ�Ü±Ý]�Óá±êëè	�ÁÚÁÞ¤Ý�� ó
ikjQ¥ n o§¦�w©¨�wxyªu vktE¨sw3«¬wx­®|d¯°|d}

üÌÞ æ·á ç¢ÞËÛÊÛÊí©Ü á ç Ý¿Þ á ç á^�¢Ø©ø­Ü é±ûÂÿ¢ÞïÚ©àNG�ç¢ãïõ Ý��¢ØîÜ±Ý��©ûÏÚ	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ��¦ûÏÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦ûÏÛKD¦äÁêKGÙØ­ÚäÁá¼Ü ø­ØÌì¿Ú­Ü è©Ü¾Ú	H¢øÌæ·Ý��îÚ©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ á Ü±ÚÁÞ Û�Ü¾Ý�W�àOF¦äÁÚ±J¿óC�âó�²¼Û�Ü í·ÛÊÝ Ú+�©Ü�F�ø Ü±Ú+H¢Þ Ø­íßäÁø©ÛëøÌä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­ÚÂÛK�¦ä¦æ��Áø¦ç�G7��á¾ã ìßÚÁÞ¦Ú©æ·íÌè	�+�ÁÚÂÛ�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚÂæ·Ý��Ïá ä¦æ��Áé ìßÝ­Ø¢Ü±ÚÁÞ¦ÛÊá ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿Ý�D¦û¼Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ��¦ûÚ­Ø­á^H è¦ç°Ü ø©Ü±Ú Ú©æ·í Ü ø¢ØîÜ±Ú+H¢Þ Ø­íßäÁø©Ûëø Ü±Ý��¦û­ó
• ³ ��´�µ5¶�·Q�Q�����������-F¹¸[�º�+� »K�{����������Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ¼R � Þïÿ¢Þïí©Ü ø©Ü±ÚñÜ ø¦ûîÛK�	�ôà�BÙØ©áQ�¦ÛÊø¦ûîÚ¢Ø©Ú©ê�ém�ç á Ü±ÚÁÞÊÛÊáÏÚ	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûÓæ·Ý��s�Áá±Þ Ü¾Ý��¦ç��ôÝ�D­Øa��áLG�ç�BÙØ¢Ü±Ú¦ûÓÚ¦ç àôÞ�ìßè ìßè���áÏÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã¤Ý ÛÊÚ­Øîä·ÞïÚÝ·äÁè¦ÿ Ú ð äÁÝ¢Ø©Ý	� ÝßäÁè©ÿ¢Ú

(singleton)
öQ�ÀìßÚÁÞÙÛ�Ü¾Ú©ÿ­Þ�Ú©ìßè áÍØ­ÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¢Ø Ý·äÁè¦ÿ á±û�äÁé à ç¢Þ Ø­Ú Þ�ìßÚ��Ø­ÝÁæ·Ý¿ÞËø���á±ã ìßè©æ·ÝßÞËÝ ìßç¢Þ¤Ü�F©ç­Þ¤Ý Ü á±ç äÁÚ©Ü¢Þ¤ÛÊäÁÝ�Dâóge¬Ø¢Ü¢ã\��áÍÜ¾ÚùéÍØ­Ú¦û ÿ¢ÞïÚÁÞïç áÍÜ¢Þ�ìßíßû Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û

��áQG�ç á±ã í©Ü¢Þ í��ÁÚ Ü¾Úñÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø­ÚùÛÊà ø©äÁÚ©Ü¢ãïõ Ý��­Ø�ä·ã�Ú Ý·äÁè¦ÿ ÚñÜ ø­Ø�Ý·æ·ÝßãïÚ éÍæ·á¾Þ Ü±Úùÿ¢ÞïÚÁÞ�ç¢á±ã�Ûëáè	�+�¦á±û��ôáQG�ûÓí©Ü±Ý�� Þºì¿Ú¢Ø©ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá±ÞëÜ±Ý ìßç¢Þ¤Ü�F©ç­Þ¤ÝñÜ á ç¢äÁÚ­Ü¢ÞËÛÊäÁÝ�Dâó
• ½ �+�����^»/���;F ½ ���+¾;�^�
¿ÓÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ¼RÂÖ ×ÙØ­Ú Ú+�¦Û�Ü ø¦ç í·û Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûåÚ­Ø­Ú���é Ü á±Þ�Ü±Ýùìßè���áÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ý ÛÊá ä·ãïÚ äÁí¢Ø©Ý Ý·äÁè¦ÿ Ú ì¿Ú­Ü èùÜ ød�¦á¾Þ Ü±Ý��©ç��ôãïÚ ìßÚÁÞ éQH Ýßÿ Ý Ü±Ý��¿ó Ö ×ÙØ­Ú¦û Ú¦ÛÊÚ¦ê�F©ûÚ	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû¬Ú­Ø­Ú���éÍÜ á¾Þ	XßÚ���äÁÝ�D¦û²ÛK�¦äÁäÁá Ü±Ý©àNF¦û¼Ü¾Ý��Óì¿è���á²Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã¤Ý�� Û�Ü¢Þ¤û²Ý·äÁè¦ÿ á±û¢ó�À ãïÚÚ¦ÛÊÚ¦ê;F¦û¶Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëøåä¦æ·Ý·ç á¾ãâØ­Ú äÁáÍÜ¾Ú©Ü ç Ú©æ·á±ã ÛÊá¶Ú+�©Û�Ü ø¦ç�F�Ú­Ø­Ú���é Ü±Ý­Ø¢Ü¾Ú©û¶Ü¾Ú Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚÛ�Ü ø­ØîÝ·äÁè¦ÿ Ú Û�Ü ø¢ØîÝÁæ·ÝßãïÚ é à Ý��­Ø Ü±Ý�äÁáL�ôÚ	��D­Ü á±ç ÝsX·Ú���äÁí ÛK�¦äÁäÁáÍÜ¾Ý­àOF¦û­ó
• Á �L���L�I»OÂ���·��
�-���������OF ³ �L��µ~�+�����¼�����¿Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝßÞ¼R~WÃ�­Ø�F��;G�ûÏÚ+�©Ü�F ø Þïÿ¢Þïí©Ü ø­Ü¾ÚåÚ­Ø­Ú¦êëé±ç ám�Ü±ÚÁÞ�ÛÊá äÁá���íßÿ Ý��¦ûåæ·Ý�� áÍæßÞËàâá¾Þïç Ý�D­Ø Ø­Ú[X·áQ�¦Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊÝ��­Ø ä·ÞïÚùÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø�ì¿í·Û�Ü¾Ý��¦û¢óü Ü ç¢íÁæ·Ý·ûqXßáL�¦Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û ì¿Ú���Ý·ç¢ãïõ á±ÞôÜ±Ý á±ãïÿ Ý·ûÂÜ¾Ý�� Ú	�	�ôÝ·ç­ã ��äÁÝ�� Ûëá Û�Ü±Ý©àâÚ¦Û�Ü¢Þºì¿í�FØ¢Ü á Ü á ç ä·Þ Ø©Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßíôó
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        ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ
ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΣΗΣ

ΙΕΡΑΡΧΙΚΟΙ        ∆ΙΑΜΕΡΙΣΤΙΚΟΙ

        ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ
ΚΟΣΤΟΥΣ

       ΓΡΑΦΟ−
ΘΕΩΡΗΤΙΚΟΙ SEEKING

        ΑΠΛΗΣ
ΣΥΝ∆ΕΣΗΣ

        ΠΛΗΡΗΣ
ΣΥΝ∆ΕΣΗΣ

ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΟΙ         MODE

��� ��� � ���ÊÉ � �ñ��� ÉÅ�°Ô§¡ Î°´­�°� µ·�ÏÉÈÐÒÎÓ�§¨§Çß«©Æ¾� ½â�°ÐÒÎ¶«©� �°¯¾«¢³¢«¦� � µÁ��Ë§Õ

Ì ÍÏÎ ÍLÐ Ñ�Ò�Ó`Ô ÓUÕhÖØ×�Ù±ÚgÛÝÜqÞ�ß�ÓMÖIà3áfÙ±ÖEâÝá±Ô ãÃÙ ä Ù±ÚIå_æaå_ç
üÌÞ-è á ç Ú¦ç àôÞ�ìßÝßã/eM�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞ üÏäÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û á ì·Ü áL�ÁÝ�D­Ø Û;�¢Ø©Ú���ç Ýßã¤ÛÊá¾Þ¤û��

hierarchical ag-
glomerative

�OF ÿ¢ÞïÚ¦àNG�ç¢Þ¤ÛÊäÁÝ�D¦ûÏÜ^GÙØåÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ��
hierarchical divisive

ó
é Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì¿í ÜQGÙØ Þïá ç Ú¦ç àôÞ�ì�BÙØ äÁá���í·ÿ�GÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ æ�G�û ø Ú­Ø­è���á Ûëø á¹Ø­íßûåÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁé¹Ø©Ý��ÛÊáÌä·Þ�Ú Ý·äÁè¦ÿ Ú á±ã Ø­ÚÁÞ�Ý·ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�F¿óqZåø	�¦Ú¦ÿ�F äÁí��ÁÞËû�éÍØ­Ú Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ãïäÁá¹Ø­Ý áÍØ�G7��á¾ãëäÁáÓä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú æ·Ý­Ü éÿ áÍØåÚ­æ·ÝßäÁÚ­ì¿ç�D­Ø­áÍÜ¾Ú¦ÞÊìßÚÁÞÊÿ áÍØåÛK�	� àNGÙØ­á^D¦áÍÜ±ÚÁÞëäÁá¶è	�+�ÁÚåÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ãïäÁáÍØ­Ú æ·Ý�� Ú­Ø�F©ìßÝ��­ØåÛÊá¶ìßè©æ·ÝßÞïÚè	�+�Áø Ý·äÁè¦ÿ ÚâóüÌÞ¿Û;�¢Ø©Ú���ç ÝßÞ¤Û�Ü¢Þºì¿é ûÂÞ�á±ç Ú¦ç àôÞ�ìßé û ð

agglomerative
ö äÁéL��Ý·ÿ Ý¿Þ ÛÊà ø©äÁÚ©Ü¢ãïõ Ý��­ØÌä·ÞïÚ ÛÊá±Þïç èîÚ©æ·íÛK�	�ôàNGÙØ­áQD¦ÛÊá¾Þ¤ûÓÜ^GÙØ

n
Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾Þ�äÁéÍØ�GÙØ ÛÊáÌÝ·äÁè¦ÿ á ûÌìßÚ©Ü±Ú	��F��ôÝ­Ø¢Ü¾Ú©û�ÛÊáÓä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú ø ÝÁæ·ÝßãïÚ�æ·ám�ç¢ÞC�ÁÚ¦ä�Xßè¢Ø©á±ÞßÜ±ÝåÛKD­Ø­Ý��ÁÝåÜ^GÙØÌÚ¢Ø­Ü¢Þºì¿á±ÞïäÁé¹Ø�GÙØ¿ó�e¬Ø¢Ü¢ã\��áÍÜ¾ÚN�âÝßÞâÿ¢ÞïÚÁÞïç áÍÜ¢Þ�ìßé±ûÏÞ�á±ç Ú¦ç àôÞ�ìßé ûåð

divisive
öäÁéL��Ý·ÿ ÝßÞ¿àNG�ç¢ãïõ Ý��­ØÓÜ±Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝîÜQGÙØ

n
Ú¢Ø­Ü¢Þºì¿á±ÞïäÁé¹Ø�GÙØÌÛëá�æßÞ¤ÝåáÍì��¦á æÁÜ��¦ÛÊäÁé¹Ø­á±û²ÿ¢ÞïÚ¦äÁá ç¢ãËÛÊá±Þ¤û ìßÚÁÞÜ áQ�ÁÞ�ìßèÌìßÚ©Ü±Ú	��F	� Ý��¢ØÌÛ�Ü±Ý­ØÓá¹Ø¢Ü¾ÝÁæßÞ¤ÛÊäÁí
n
Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ��·æ·Ý���øÌìßÚ���á ä·ãïÚÓæ·á±ç¢Þïé à á±ÞâéÍØ­ÚÌÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ã�äÁáÍØ­Ýôó

P²ÚÌÚ­æ·Ý©Ü áQ�¦é±ÛÊäÁÚ©Ü±Ú¶ÜQGÙØÏÛK�­Ø­Ú���ç Ý¿Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØ¶ìßÚÁÞ¦ÜQGÙØÏÿ¢ÞïÚÁÞ�ç¢áÍÜ¢Þ�ì�BÙØÓäÁá���íßÿ�GÙØ æ·Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü è­Ø­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞÛÊáÂéÍØ­Úåÿ¢Þ¤Ûëÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú©Ü±Ý�ÿ¢Þïè	�ôç Ú¦äÁäÁÚa�âØ�G�Û�Ü íhG�ûa����·��Ø»K��´�»K�^ÂÇÂ/�
(dendrogram)

óüÌÞôæ·Ú¦ç Ú	�ôí·äÁá¹Ø­á±ûÌÝ·äÁè¦ÿ á±ûÓá±ã Ø­ÚÁÞëêKG��·ÞïÚ©ÛëäÁé¹Ø­á±ûÏìßÚÁÞôìßÚ���á±ä·ãïÚ ä¦æ·Ý·ç á¾ã Ø­Ús��áLG�ç¢ø���á±ãOG�ûÓéÍØ­ÚäÁé±ç Ý·ûÀä·ãïÚ¦ûÀáQ�¦ç�D©Ü á ç ø¦û ìßÚÁÞ°æßÞËÝ æ·á±ç¢ÞïáÍì·Ü¢Þ�ì�F¦û�ÝßäÁè©ÿ¢Ú©ûÙæ·Ý��²à Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ°Ú©æ·í¶é¹Ø­ÚU�	¤�ø	�¦í©Ü á±ç Ýá æßãºæ·á±ÿ ÝñÝ·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦û�
b���Ø�+êN�Ïë	ìN� S J+ë�� ó
í �=,/.?,-î~6�ï~(�>�ðgñ��#./Æ ,/4�6Y�q*/6�ï~(�>ò&ó(	Æ 47�;4�6
��á¹Ø©Þ�ìßèN�ÒÜ±Ú�X�F¦äÁÚ­Ü¾Ú�á¹Ø­í·ûîÛK�­Ø­Ú���ç¢ÝßÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßÝ�DñÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��]�ÊÞïÚ�Ü ø­Ø Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø

n
Ú¢Ø­Ü¢Þ\�ìßá¾ÞïäÁé¹Ø�GÙØåá±ã Ø­ÚÁÞÊÜ±Úåá^H�F¦û�R

ô]õ 25.
1o
e¶ç¢à Þ�ìßèN� Ü±Ú

n
Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ãïäÁá¹Ø­Úùà�G�ç­ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�Ûëá

n
Ý·äÁè¦ÿ á û­ó��ÓÚ©Ü±Ú¦Ûôì¿áQ�¦è¦õ áÍÜ¾Ú¦ÞÜ±Ý

n× n
ÛK�¦äÁäÁáÍÜ ç­Þºì¿í äÁø©Ü ç�B�Ý Ú©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØ

D = dij

ó
ô]õ 25.

2o
WýÜ±Ý äÁø©Ü ç�B�Ý

D
Ú­Ø­Ú¦õ ø©Ü á¾ã Ü±ÚÁÞ¼Ü¾Ý õ áQD	�ôÝ·û Ü^GÙØ æ��¦ø¦ÛëÞïé±Û�Ü á ç�GÙØ�Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ¿óÖ ×�Û�ÜQG í©Ü¢Þ�ø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø äÁáÍÜ¾Ú	H�D Ü^GÙØ ìßÝ­Ø¢Ü¢Þ Ø­í©Ü á ç�GÙØ�Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ

U
ì¿Ú¦Þ

Vá±ã Ø­ÚÁÞ
dUV

ó
ô]õ 25.

3o
WÃ�	� àNGÙØ­á^D¦Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ ÝßÞ ÝßäÁè©ÿ¢á û

U
ìßÚÁÞ

V
ó � Ø­é±Ú ÝßäÁè©ÿ¢ÚñÝ¢Ø©Ý·äÁè¦õ áÍÜ¾Ú¦Þ

(UV )
ó×ÙØ­ø¦äÁá ç�BÙØ­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Ü±Ú æ·á ÿ¢ãïÚ Ü±Ý���äÁø©Ü ç�B�Ý�� Ú©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØ��ëÚÁö²ÿ¢ÞïÚ	�ôç è¦êëÝ­Ø¢Ü¾Ú©û
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Ü¢Þ¤û]�ôç Ú¦äÁäÁé û ìßÚÁÞÙÜ¢Þ¤ûñÛ�Ü�F	�¦á±û æ·Ý�� Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Ý�D­Ø Û�Ü¢Þ¤ûñÝ·äÁè¦ÿ á±û

U
ìßÚÁÞ

VìßÚÁÞ�XßöÀæ·ç Ý·ÛO��é Ü±Ý­Ø¢Ü¾Ú©û ä·ÞïÚ��ôç Ú¦äÁä�FÓì¿Ú¦Þ¿Û�Ü�F	�ÁøÏæ·Ý�� ÿ á¾ã¤à¿Ø­á±Þ¿Ü ø­ØÓÚ­æ·íßÛ�Ü±Ú¦ÛÊøÜ ø¦ûÓÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û
(UV )

Ú©æ·í Ü¢Þ¤û_�©æ·í��ÁÝßÞ�æ·á ûÌÝßäÁè©ÿ¢á û­ó
ô]õ 25.

4o
×Àæ·Ú­Ø­Ú	�ÁÚ©ä�Xßè­Ø­Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ Ü¾ÚdX�F¦äÁÚ©Ü±Ú3J ìßÚÁÞ7� ÛK�­Ø­Ý��ÁÞ�ìßè

n − 1
ê�Ý·ç é±û¢óxWýÜ¾Ý­ØÜ á ç äÁÚ©Ü¢Þ¤ÛëäÁíñÜ±Ý��ñÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ���í��ÁÚ�Ü¾Ú Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ãïäÁá¹Ø­Ú�Ú­Ø�F©ìßÝ��­Ø ÛëáÌä·ãïÚ�Ý·äÁè��ÿ Úâó üÓÞ Ý·äÁè¦ÿ á û æ·Ý�� æ·ç ÝßéÍì��+¤ëÚ­Ø ìßÚ©Ü è Ü ø­Ø áÍìßÜ éL�Áá ÛÊø Ü±Ý�� Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��ìßÚ©Ü±Ú	�ôç è¦êëÝ­Ø¢Ü¾Ú¦ÞëäÁÚ¦õ¢ãÊäÁá¶Ü±Ý�á æßãºæ·á±ÿ ÝñÝ·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦ûÏìßè���áÂÛK�	�ôàNBÙØ­áQ�¦ÛÊø¦û­ó

üÌÞ©Þïá±ç Ú¦ç àôÞºì¿ÝßãÁÛK�­Ø­Ú���ç Ý¿Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßÝßã¦äÁéL��Ý·ÿ Ý¿Þ¦ÿ¢ÞïÚ­ì¿ç¢ã Ø­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ©ìßÚÁÞ©Ú©æ·íÏÜ±Ý��¦û�ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßÝ�D¦ûýÜ ç í	�æ·Ý��¦û �©ÛKD­Ø­ÿ á±ÛÊø¦û��
(linkage)

æ·Ý�� á ê�Ú¦ç äÁí·õ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þâì¿Ú­Ü è Ü¾Ý¢ØîÛÊà ø¦äÁÚ­Ü¢ÞËÛÊäÁíîÜQGÙØîÝ·äÁè¦ÿ�GÙØßó�×ÙØ�Bø äÁé Ü ç ø¦ÛÊø Ü ø¦ûñÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦ûñÚ¢Ø©è©äÁá±ÛÊÚ ÛÊá�ÿ�D¦Ý�Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ á±ã Ø­ÚÁÞ�Ú¦ç°ì¿áÍÜ è ÛÊÚ¦ê�F©û�� ø äÁéÍÜ ç ø¦ÛÊøÜ ø¦ûîÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú©Ûëø©ûîÚ­Ø­è¦äÁá ÛëÚ Ûëá�ÿ�D¦Ý Ý·äÁè¦ÿ á ûîæ·Ý��ñæ·á ç¢Þïé±àâÝ��¢Ø�æ·á ç­Þ¤ÛÊÛÊí©Ü á ç¢ÚñÚ­æ·í é¹Ø©ÚñÛ�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚä¦æ·Ý·ç¢á±ã¿Ø­Ú±�Êã Ø­á±Þ äÁá æ·Ý��+�ÁÝ�D¦û¶Ü ç íÁæ·Ý��¦û­ó üÓÞâæßÞ¤Ý ÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßÝßãâÜ ç íÁæ·Ý¿ÞôäÁéÍÜ ç ø¦ÛÊø¦û ðIFîÛKD­Ø­ÿ á±ÛÊø¦û¾öá¾ã Ø©Ú¦ÞëÝßÞôæ·Ú¦ç Ú©ìßè©Ü^G'

�N� S �N�Ø�+ê��c��J��Ïë	ìN�Ï÷	ë�� S J+ë�� S ��ì��£R
•
e æ���F ÛKD­Ø­ÿ á±ÛÊø_F�ìßÝ­Ø¢Ü¢Þ Ø­í©Ü á ç Ý��±�ôá±ã¤Ü±Ý­Ø­Úñð

Single linkage - The nearest neighbour
ö

•
TU��F¦ç ø¦ûîÛKD­Ø­ÿ á±ÛÊø]FñÚ­æ�BÀÜ¾Ú©Ü±Ý��[�ôá¾ã Ü±Ý­Ø­Ú ð

Complete linkage - The furthest neigh-
bour

ö
•
WÃD­Ø­ÿ á ÛëøåäÁé ÛÊÝ��åí·ç Ý�� ð

Average linkage
ö

•
À é���Ý·ÿ¢Ý·ûÓÜ¾Ý��

Ward

•
WÃD­Ø­ÿ á Ûëø ìßá¹Ø­Ü ç Ý·á±Þïÿ Ý�D©û ð

Centroid
ö

•
WÃD­Ø­ÿ á Ûëøåÿ¢ÞïÚ¦äÁé ÛÊÝ��ùð

Median
ö

� äÁéL��Ý·ÿ Ý·û¶æ���F¦ç ø¦ûÂÛKD­Ø­ÿ á Ûëø©ûM�©æ·Ý��ÁÝ��Êã�õ¢á±ÞôÜ ø­Ø�Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊøîÿ�D¦Ý ÝßäÁè©ÿ�GÙØ�à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ��Ü¾Ú©ûÌÜ ø­Ø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø Ü^GÙØåæßÞ¤ÝñÚ©æ·í·äÁÚ©ìßç�GÙØ Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ãbGÙØ Ü±Ý��¦û­ó~e¢�©Ü í·ûÌÝ�Ü ç¢íÁæ·Ý·û±�­æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛëäÁÝ�DÜ ø¦ûÏÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û��ôæ·Ú¦ç è	�ôá±ÞëÛ�Ü á¹Ø©è ÛK�­Ø­ÿ á äÁéÍØ­á û�F æ��©ìÁØ­é ûÌÝ·äÁè¦ÿ á û­ó�e Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±Ú øåäÁé���Ý·ÿ Ý·ûÏÜ ø¦ûÚ©æ���F¦û²ÛKD­Ø­ÿ á±ÛÊø¦û²íÁæ·Ý��f�©æ·Ý��ÁÝ��Êã�õ¢á±ÞâÜ ø­ØÓÚ­æ·íßÛ�Ü±Ú¦ÛÊøÌÚ¢Ø©è©äÁá±ÛÊÚÌÛ�Ü¢Þ¤û¬ÝßäÁè©ÿ¢á û¬Ú©æ·íîÜ ø­ØÓÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú��ÛÊøîÜ^GÙØ æßÞ¤Ý ìßÝ­Ø¢Ü¢Þ Ø�BÙØ Ü±Ý��¦ûÓÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØf�©æ·Ý·êëé±ç á±ÞëÚ­æ·í Ü¾Ý æ·ç í+X��Áø¦äÁÚ Ü ø¦ûÏÚ	���©Û�ã�ÿ¢Ú©û ð
chaining

effect
öÍó'WýÜ±Ý°W�àOF¦äÁÚøJßóC�O�ýÚ©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ¼Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü á±ç è Ü¾Ý Ú©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛÊäÁÚ Ü ø¦û Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø¦ûà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú¦ûÓÜ ø­ØîäÁéL��Ý·ÿ Ý�Ú©æ���F¦ûÏÛKD­Ø­ÿ á Ûëø©ûÂáÍØ�B Û�Ü±Úåÿ¢áQH¢ÞïèåÜ ø¦ûÂæ���F¦ç Ý��¦ûÓÛKD­Ø­ÿ¢á ÛÊø¦û­ó
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��������� �Ò�÷ö��ùø�� �°¯¾«¢³¢«¦� � µÁ� ÄÁÆ � µ¿¡Ë� «­³¢«¦¡ûúÒÎ§ÉÑ��Ë ÉÍ�§Î �¢Ã ½â«­¯¾«ñ�§³ ¨°ª�Ë µ·»¾Î§¯¾¸ÅµÁ��Ëýü �°Æ§¡ µÊÉ ¸ÅÆ¾®ÿþ�� £©� ¡ÉÍ��Ë�³¢¨°ª Æ±«©¥�Ë¼µ·»¾Î°¯±¸ÅµÁ��Ë ü ¯¾¸ÑÔ§¡Ë®ÿþÑÕ
üÌÞâÜ ç íÁæ·ÝßÞôÛ;D¢Ø©ÿ á ÛÊø¦û æ·Ý��îà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞÊÚ©æ·íåÜ¢Þ¤û¶æ·ç ÝßÚ¢Ø©Ú©ê�á ç{��á±ã¤ÛÊá±ûÂäÁá���í·ÿ¢Ý��¦ûÂÞ�ìßÚ��Ø­Ý·æ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø é¹Ø­Ú­Ø á æ·Ú­Ø­Ú	�¦ø©æÁÜ¢Þ�ìßí Ü�D­æ·Ý¹�ÊÞ�Ú�Ü ø­Ø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊøN�

dk(ij)

� äÁá Ü±Ú+H�D Ü ø¦û�Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û
k
ìßÚÁÞ
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Ü ø¦ûÂÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û

(ij)
�âæ·Ý��îæ·ç Ý·éÍì��	¤�áÏÚ©æ·íåÜ ø­Ø ÛK�	�ôàNBÙØ­áQ�¦ÛÊøîÜ^GÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ ð£FîÜQGÙØ Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãCGÙØ©ö

iìßÚÁÞ
j
ìßÚ©Ü è Ü ø ÿ¢Þïè¦ç°ìßá¾ÞïÚ áÍØ­í·ûÌÛ;�¢Ø©Ú���ç ÝßÞ¤Û�Ü¢Þºì¿Ý�DfX�F¦äÁÚ©Ü±Ý·û­óýü Ü�D©æ·Ý·ûÓÚ+�©Ü í·ûÓá¾ã Ø©Ú¦ÞëÝñÚ©ìßí��ÁÝ����

��Ýßû�R
dk(ij) = αidki + αjdkj + βdij + γ

∣

∣dki − dkj

∣

∣,
ð£J¿ó S ö

íÁæ·Ý��
dij

á¾ã Ø©Ú¦ÞÙø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø äÁáÍÜ¾Ú	H�D ÜQGÙØùÝ·äÁè¦ÿ�GÙØ
i
ìßÚÁÞ

j
ìßÚÁÞ

α, β, γ
Ú­Ø­Ú¦êëé±ç Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ?G�û

���m»��^Â?�{�9»-���º��ÝßÞÒÜ¢ÞïäÁé û Ü^GÙØ ÝÁæ·ÝßãCGÙØñìßÚ���Ý·ç¢ãïõ Ý��¢Ø Ü±Ý­Ø Ü�D©æ·ÝEJßó S ��íÁæ�G�û ê�ÚÁã Ø©áÍÜ±ÚÁÞ�Û�Ü¾Ý­ØgTÂã Ø©Ú��ìßÚgJ¿ó S ó
�ÌÝ¢Ø­Ü¢Þ Ø©í­Ü á±ç Ý·û_��á±ã Ü¾Ý¢Ø©Ú©û

αi = αj = 1
2

β = 0 γ = −1
2e¶æ�BÀÜ±Ú©Ü¾Ý·û_��á¾ã Ü±Ý­Ø­Ú¦û

αi = αj = 1
2

β = 0 γ = 1
2WÃD­Ø­ÿ¢á ÛÊø�À é±ÛÊÝ�� Ö üÓç Ý��

αi = ni

ni+nj
, αj =

nj

ni+nj
β = 0 γ = 0À éL��Ý·ÿ Ý·ûÓÜ±Ý��

Ward αi = nk+ni

nk+ni+nj
, αj =

nk+nj

nk+ni+nj
β = −nk

nk+ni+nj
γ = 0

Centroid
Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø

αi = ni

ni+nj
, αj =

nj

ni+nj
β = −αiαj γ = 0

Median
Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø

αi = αj = 1
2

β = −1
4

γ = 0��� 	ë��
��������
�������°Æ±®°� ¸ÑÉ Æ¾«¦¡©Ç¿¡Ë�ÏÉÅ«§ÎÂÉ »§³¢«��¦Õ��°Õ
� Þ�ÚåÜ ø¢ØîìßÚ	��D©Ü á ç ø ì¿Ú­Ü¾Ú­Ø­í·ø¦ÛÊøîÜQGÙØåÚ	�+�ôÝ·ç¢ã ��ä+GÙØîÚ+�©Ü�BÙØ æ·Ú¦ç Ú���é Ü±Ý��¦äÁá¶é¹Ø­Úåæ·Ú©ç¢è©ÿ¢á±Þ �ôäÁÚÞïá ç¢Ú©ç¢à Þ�ì�F¦û ÛK�	�ôàNGÙØ­áQ�©Ü¢Þ�ì�F¦û Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û­ó¶Ö ×�Û�ÜQG �ÁÝßÞ�æ·í­Ø Ü¾Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ

X
��äÁá

ë Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ�G�ûÓÚ©ìßÝ��ÁÝ�D��;G�û�R

X =























x0

x1

x2

x3

x4























=























1 1
1 1.5
3.5 1
4 1.5
3 1























P²Ý äÁø©Ü ç�B�ÝîÚ©æ·Ý·Û�Ü è©ÛëáLGÙØ¶äÁá Ü±Ú+H�DÌÜQGÙØÏÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ �ôÞïÚÌÜ±ÝîÛKD­Ø­Ý��¦ÝîÚ+�©Ü íîàâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞCBÙØ¢Ü±Ú¦ûÜ ø­Ø ×��©ì��Áá±ãïÿ á±ÞïÚ Ú­æ·íßÛ�Ü±Ú¦ÛÊøs�ôã Ø­á Ü±ÚÁÞ¼R






























x0 x1 x2 x3 x4

x0 0 0.25 6.25 9.25 4
x1 0.25 0 6.5 9 4.25
x2 6.25 6.5 0 0.5 0.25
x3 9.25 9 0.5 0 1.25
x4 4 4.25 0.25 1.25 0































×�H áÍÜ è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú©û Ü¢Þ¤û Ü¢ÞïäÁé±û Ú+�©Ü±Ý�D Ü±Ý�� æßã Ø©Ú­ì¿Ú Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û áÍØ¢Ü±ÝÁæßãïõ á¾Þýí­Ü¢Þ ä·ÞïÚ Ú©æ·í Ü¢Þ¤ûä·Þ�ìßç í©Ü á±ç á ûñÚ©æ·Ý·Û�Ü è©Ûëá±Þ¤û�Xßç¢ã¤Ûôì¿áÍÜ±ÚÁÞÀÚ­Ø­è¦äÁá±ÛÊÚùÛ�Ü±Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ
x2

ìßÚÁÞ
x4

�ÀìßÚÁÞÀéÍÜ Û�Þ áÍØ­ÝÁæ·ÝßÞïá¾ãÜ¢Þ¤û äÁÝ­Ø­Ý	� Ý·äÁè¦ÿ á û
{x2}

ìßÚÁÞ
{x4}

ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�©è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ûåÜ ø­Ø Ý·äÁè¦ÿ Ú
{x2, x4}

ó�WýÜ ø­Ø áÍæ·í·äÁáÍØ­øá æ·Ú¢Ø©è��Áø+¤ëøîÜ¾Ý�äÁø­Ü ç�B�Ý Ú©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáLGÙØ±�ôã Ø­á Ü±ÚÁÞ¼R






















x0 x1 x3 {x2, x4}
x0 0 0.25 9.25 4
x1 0.25 0 9 4.25
x3 9.25 9 0 0.5
{x2, x4} 4 4.25 0.5 0






















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üÓäÁÝßãCG�ûÌÝñÚ	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû�Û�Ü±Ý�áÍæ·í·äÁáÍØ­ÝhX�F¦äÁÚåìßÚ©Ü±Ú¦Ûôì¿áQ�¦è¦õ á±ÞÊÜ ø¢ØåÝ·äÁè¦ÿ Ú

{x0, x1}
�Êì¿Ú¦ÞëÜ±ÝÚ­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞËàâÝñäÁø©Ü ç�B�Ý Ú©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØ±�Êã Ø­á Ü±ÚÁÞ¼R















{x0, x1} x3 {x2, x4}
{x0, x1} 0 9 4

x3 9 0 0.5
{x2, x4} 4 0.5 0















WýÜ¾ÝåáÍæ·í·äÁáÍØ­ÝfX�F¦äÁÚÌø ä·Þ�ìßç í©Ü á ç¢ø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø_Xßç¢ã¤Ûôìßá Ü±ÚÁÞâÚ­Ø­è¦äÁá ÛÊÚ�Û�Ü øÌäÁÝ­Ø­Ý+� Ý·äÁè¦ÿ Ú
{x3}

ìßÚÁÞÜ ø­Ø Ý·äÁè¦ÿ Ú
{x2, x4}

��ÝÁæ·í©Ü áÓìßÚÁÞÒáÍØ­ÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¢Ø­Ü±ÚÁÞ óMP²ÝùäÁø©Ü ç�B�ÝñÚ©æ·Ý·Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØåæ·Ú¦ãïç§Ø©á±Þ�ìßÚÁÞ�Ü ø­ØÜ áQ�ÁÞ�ì�FåÜ±Ý�� äÁÝ·ç ê;FNR






{x0, x1} {x3, x2, x4}
{x0, x1} 0 4
{x3, x2, x4} 4 0







W�á Ú	�©Ü íîÜ¾ÝåÛÊø¦äÁá±ã¤Ý ÝåÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·ûÂÿ áÍØ�é à á¾Þßæ·Ú¦ç è äÁí­Ø­Ýåä·ÞïÚîáÍæßÞC�ÁÝ��=F�Ø­Úîá¹Ø�B�ÛÊá±ÞßìßÚÁÞâÜ¢Þ¤û¶ÿ�D¦ÝÝ·äÁè¦ÿ á±ûÓÛÊáÂä·ÞïÚâó�P²Ý�æ·Ú©ç¢Ú��ôí·äÁáÍØ­Ý�ÿ á¹Ø©ÿ ç í�� ç¢Ú©äÁäÁÚ Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞëÛ�Ü±Ý]W�àNF¦äÁÚgJßó�ë¿ó
x1

x0

x4

x2

x3��������� �����Ò����«�³¢�°Æ±�¾Çß´©� ¸ÈÎ°«Ó¯±¸ÈÎ°¯±Æ¾´¾ÇßÆ¾�°� � �¦Õ
í �=,/.?,-î~6�ï~(�>ò&ó(�Æ_4?��4�6 ��69.7�Y,/�=��:#>
À ãïÚ Þïá±ç Ú¦ç àôÞºì�F äÁé���Ý·ÿ Ý·ûÏÿ¢ÞïÚÁãïç á Ûëø©û

(divisive method)
Û�Ü ø­Ø á ì·ì¿ã Ø­ø¦ÛKF Ü ø¦ûM��áQG�ç á±ãÊí­Ü¢Þí��Áá ûÏÝßÞ Ý­Ø¢Ü í©Ü ø©Ü á ûÂÚ­Ø�F©ìßÝ��­Ø Ûëá¬ä·ãïÚ Ý·äÁè¦ÿ ÚîìßÚÁÞ Û�Ü øîÛK�­Ø­é±à á±ÞïÚîÿ¢ÞïÚ©àNG�ç¢ãïõ á¾ÞôÚ+�©Ü�F�Ü ø­Ø�ÝßäÁè©ÿ¢Ú¿ó
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Monothetic � R À Ý­Ø­Ý+��áÍÜ¢Þ�ì�F à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞ ä·ÞïÚñÝ·äÁè¦ÿ ÚñÛ�Ü ø­ØÝÁæ·ÝßãïÚ�í��Áá û¼Ý¿ÞÁÝ­Ø¢Ü í©Ü ø­Ü á±û¼é à Ý��­ØÂæ·ç Ý·ÛÊáQ�N�ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßèÏÜ ø­ØÂãïÿ¢ÞïÚÏÜ¢Þïä�F¢�ÊÞïÚÓä·ÞïÚÓÛK�	� ìßáÍìßç­Þ�äÁéÍØ­øäÁáÍÜ¾Ú�X��Áø©Ü�Fâó'Z ø��ÁÚ¦ÿ�FN�¬ÝßÞ²äÁÝ¢Ø©Ý+��áÍÜ¢Þ�ìßé±û Ý·äÁè¦ÿ á û ìßÚ���Ýßç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ¼Ú©æ·í Û;��� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø©á ûäÁáÍÜ¾Ú�X��Áø©Ü é û Û�Ü¢Þ¤ûåÝÁæ·Ý¿ã�á±û Û;��� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø©á ûåÜ¢ÞïäÁé±ûåá±ã Ø­ÚÁÞ��	���m»K�+�
���O���Q¿ �ÊÞïÚñØ©Ú��Êã Ø­Ý��­Ø ÝßÞÝ­Ø¢Ü í©Ü ø©Ü á ûÏäÁéL�Áø Ü^GÙØåÝ·äÁè¦ÿ�GÙØßó
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Polythetic � R À Þ�Ú æ·Ý�������áÍÜ¢Þ�ì�F�Ý·äÁè¦ÿ Ú á¾ã Ø­ÚÁÞ ä·ÞïÚ�Ý·äÁè¦ÿ Ú Û�Ü ø­ØÝÁæ·ÝßãïÚåí��Áá ûÓÝ¿ÞôÝ­Ø¢Ü í©Ü ø­Ü á±ûÂé à Ý��­Ø æ·ç¢Ý·ÛÊáL�O�ÊÞ¤Û�Ü¢Þºì¿è Ü¢Þ¤ûÓãïÿ¢Þïá ûÏÜ¢ÞïäÁé±û¢�ôÞïÚ éÍØ­Ús�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝÛK�	� ìßáÍì¿ç¢ÞïäÁé¹Ø�GÙØñäÁáÍÜ¾Ú�X��Áø©Ü�BÙØßó_Zåø	�ÁÚ¦ÿ�FN�ÒÝ¿ÞÒæ·Ý�������á Ü¢Þºì¿é ûåÝ·äÁè¦ÿ á±û ìßÚ���Ý·ç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�Ú©æ·íÛK�	� ìßáÍì¿ç¢ÞïäÁé¹Ø­Ýx�­æ·ÝßÛKD­Ø­Ý��ÁÝ äÁáÍÜ±Ú�X��Áø©Ü�BÙØ��ôÞïÚ Ü¢Þ¤û�ÝÁæ·Ýßãïá±ûñÛK�	�âì¿áÍìßç¢ÞïäÁéÍØ­á û Ü¢ÞïäÁé û á±ã Ø­ÚÁÞ
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PDDPü Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû
PDDP (Principal Direction Divisive Partitioning)
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Principal Component Analysis (PCA)
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Singular Value Decomposition (SVD)
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üÌÞÊäÁé���Ý·ÿ ÝßÞëæ·Ý�� Ú¢Ø	F­ì¿Ý��­Ø Û�Ü ø­Ø ìßÚ©Ü ø	�ôÝ·ç¢ãïÚ ÿ­Þ�Ú¦àNG�ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØ Ú	�+� Ýßç¢ã ��ä+GÙØåÿ ø¦ä·Þ¤Ý��©ç�� Ý�D¢Øä·ÞïÚÌäÁÝ­Ø­Ú¦ÿ¢Þ�ì�F Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø�ÜQGÙØÓÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØÌÚ­Ø¢Ü¢ãÁØ­ÚÓì¿Ú­Ü¾Ú¦ÛôìßáQ�¦è¦õ Ý��­ØÌä·ÞïÚÌÿ¢Ý·ä�FÌÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø��ÛÊø¦û íÁæ�G�û Ü±Ý ÿ á¹Ø­ÿ¢ç í��ôç Ú¦äÁäÁÚ æ·Ý�� ìßÚ©Ü¾Ú©ÛÊìßáQ�¦è¦õ Ý��­ØùÝßÞÀÞïá±ç Ú¦ç àôÞºì¿Ýßã�Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞ ó¬P²Ý ì�D¦ç¢Þ¤ÝÜ¾Ý��¦ûñæ��Áá Ý­Ø­éÍìßÜ ø©äÁÚ á±ã Ø­ÚÁÞÀø ÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü±Ú à ç�F¦ÛÊø¦û�Ü±Ý��©û ÛÊá æ·Ý���D äÁáQ� è	�ÁÚ ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ á ÿ¢Ý·äÁém�Ø�GÙØ¿ó~WÃ�­Ø�F��;G�ûÌÚ+�©Ü±Ý¿ãÊÝßÞ�Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ�áÍæßÞËàâá¾Þïç Ý�D­ØåØ­ÚaX·áQ�¦Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊÝ��­Ø ä·ãïÚ Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁáÍØ©Þ�ì�FÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø æ·Ý���Ý·ç¢ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞ á¾ã Ü á Ü¾ÝÁæßÞ�ìßè ðúÛëá é¹Ø­Úk�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÜQGÙØ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ©öåá¾ã Ü á Ý��·Þ�ìßè
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ð ÛÊá í��ÁÚ Ü¾Ú ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú¦ö ósW�á Ú+�­Ü�F�Ü ø­Ø ìßÚ©Ü ø��ôÝ·ç­ã�ÚùÚ­Ø�F©ìßá±Þ�ìßÚÁÞ Ý

k-means
æ·Ý�� á±ã Ø­ÚÁÞ Ý æßÞ¤Ýÿ¢ÞïÚ¦ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ý·ûÌÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·ûÌÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û­ó

0 .9�%$U87,/6¼Æ 2�47>
k-meansü Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û
k-means


bê+÷��9�Êá±ã Ø­ÚÁÞÊéÍØ­Ú¦ûÓÚ©æ·í�Ü±Ý��¦ûÌÚ©æ��ÁÝ�D¦Û�Ü á±ç Ý��¦ûÓÚ	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��¦ûÌÝ·äÁÚ��ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û Ú��+�Áè ì¿Ú¦Þ Ý æßÞ¤Ý ÿ¢ÞïÚ©ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­Ý·û­ó � XßÚ¦ÛëÞ�ì�F Þïÿ é ÚùÜ±Ý�� Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��ùá¾ã Ø©Ú¦Þ ø Ú¢Ø©Ú��æ·Ú¦ç è¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊøñÜ ø¦ûåìßè���á Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û Ú©æ·í é¹Ø­Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãËÝ Ü±Ý ÝÁæ·Ýßã¤Ý Ú­æ·Ý·ìßÚ	�¦á¾ã Ü±ÚÁÞ ìßÚÁÞ5�;:�·��9»/� Ü ø¦û¢ó
À á Ú+�©Ü íùÜ¾Ý­Ø�Ü ç¢íÁæ·Ý3�ÊÞ�Ú Ü±Ý­Ø ÿ¢ÞïÚ¦àNG�ç¢Þ¤ÛÊäÁí áÍØ­í·û Û;�¢Ø©í��ÁÝ��ùÛÊá

k
Ý·äÁè¦ÿ á û�� Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ý¿Þ¤Ý�D­Ø¢Ü±ÚÁÞäÁá�Ü��¦àâÚÁã¤Ý Ü ç íÁæ·Ý

k
ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ú

Pj, j = 1, . . . k
�ÒÜ¾Ý ìßè���á é¹Ø©Ú Ú©æ·íùÜ±ÚñÝÁæ·Ý¿ã�Ú Ú¢Ø­Ü¢Þºæ·ç¢Ý·Û=GÀæ·áQD¦á¾ÞìßÚÁÞ�ä·ãïÚ Ý·äÁè¦ÿ ÚâóUWýÜ¾Ý áÍæ·í·äÁáÍØ­ÝgX�F¦äÁÚ ÝñÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û�Ú­Ø­Ú���é Ü á±ÞÊìßè���áÓÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãËÝ Ü±Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ��ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØÌÛ�Ü ø­ØÓÝ·äÁè¦ÿ Ú�Ü ø©û¬ÝÁæ·ÝßãïÚ¦û Ü¾Ýîìßé¹Ø­Ü ç ÝåÚ©æ·é à á±ÞßÜ øÌä·Þ�ìßç¢í­Ü á±ç øîÚ©æ·í·Û�Ü¾Ú©ÛëøÓÚ©æ·í Ú	�©Ü íôó

� Ú­Ø­è���á ÛÊø Ú+�©Ü�F¹�Êã Ø­áÍÜ¾ÚÁÞ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ÞbBÙØ­Ü±Ú¦û�Ü ø­Ø Ú­ì¿í��ÁÝ�����ø ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊøùÛK�¦äÁäÁáÍÜ¾Ý­àOF¦û��ÊÞïÚìßè���áÂÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý
Xi

R

µj(Xi) =

{

1
á è­Ø

‖Xi − Pj‖ 6 ‖Xi − Pl‖ ∀ l 6= j
0

ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç á Ü¢Þ�ìßè ,
ð£J¿óº�¦ö

WÃ�­Ø�F��;G�û¹�ÊÞ�Ú Ü±Ý­Ø �©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁí Ü ø©û Ú­æ·íßÛ�Ü±Ú¦ÛÊø¦û
‖Xi − Pl‖

��à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã Ü¾ÚÁÞ�ø ×����ì��Áá¾ã�ÿ¢á±ÞïÚ Ú©æ·í·Û�Ü¾Ú©Ûëø¿óEeÂêëÝ�D í��ÁÚùÜ¾Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ é à Ý��­Ø Ú¢Ø©Ú­Ü áL��á±ã ÛÊá Ý·äÁè¦ÿ á û�Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û
�©æ·Ý��¦Ý��Êãïõ á±Þ­Ø­é±á û���é Ûëá±Þ¤û��ôÞïÚ Ü±Ú ìßé¹Ø­Ü ç Ú¬Ü^GÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ��¦Ú©æ·íÂÜ±ÝÏì¿é¹Ø¢Ü ç ÝqXßè¦ç Ý��¦û ÜQGÙØ¬Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ãbGÙØæ·Ý�� Ú­Ø�F©ìßÝ��­ØåÛÊá¶ìßè���áÂä·ã�ÚNR

P j =

∑n
i=1 µj(Xi)Xi
∑n

i=1 µj(Xi)
.

ð£J¿óC�Áö
P²Ú Ü áQ�¦á^�©Ü±ÚÁãïÚÌÿ�D¦Ý±X�F¦äÁÚ©Ü±ÚÌá ì·Ü áL�ÁÝ�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞßá æ·Ú¢Ø©Ú��Áø©æÁÜ¢Þ�ìßè äÁé à ç¢ÞßØ­Ú áÍæßÞ Ü á^�©à���á¾ãßÛ;D�� ì��·Þ¤Ûëø��áÍØ­í·ûÓäÁé Ü ç Ý�� ÿ­Þ�Ú¦Û�Ü ç émX��+G�ÛÊø¦û

D
æ·Ý�� Ýßç¢ãïõ áÍÜ¾Ú¦ÞKG�ûÓáQH�F©û�R

D =
k
∑

j=1

n
∑

i=1

µj(Xi)‖Xi − Pj‖
2.

ð£J¿ó�ë©ö
Ö üÂÜ±Ú­Ø áÍæßÞ¤Ü áQ�¦à���á±ã ÛKD	� ì��·Þ¤ÛÊø Ý Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û Ú­Ø­Ú¦êëé ç¢á±Þ�Ü¢Þ¤û Ú­Ø­Ú���é±ÛÊá±ÞËû ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ ÛëáÝ·äÁè¦ÿ á±û ìßÚ��;B�û ì¿Ú¦Þ�Ü¢Þ¤ûa��é ÛÊá¾Þ¤ûîÜQGÙØñÜ áL�·Þ�ì�BÙØñìßéÍØ¢Ü ç�GÙØßó]WÃ�¢Ø©ÝÁæÁÜ¢Þ�ìßè Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·ûåä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­Úåæ·á ç¢Þ �ôç Ú¦ê�á±ã;G�ûÓáQH�F¦û�R
S ó`eÂç àôÞºì¿ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø

k
ìßéÍØ¢Ü ç�GÙØåÛ�Ü¾Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ ÜQGÙØåÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ

J¿ó`e Ø­è���á ÛÊøîÜ¾Ý��åì¿è���á¶Ûëø©äÁá¾ã¤Ý�� Û�Ü ø Ý·äÁè¦ÿ ÚåäÁáÂÜ¾Ý ìßÝ­Ø¢Ü¢Þ Ø­í©Ü á ç Ý ìßéÍØ¢Ü ç Ý
�âó<�Âæ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁíßûÌÜ^GÙØ�Ø­éQGÙØ ìßé¹Ø¢Ü ç�GÙØîÜ^GÙØîÝßäÁè©ÿ�GÙØ
� ó¬×Àæ·Ú­Ø­è	�Áø+¤ëø Ü^GÙØ�Xßø¦äÁè©ÜQGÙØsJ��º�N� äÁé±à ç¢Þ Ø­Ú áÍæßÞ Ü á^�©à���á¾ãÊÛKD	� ì��·Þ¤ÛÊøâó
ü_�©Û�Þ�Ú¦Û�Ü¢Þºì¿èåÝ�Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û�á±ã Ø­ÚÁÞÊä·ÞïÚ ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚaX·áQ�¦Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦ûÏÜ ø¦ûÓÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ÞïäÁá¹Ø©Þ�ì�F¦ûÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø¦û�R

J =
k
∑

j=1

n
∑

i=1

‖Xi − Pj‖.
ð£J¿óCêÁö

e Øùì¿Ú¦Þ�ä¦æ·Ý·ç á±ã Ø©Ú Ú­æ·Ýßÿ á±Þ¤à���á¾ãÀí©Ü¢ÞÙø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚE��Ú ÛK�	�âì��Áã Ø­á¾Þ æ·è­Ø¢Ü±ÚN��Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûÿ áÍØ¹Xßç¢ãËÛôìßá±Þ�Ú­æ·Ú¦ç ÚÁÞ Ü�F©Ü^G�û Ü ødXßéQ�©Ü¢ÞËÛ�Ü ø ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç¢ÞËÛÊø æ·Ý�� Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ã�Û�Ü±Ý Ý��·Þ�ìßí�áL�Áè¦àôÞ¤Û�Ü¾ÝÜ ø¦ûîÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁá¹Ø¦Þºì�F©û Û;�¢Ø©è©ç Ü ø©Ûëø©û­óÂ×Àæßã¤ÛÊø¦û á±ã Ø­ÚÁÞ Þïÿ¢ÞïÚÁã Ü á ç¢Ú áQ�¦ÚÁã¤ÛO��ø©Ü¾Ý·û�Û�Ü±Ú�Ú¦ç àôÞ�ìßèñÜ��¦à Ú¦ãïÚá æßÞb�ÁáQ� äÁéÍØ­Ú ì¿é¹Ø¢Ü ç Ú ÜQGÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ ìßÚ��;B�û ìßÚÁÞ²Ü¾Ý æ��+F���Ýßû Ü±Ý��©û­ó � áÍæ·Ú­Ø­Ú	�ÁÚ¦ä�XßÚ¢Ø©í·äÁá¹Ø­ø
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


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
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

=























1 1
1 1.5
3.5 1
4 1.5
3 1










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









,

ê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞÒÛ�Ü¾ÝdW�àOF¦äÁÚ�J¿óº÷¿ó W�á Ú	�©Ü�F­Ø Ü ø­Ø á ì·Ü éL�Áá±ÛÊø�ÿ�D¦Ý Ü��¦à Ú¦ãïÚñÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·ÝßÞºø¦äÁé¹Ø­Ú ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ú��æ·Ý�� ÛÊø¦äÁá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ²äÁá Ü±Ý Ü á Ü ç è	�OGÙØ­Ý ìßÚÁÞ²Ü¾Ý ÛKD¦ä�X·Ý��ÁÝ �
×
� Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞËàâÚN�Óá^H áL�·ã¤ÛÊÛëÝ¢Ø­Ü±ÚÁÞÛKD¦äÁê;GÙØ­Ú äÁá Ü±Ý­Ø Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝôó W�á ìßè���á¹X�F©äÁÚ äÁáùÜ¾Ý ÛKD¦ä�X·Ý��ÁÝÅ�

∗
� Ú©æ·á¾Þºì¿Ý¢Ø¦ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ²Ü¾ÚÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Úùæ·Ý��ùÚ¢Ø­Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Ý�D­Ø Û�Ü¾Ýùæ·ç�BÀÜ±Ý ìßé¹Ø­Ü ç Ý ìßÚÁÞ�äÁá Ü¾Ý©�

+
� Ú	�©Ü èñæ·Ý�� Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞ¤à Ý�D­ØÛ�Ü±Ý ÿ áQD©Ü á ç¢Ýôó Ö üÂæ�G�ûÏê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞ¼�ÊÛ�Ü¾ÝgW�àOF¦äÁÚ�J¿óº÷ ð Ú¦öQ� äÁáÍÜ èîÜ ø­ØîÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø ÜQGÙØîìßé¹Ø¢Ü ç�GÙØÛ�Ü±Ý ÿ¢áQD©Ü á ç Ý ìßé¹Ø­Ü ç Ý Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ã�äÁí­Ø­Ý é¹Ø­Ú Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý�Ú­æ·í Ü±Ú ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ­Úâó¬eM�©Ü í é±à á±Þ7G�ûÚ©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛëäÁÚ Ü ø­Ø Ø­é Ú ��é±ÛÊø Ü^GÙØ ìßé¹Ø­Ü ç�GÙØ æ·Ý�� Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞ�Û�Ü±ÝòW�àNF¦äÁÚ J¿óº÷ ð%X¿ö ó e¶æ·íÚ+�©Ü í�Ü±Ý ÛÊø¦äÁá±ã¤Ý ì¿Ú¦Þýé æ·á±Þ Ü¾Ú��¬Ü±Ý ìßéÍØ¢Ü ç Ý æ·Ý�� æ·ç¢Þ Ø á±ã¤à áùäÁí¢Ø©Ý é¹Ø©Ú Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ã¤Ý Ú©æ·ÝÁìßÜ è éÍØ­ÚÚ©ìßí·äÁÚN�ýìßÚÁÞ�Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û ìßÚ©Ü¾Ú���F	�ôá±Þ Û�Ü ø ê�è©Ûëø Ü±Ý�� W�àOF©äÁÚ©Ü¾Ý·û¹J¿óº÷ ðI�ôö ó°e¶æ·í�Ú+�­Ü í Ü¾Ý

X�F¦äÁÚÏìßÚÁÞ·é æ·á±Þ Ü¾ÚÌøÓÚ­Ø¢Ü¢ÞËÛ�Ü±Ý¿ã¤à ø©ÛëøÓÜQGÙØÏÛÊø¦äÁá±ãCGÙØÏá±ã Ø­ÚÁÞÁì¿Ú¦ÞßøÓÜ áQ�ÁÞ�ì�FN�·ÝÁæ·í©Ü á²Ý¿ÞÁÜ áL�·Þ�ìßé±ûÃ��é Ûëá±Þ¤ûÜ^GÙØ ìßéÍØ¢Ü ç�GÙØåÚ©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�Û�Ü±Ý]W�àNF¦äÁÚgJßó�÷ ðúÿ¢ö ó
ð Ú¦ö ð%X¿ö

ð��Êö ðúÿ¢ö

��������� ���>=��?��ÃÅµ·µ·¸ÅÆ¾¡ Ë²¯§¡Ë�°¯¾«°Ä·¡¤£¦ÃmË¼¸Ñ³¢�¾Î§�§¨°ªA@â¸¹¡ Ë�ÉÑ«©¥Ï�§¨§Çß«­Æ§� ½¿�¢«­¥
k-means

Õ

0 .9�%$U87,/6¼Æ 2�47>
fuzzy c-meansü Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û
fuzzy c-means (FCM)

�ôæ·Ú¦ç í��ÁÝ�æ·Ý��s�Áá±Þ¤Ü±Ý��¦ç��ÊÞ�ìßè á±ã Ø­ÚÁÞÊí·äÁÝ¿Þ¤Ý·û äÁáÂÜ±Ý­Ø
k-means

��Û�Ü ø¦ç¢ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞëÛ�Ü ø¢ØaeÂÛÊÚ¦ê;F6BýÝ��ÊÞºì�F¿óqT¶Þ¤Ý ÛK�	�âì¿áÍìßç¢ÞïäÁéÍØ­Ús��áLG�ç á¾ãÊìßè���áÌÝ·äÁè¦ÿ Ú ÛëÚ¢Ø
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éÍØ­Ú Ú¦ÛÊÚ¦ê�é û Û;D¢Ø©Ý��ÁÝôó Ö üÏäÁÝ¿Þ�Ú¶äÁá�Ü¾Ý­Ø

k-means
�ÁÚ¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç¢ÞËÛ�Ü è ìßè���á�Ý·äÁè¦ÿ ÚÂäÁá éÍØ­Ú¶Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ã¤Ý�Ü±ÝÝÁæ·Ý¿ã¤ÝÓÚ©æ·ÝÁìßÚ	�Áá±ã Ü¾ÚÁÞ ìßÚÁÞ��;:�·��9»/�ÙÜ ø©û­óÇeÂç àôÞ�ìßè`�ÁÝßÞ�æ·í­Ø`�ÊÞïÚ²Ü±Ý­Ø`�©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁíÏä·ÞïÚ¬Ý·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦ûÛÊá

c
Ý·äÁè¦ÿ á±û��²á æßÞb�ÁéQ� á¾ÞýÜ��¦àâÚÁãïÚ

c
ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ú��²éÍØ­Úk�ÊÞ�Ú ìßè���á Ý·äÁè¦ÿ Úâó Ö ×Àæ·á¾Þ Ü±Ú �ÊÞïÚ ìßè���á éÍØ­ÚÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý �©æ·Ý��ÁÝ��Êã�õ¢á±Þ Ü±Ý­Ø3XßÚ���äÁí Û;�©äÁäÁá Ü±Ý©àOF©û Ü±Ý�� ÛÊáñí��Áá±û Ü¢Þ¤ûùÝ·äÁè¦ÿ á û Û;D©äÁê;GÙØ­Ú äÁá�Ü øÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊøNR

µj(Xi) =

(

c
∑

l=1

(

‖Xi − Pj‖

‖Xi − Pl‖

)1/r−1
)−1

.
ð£J¿ó�÷©ö

� ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊøÂÚ	�©Ü�FÏæ·ÚÁãïç§Ø­á¾ÞÁÜ¢ÞïäÁé û¬Û�Ü±Ý ÿ¢Þïè¦Û�Ü ø¦äÁÚ
[0, 1]

�·íÁæ·Ý��ÓÜ±Ý
r ∈ (1,∞)

�¦ìßÚ���Ýßç¢ãïõ á±ÞÜ ø­Ø_�­Ú¦ÛÊè¦ê�á±ÞïÚ��ÂÜ ø¦û²ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç¢Þ¤Ûëø©û­ó Ö üÂÜ¾Ú¢ØÂÜ±Ý
r
Ü á¾ã Ø©á±Þ·Û�Ü±Ý

1+

�·Ü í©Ü áýø�ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç¢Þ¤ÛëøÌÚ¦ÛK�¦ä¦æÁÜQGÀÜ¢Þ�ìßèæ·ç ÝßÛÊáL�O�Êãïõ á±ÞÒä·ÞïÚ�Ú+�©Û�Ü ø¦ç�F ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç­Þ¤ÛÊøâóUe Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±Ú í·ÛÊÝ Ü±Ý
r
Ü á±ã Ø­á±Þ�Û�Ü±Ýñè©æ·á±Þïç Ýùø ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç­Þ¤ÛÊø

�Êã Ø­áÍÜ¾ÚÁÞ äÁéL�ÊÞ¤Û�Ü±Ú Ú¦ÛÊÚ¦ê;F¦û­ó üó�­æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛëäÁí·û�� ÜQGÙØ Ø­éLGÙØ�ìßéÍØ¢Ü ç�GÙØ]�ôã Ø­á Ü±ÚÁÞ ÛKD¦äÁê;GÙØ­Ú�äÁá�Ü¾Ý­ØÜ�D©æ·Ý=R
Pj =

∑n
i=1 [mj(Xi)]

r Xi
∑n

i=1 [mj(Xi)]
r .

ð£J¿óC&¦ö
P²ÝñäÁé Ü ç Ý ÿ¢ÞïÚ©Û�Ü ç émX��+G�ÛÊø¦û¶æ·Ý�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ã Ü±ÚÁÞ�ÛÊÚ­Øîìßç¢Þ Ü�F¦ç¢Þ¤Ý�Ü á±ç äÁÚ©Ü¢Þ¤ÛÊäÁÝ�Ds�ôã Ø­á Ü±ÚÁÞ¼R

D =

c
∑

j=1

n
∑

i=1

[mj(Xi)]
r ‖Xi − Pl‖

2.
ð£J¿óº�¦ö

Ö ×ÙØ­Ú�æ·Ú¦ç è¦ÿ á±Þ\� äÁÚ�á ì·Ü éL�Áá Ûëø©ûÌÜ±Ý��ñÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ���Û�Ü¾Ý Ú©ìßí��ÁÝ�����ÝùÛKD­Ø­Ý��¦Ýùÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ
X
�ê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞôÛ�Ü±Ý[W�àOF©äÁÚhJßóC&âó

X =























x0

x1

x2

x3

x4























=























1 1
1 1.5

3.5 1
4 1.5
3 1























.

W�á Ú+�­Ü�F­Ø Ü ø­Øùá ì·Ü éL�Áá Ûëø�� í·äÁÝßÞïÚ äÁáåÜ ø­Ø æ·á±ç¢ã�æÁÜQG�ÛÊø Ü±Ý��
k-means

�Àÿ�D¦Ý Ü��¦à ÚÁãïÚùÚ¦ç àôÞ
�ìßÝ·æ·ÝßÞËø¦äÁé¹Ø©Ú ìßé¹Ø­Ü ç Ú Û�Ü¢Þ¤û�ãïÿ¢Þïá û�Ú¦ç àôÞºì¿é ûh��é Ûëá±Þ¤û�Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�äÁáåÜ±Ý Ü áÍÜ ç è	�OGÙØ­Ý ìßÚÁÞ Ü¾ÝÛKD¦ä�XßÝ��¦Ý¬�
×
��� Ú­Ø¢Ü¢ãËÛ�Ü±Ý¿Þ¤à Ú Û�Ü±Ý¬W�àOF¦äÁÚdJ¿óD&ôð Ú¦ö ógP²Úùÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßè ÛÊàOF¦äÁÚ­Ü¾ÚñÜQGÙØ Ûëø©äÁá¾ãCGÙØÚ©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý��¢Ø Ü ø­ØùÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾Ýßã¤à ø¦ÛÊø Û�Ü¾Ý ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ý äÁá Ü ø­Ø äÁáL�ôÚ	��D©Ü á ç øùÜ¢Þïä�F Ü ø¦û ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø¦ûÛK�¦äÁäÁá Ü±Ý©àNF¦û­óýÖ üÂæ�G�û êëÚÁã Ø­áÍÜ¾ÚÁÞ���Û�Ü±Ý�W�àOF¦äÁÚ[J¿óD&ôð%X¿öQ�ÊäÁáÍÜ è Ü ø­Ø Ú©ç¢à Þ�ìßÝ·æ·ÝßãËø¦ÛÊø�Ü^GÙØåìßé¹Ø¢Ü ç�GÙØæ·Ú¦ç í��ÁÝ æ·Ý�� Û�Ü±Ý é¹Ø­Ú Ú©æ·í Ú	�©Ü è Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãôäÁí­Ø­Ý é¹Ø­Ú Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý�Ú­æ·í Ü±Ú ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­ÚN�âø±��é ÛÊøÜ¾Ý�� ìßÚ���Ý·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞ¿ìßÚÁÞ¿Ú©æ·í Ü¾Ý±XßÚ���äÁí ÛK�¦äÁäÁáÍÜ¾Ý­àOF¦û²Ü^GÙØ�è	�	�+GÙØÌÝÁæ·í©Ü á¬ìßÚÁÞ¿é±à Ý��¦äÁá²Ü¢Þ¤ûU��é Ûëá±Þ¤ûÜ¾Ý��ÌÛÊàOF¦äÁÚ©Ü±Ý·û`J¿óC& ðYX¿öÍó�Ö üÂæ�G�û¬êëÚÁã Ø­áÍÜ¾Ú¦Þ·Ú­ì¿í·äÁÚÓìßÚÁÞßÚ­æ·í Ú+�©Ü í�Ü¾ÝÌæ·ç�BÀÜ±Ý X�F¦äÁÚÏÝ Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûé±àâá¾ÞÊì¿Ú­Ü¾Ú	�+F+H á¾ÞÊÛ�Ü ø¢Ø Ü áQ�ÁÞ�ì�F Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾Ýßã¤à ø¦ÛÊø ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØßóE(�émXßÚÁÞ�Ú Ü±Ú ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ú ÛK�­Ø­á±àôã�õ¢Ý��­ØØ­Úñá^H áL�·ã¤ÛëÛÊÝ��­Ø Ü¢Þ¤û±��é ÛÊá¾Þ¤ûîÜ±Ý��¦ûñð9W�àNF¦äÁÚ©Ü±Ú�J¿óC& ðYX¿ö ìßÚÁÞ�J¿óD&ôð��ÊöÂöQ��ì¿Ú���B�û Ú+�©Ü é ûîÿ áÍØ�é±à Ý��­ØÛK�	� ì��·ã Ø­á±Þ ó

0 "#�%$U87,<6�Æ 2547>
Mean Shiftü Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·û
Mean Shift

��á±ã Ø­ÚÁÞÙä·ÞïÚ Ü á à¿Ø©Þ�ì�F ÝßäÁÚ©ÿ¢ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û�æ·Ý�� ÿ¢á¹Øùæ·ç¢Ý;F©æ·Ý+��éÍÜ á¾ÞÜ¾Ý¢Ø æ·ç Ý	� ìßÚ���Ý·ç¢ÞËÛÊäÁí Ü¾Ý�� æ���F���Ý��¦û Ü^GÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ ìßÚÁÞÙá±ã Ø­ÚÁÞÙÞºì¿Ú¢Ø	F Ø­Ú Ú­Ø­Ú	�¿Ø�G�ç¢ã¤ÛÊá¾ÞÙÝ·äÁè¦ÿ á ûäÁá ÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç áÍÜ¢Þ�ìßè ÛëàNF¦äÁÚ©Ü±Úâó Ö × àâá¾Þýàâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞËø���á¾ãýì��¦ç¢ãCG�ûùÛ�Ü ø¢Ø Ú­Ø­è	���¦ÛÊø á¾Þ�ìßí­Ø�GÙØ�
bë'&�� ó× ã Ø­ÚÁÞÙä·ÞïÚ áÍæ·Ú­Ø­Ú	�Áø©æÁÜ¢Þºì�FùÜ á±à¿Ø©Þ�ì�F ø ÝÁæ·ÝßãïÚ Û�Ü¾Ý­à á^D©á¾ÞÙÛ�Ü ø­Ø á¹Ø­Ü±ÝÁæßÞ¤ÛëäÁí ÜQGÙØ äÁáL�Êã¤Û�ÜQGÙØùä·ÞïÚÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø¦û�æ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±Ú¦û Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁé¹Ø­ø¦û Û�Ü±Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØßó üÓÞ æ·á±ç¢Þ¤Ý©àâé±û éL��H ø¦û Ü^GÙØäÁáQ�ôãËÛ�ÜQGÙØ ìßÚ���Ýßç¢ãïõ Ý��­Ø ìßÚÁÞôÜ±Ý�ÛÊàOF¦äÁÚ Ü ø¦ûÏÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó
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ð ç¢ö ðYX¿ö

ð��Êö ðúÿ¢ö

��� ��� � ���,G ����ÃÅµ·µ·¸ÅÆ§¡ Ë²¯¾¡º�°¯±«°Ä·¡Ë£©ÃmË�¸Ñ³¢�¾Î°�§¨°ªA@¿¸¹¡ Ë�ÉÑ«©¥Ó�§¨§Çß«©Æ¾� ½¿� «©¥
fuzzy c-means

Õ

TÂÞ¤Ý ÛK�	� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø­Ú Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ
X = {Xi, i = 1, . . . , n}

����áLG�ç¢á±ã Ü¾Ú¦Þ í©Ü¢ÞÚ©æ·Ý©Ü áL�Áá±ã¤Ü±ÚÁÞýÚ­æ·í äÁá Ü ç�F¦ÛÊá±ÞËû ä·ÞïÚ ì¿Ú­Ü¾Ú­Ø­Ý·ä�F¦û æßÞ\��Ú­Ø­í©Ü ø©Ü±Ú¦û
f(X)

ó Ö ×Àæ·á¾Þ Ü±Ú ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôì¿áQ�¦è¦õ ám�Ü¾Ú¦Þ�é¹Ø©Ú©ûÌäÁø�� æ·Ú¦ç Ú¦äÁáÍÜ ç¢Þ�ìßíßûÌáÍìßÜ¢Þ�äÁø©Ü�F¦û
f̂
Ü ø©û

f
�Êà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ÞbBÙØ­Ü±Ú¦û�ä·ÞïÚ ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø æ��¦ç�F­Ø­Ú

K(X)
ð
kernel

ö óÌü áÍì·Ü¢ÞïäÁø©Ü�F¦ûîÚ	�©Ü í·û �ÊÞïÚ éÍØ­Ú æ·ç ÝÁìßÚ���Ýßç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­Ýùá^D¦ç Ý·û
h
ð
bandwith

öQ� äÁá
X ⊂ R

d �ôÝ·ç­ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ;G�ûÓáQH�F©û�R
f̂(X) =

1

nhd

n
∑

i=1

K

(

X −Xi

h

)

.
ð9Jßó S ì¦ö

ü æ��©ç�F¢Ø©Ú©û
K(X)

�²á¾ã Ø­ÚÁÞ ä·ÞïÚ�ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø æ·Ý�� æ·ç é æ·á±Þ Ø­Ú�Þ�ìßÚ­Ø­ÝÁæ·ÝßÞïá±ã¼Ü¢Þ¤û æ·Ú¦ç Ú©ìßè©Ü^GÛK�­Ø��-F­ì¿á û�R
supX∈Rd |K(X)| <∞,

lim‖x‖→∞ ‖X‖K(X) = 0,
∫

Rd |K(X)|dX <∞,
∫

Rd K(X)dX = 1,

ð9Jßó S+S ö

íÁæ·Ý��
‖ · ‖

�ôá±ã Ø­ÚÁÞëø
L2

Û�Ü è���äÁøñð ×��©ì��Áá±ãïÿ á±ÞïÚ Ú©æ·í·Û�Ü¾Ú©Ûëø¦ö ó
e¶ìßí·äÁøùÝ·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞ�ø Û;�¢Ø©è©ç Ü ø©Ûëø

k(x), 0 6 x 6 1
� ðúæ·ç Ý·ê�ãC� æ��¦ç�F­Ø­ÚÁöU�ÊÞïÚ Ü ø­Ø�ÝÁæ·ÝßãïÚñØ­ÚÞ¤ÛëàND¦á¾Þ�R

K(X) = ck,dk(‖X‖2) > 0, ‖X‖ 6 1,
ð9J¿ó S J¦ö

äÁá Ü ø Û�Ü±Ú���á±ç è
ck,d

�ÙØ­Ú¹XßámXßÚÁÞbBÙØ©á±ÞÙí©Ü¢ÞÀÝ æ��¦ç�F­Ø­Ú¦û
K(X)

�ÀÝ��ÁÝÁì��Áø¦ç�BÙØ­á Ü±ÚÁÞ�Û�Ü øùäÁÝ­Ø­è¦ÿ Úâó
é ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú©û æ·Ú¦ç Ú	�NG��Êã¤Û�Þ�äÁÝ��©û æ��¦ç�F­Ø­á û ä¦æ·Ý·ç á±ã�æ·è­Ø¢Ü±ÚñØ­Ú ìßÚ©Ü¾Ú©ÛÊìßáQ�¦Ú¦Û�Ü á¾ã�ø Û;�¢Ø©è©ç{�Ü ø¦ÛÊø

g(x) = −k′(x)
�ëí·æ·Ý­Ü áÏØ­Ú Ý·ç­Þ¤Û�Ü á¾ãôìßÚÁÞ�Ý�æ��©ç�F¢Ø©Ú©û

G(X) = cg,dg(‖X‖2)
ó é ç ø¦ÛëÞïäÁÝ	�
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æ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú¦û Ü ø­Ø¼æ·Ú¦ç è	�NG��ôÝÂÜ ø¦û Ûëàâé±ÛÊø¦û¬ð9Jßó S ì¦öQ�¢ä¦æ·Ý·ç¢á±ã¢Ø­Ú²æ·ç¢ÝÁì�D+¤ëá¾Þ­ø¶Ú©ìßí��¦Ý�����ø ÛÊà é±ÛÊø�
bJ	���£R

mG(X) =

∑n
i=1 Xig

(

‖X−Xi

h
‖
)

∑n
i=1 g

(

‖X−Xi

h
‖
) −X.

ð£J¿ó S �Áö
P²Ý ÿ¢Þïè¢Ø	�©ÛëäÁÚ

mG(X)
��Ý­Ø­ÝßäÁè©õ¢áÍÜ±ÚÁÞ ÿ¢Þïè­Ø��¦ÛÊäÁÚ

Mean Shift
óÅÀ á Ü ø à ç�F¦ÛÊø Ú+�©Ü±Ý�D ÝÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û¬Ú­Ø­Ú­Ø­áQBÙØ­á±ÞßáÍæ·Ú­Ø­Ú	�Áø­æÁÜ¢Þ�ìßèN��H á ì¿Þ Ø�BÙØ¢Ü¾Ú©û¬Ú­æ·í ìßè���á¼Ûëø©äÁá¾ã¤Ý Ü±Ý���ÛK�­Ø­í��¦Ý��

Xi

�ÁÜ¢Þ¤û
��é±ÛÊá±ÞËûÂÜ±Ý��¦ûÌÛ;D©äÁê;GÙØ­Ú äÁá¶Ü ø­ØîÛÊà é±ÛÊøNR

Y j+1 = Y j + mG(Y j).üÌÞ�Ü áQ�·Þºì¿é ûh��é Ûëá±Þ¤û ÜQGÙØùÛëø©äÁá¾ãCGÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ ìßÚÁÞ�Ü¾Ú Ú­ì¿ç í©Ü±Ú©Ü±Ú Ü±Ý�� á ì·Ü¢ÞïäÁø©Ü�F Ü ø¦û ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø��ÛÊø¦û æ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±Ú¦û�� æ·Ý�� ìßÚ���Ýßç¢ãïõ Ý��­Ø ì¿Ú¦Þ�Ü¢Þ¤ûîÜ áL�·Þ�ìßé±û Ý·äÁè¦ÿ á û­ó ×Àæßã¤ÛÊø¦ûåé±àâÝ��¢Ø�æ·ç Ý©Ü±Ú���á¾ãÒìßÚÁÞÿ¢Þïè¦êëÝßç á û Ü á à¿Ø©Þ�ìßé ûh�ÊÞïÚ Ü øùàâç�F©Ûëø äÁáÍÜ¾Ú�X��Áø©Ü±Ý�DùáQD¦ç Ý��¦û ÛÊáîìßè���á ÛÊø¦äÁá±ãËÝ3B�Û�Ü á Ø­Ú¹�ôã Ø­á Ü±ÚÁÞÝ·äÁÚ	�Áí©Ü á ç Ú øåÛKD	� ì��·Þ¤ÛÊød
b�+ì�� ó
Ì ÍÏÎ ÍIH

Density J Mode-Seeking K Ò�ÕML_ÖØ×6N?çüÌÞ­Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝßÞ©Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û æ·Ý��UXßÚ¦Ûëãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ­Û�Ü ø­Ø±�+�	�O·������N�L�Âð
Density-Based

ö Ú­Ø­Ú��
�âØ�G�ç¢ãïõ Ý��¢Øñä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ ÚhXßÚ¦ÛëÞïõ í·äÁáÍØ­ÝßÞ Û�Ü ø¢Ø]�©æ·í+��á Ûëø æ�G�û ø�æ��©ìÁØ©í­Ü ø©Ü¾Ú ðIF�Ü¾Ý æ���F���Ý·û Ü^GÙØÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ¦ö�ÛÊáùä·ÞïÚø�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè�H áÍæ·á±ç§Ø­è ìßè©æ·ÝßÞËÝ ìßÚ©Ü�B�êK�·Þ¼�¶ÛÊá Ú­Ø¢Ü¢ã\��á ÛÊø äÁá Ü¾Ý��¦û

Distance-
Based

Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ��¦ûîÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û�æ·Ý���Ú­Ø­Ú���éÍÜ¾Ý��­Ø é¹Ø­Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãËÝùÛÊáÏä·ÞïÚ�Ý·äÁè¦ÿ Ú äÁáMXßè¦ÛÊøÜ ø­Ø Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø Ü¾Ý�� Ú©æ·í Ü¾Ý ì¿é¹Ø¢Ü ç Ý Ü ø¦ûñÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó�üÓÞ
Distance-Based

Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝ¿Þ�á±ã Ø­ÚÁÞÞïÿ¢ÞïÚÁã Ü á ç¢Ú Þ�ìßÚ­Ø­Ýßã�Û�Ü¾Ý­ØîáÍØ¢Ü±ÝÁæßÞËÛÊäÁíñÝ·äÁè¦ÿ�GÙØåÛÊêëÚÁÞïç¢Þ�ìßÝ�D ÛÊàOF¦äÁÚ©Ü±Ý·û��Êá¹Ø�B Ú­Ø¢Ü¢ÞïäÁáÍÜ^GÀæßã�õ¢Ý��­Ø ÿ����Ûôì¿Ý��·ãïá û í©Ü±Ú­ØåÝßÞ�Ý·äÁè¦ÿ á ûÓé±à Ý��­ØåÜ��©à ÚÁã¤ÝñÛÊàOF¦äÁÚâó5e Ø¢Ü¢ã\��áÍÜ¾Ú��ÊÝ¿Þ
Density-Based

Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝßÞÿ áÍØ¢�©æ·íÁì¿á±Þ Ø¢Ü±ÚÁÞ¿ÛÊá�Ú+�­Ü í�Ü±Ý­ØÏæ·á ç­Þ¤Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁíôó Ö ×ÙØ­Ú¦û Ú­æ·í�Ü±Ý��©û¬æßÞ¤Ý±�âØ�G�Û�Ü¾Ý�D¦û²Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ��¦û¼Ü ø¦ûÝßÞ�ìßÝ��ôé¹Ø­á¾ÞïÚ©û Ú+�©Ü�F©ûÏá¾ã Ø­ÚÁÞÊÝ
DBSCAN


 S J	��� ó
"#�%$U87,<6�Æ 254?>

DBSCANü Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû
DBSCAN (Density Based Spatial Clustering of Application wi-

th Noise)
Û�Ü ø¦ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞ�Û�Ü ø­Øs�­æ·í���á ÛÊø æ�G�ûîø æ��©ìÁØ©í­Ü ø©Ü¾Ú Ü^GÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ Û�Ü¢Þ¤ûÌæ·á±ç¢Þ¤Ý©à é ûîÜ±Ý��àNB�ç Ý�� Û�Ü¢Þ¤û Ý·æ·Ýßãïá ûhXßç¢ã¤Ûôì¿áÍÜ±ÚÁÞ ä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú á±ã Ø­ÚÁÞ ÛÊø¦äÁÚ¢Ø­Ü¢Þºì¿èd�+¤ëø	�Áí©Ü á ç ø ÛÊáåÛëàâé±ÛÊø äÁáåÜ ø­Øæ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±Ú Ü^GÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ ÛÊá à�B�ç¢Ý��¦û�æ·Ý�� ÿ áÍØ Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞ¤à Ý�D­Ø ÛÊá Ý·äÁè¦ÿ Úâó ü Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûÚ+�©Ü í·ûÓÛÊà ø¦äÁÚ©Ü¢ãïõ á±ÞëÝ·äÁè¦ÿ á û X·Ú¦ÛëÞïõ íßäÁá¹Ø­Ý·û�ÛÊáÏä·ÞïÚ éÍØ Ø­ÝßÞïÚh� á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þ�ìßí©Ü ø©Ü±Ú¦û�ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ¿ó5��ÞïÚìßè���á ÛÊø¦äÁá±ã¤Ý ä·ÞïÚ¦û ÝßäÁè©ÿ¢Ú©û ød� á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè Ü¾Ý��N� ÛÊà ø¦äÁÚ©Ü¢ãïõ áÍÜ¾Ú¦Þ äÁá±Xßè¦ÛÊø Ü¾Ý áÍæßÞC�ÁáL�ôäÁéÍØ­Ý äÁéÍÜ ç¢ÝÚ©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦ûÃ�=D©ç�G Ú©æ·í Ü±ÝîÛÊø¦äÁá±ã¤ÝÊó7� Þ�ÚÓØ­Ú¢��áQG�ç ø���á±ã·í­Ü¢Þ·Ü±ÝîÛK�	� ìßáÍì¿ç¢ÞïäÁé¹Ø­Ý ÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý�ÿ¢á¹ØÓá±ã Ø­ÚÁÞ

��íßç���X·Ýßû���æ·ç¢éÍæ·á±Þ�øñæ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±ÚñÜ ø¦ûf�ôá±Þ Ü¾Ý­Ø©Þïè©ûåÜ±Ý�� Ø­Ú[�©æ·á ç�XßÚÁã Ø­á±Þ éÍØ­Ú Ý·ç­Þ¤ÛÊäÁé¹Ø©Ýùì¿Ú­Ü�B�ê;�·Þ ó
P²í·ÛëÝåÜ±Ý ÛÊàOF¦äÁÚ íßÛÊÝåìßÚÁÞ äÁéQ� áL��Ý·û¶Ü ø¦ûM� á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûÏá±ã Ø­ÚÁÞ¿æ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç Ý¿Þâæ·Ý��îìßÚ���Ý·ç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞôÚ©æ·íÜ¾Ý¢Ø à ç�F¦Û�Ü øâó3P²Ý ÛÊàOF¦äÁÚ Ü ø¦ûh�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦û�ìßÚ���Ý·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞÀÚ©æ·í Ü ø­Øùá æßÞC�¦Ý��=F Ü ø¦û�ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø¦ûÚ©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦û ð Û�Ü è���äÁø¦û¾öÓøùÝÁæ·Ý¿ã�Ú Û;�©ä�XßÝ��·ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ äÁá

dist(., .)
ód��ÞïÚ æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ��Ùí©Ü±Ú­Øùà ç ø��ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ã Ü±ÚÁÞ�ø

Manhattan
Ú©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊøñÛ�Ü±Ý­Ø ÿ¢ÞËÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾ÝùàNB�ç ÝùÜ±Ý ÛÊàOF¦äÁÚ Ü ø¦ûf�ôá±Þ¤Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûá¾ã Ø©Ú¦Þ�ç íßä�X·Ýßû�áÍØ�B Ú­Ø àâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞËø���á¾ãÒø

`∞
Û�Ü è���äÁøåÜ á Ü ç è	�NGÙØ©ÝôóU��ÞïÚ Ü ø­Øåæ·á ç¢Þ �ôç Ú¦ê�F Ü ø¦û

�Áá±Þ¤Ü±Ý��¦ç��ÊãïÚ¦ûÓÜ±Ý�� Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝ�� Ú©æ·ÚÁÞ Ü±Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞÊäÁá ç­Þºì¿é û¢��á±äÁáL�·ÞCB�ÿ á±ÞËûÓé¹Ø Ø©ÝßÞïá û­ó
03,<6Y�~2�87> !#"c@<"6O

Eps P ´O�Q�
����·��C�[��·���¿f����Â?�Q�b�{�RQTS.U Eps P ´O�Q�
����·��V�[��·���¿a����Â?�Q�b�{� p W �/�^Â PX#�c�;�CY �{���+�OÂ7�
NEps(p) W �Ï»K�CY �{���+�K¶�¿ NEps(p) = {q ∈ D|dist(p, q) 6 Eps}

S
eÂç àôÞ�ìßè íÁæ�G�ûaF¦ÿ ø�á¾Þºæ�B7��ø­ì¿á�Ú©æ·ÚÁÞ Ü á±ã¤Ü±ÚÁÞ Ú©æ·í ìßè���á ÛÊø¦äÁá±ãËÝ ä·ÞïÚ¦û ÝßäÁè©ÿ¢Ú©û�Ø­Ú]�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø­á^D©á¾ÞäÁáåéÍØ­Ú áL�Áè¦à ÞËÛ�Ü±Ý æ��+F���Ýßûùð

MinPts
ö�ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ ÛÊáåä·ÞïÚ

Eps
� �ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïèâó�Ö ×Àæ·á¾Þ Ü±Ú Ü¾ÚùÛëø©äÁá¾ãïÚ
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Ú+�©Ü èñÿ¢ÞïÚ¦à�G�ç­ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�Ûëá ÛÊø¦äÁá±ãïÚñäÁé ÛÊÚ Û�Ü±Ý­Øñæ��¦ç�F­Ø­ÚñÜ ø¦û Ý·äÁè¦ÿ Ú ð

core points
öÂìßÚÁÞ�Ûëø©äÁá¾ãïÚÛ�Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý·ç ÝÌÜ ø©û¼ÝßäÁè©ÿ¢Ú©ûÓð

border points
öÍó���áÍØ©Þ�ìßèN�·é¹Ø­ÚÏÛ;�¢Ø©Ý·ç¢ÞïÚ©ìßíîÛÊø¦äÁá±ã¤Ý_Xßç¢ã¤Ûôìßá Ü±ÚÁÞÁÛ�Ü ø¢Øãïÿ¢ÞïÚ � á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè äÁá§�·Þ �ôí©Ü á ç¢Ú�ÛÊø¦äÁá¾ã�Ú�ÛÊá²Ú­Ø¢Ü¢ã\��á ÛÊø�äÁá²é¹Ø©Ú�ÛÊø¦äÁá¾ã¤Ýîæ·Ý��_X·ç­ã¤Ûôìßá Ü±ÚÁÞâÛ�Ü±Ý­ØÓæ��¦ç�F­Ø­ÚÜ ø¦û ÝßäÁè©ÿ¢Ú©û­ó¹WÃ�­Ø­áÍæ�B�û��ÀÚ©æ·Ú¦Þ¤Ü á±ã Ü¾Ú¦Þ#�ÊÞïÚ ìßè���áåÛÊø¦äÁá±ãËÝ

p
ÛÊáåä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú

C
Ø­ÚE�­æ·è¦ç à á¾Þ�éÍØ­ÚÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý

q
Û�Ü ø¢Ø

C
éÍÜ ÛëÞ�B�Û�Ü á¼Ü¾Ý

p
Ø­Úîá±ã Ø­ÚÁÞâá Û=GÀÜ á±ç¢Þ�ìßíåÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý Ü ø¦û

Eps
�c�ôá±Þ Ü¾Ý­Ø©ÞïèîÜ±Ý��

q
ì¿Ú¦Þ

NEps(q)
Ø­Úåæ·á ç¢Þïé à á¾ÞÊÜ¾Ý��	�¦è¦àôÞ¤Û�Ü±Ý­Ø

MinPts
ÛÊø¦äÁá±ãïÚâó

03,<6Y�~2�87> !#"£!#"ZO
directly density-reachable

QTS\[ �M·Q�ø����Â?�^�
�
p
�Q�È·Q�+�

directly density-
reachable

�	���M:�·Q�s����Â?�^�
�
q
���¢��µ]:m���gÂ?�_���
¿f���m»K�^Â^:{�9»-���	¿

Eps
���+�

MinPts W �	·_ S
p ∈ NEps(q)

���+�` S
|NEps(q)| > MinPts

O �/��·Aa;b����[�m��¶5���£»-�¼���Ach����Â?�Q�b�{�RQTS
× ã Ø©Ú¦Þ¿êëÚ­Ø­á±ç íîæ�G�û¬ø Þïÿ¢Þïí­Ü ø©Ü¾Ú

directly density–reachable
á±ã Ø­ÚÁÞßÛK�¦äÁäÁáÍÜ ç¢Þ�ì�F��ôÞïÚ�õ áQD	�ôøÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ ìßÝ­Ø¢Ü èñÛ�Ü¾Ý¢Ø æ��©ç�F¢Ø©Ú Ü ø¦ûîÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó_Zåá¹Ø ÞËÛÊàOD©á¾ÞÒÜ±Ý ãïÿ¢Þ¤Ý í·ä+G�ûîÚ¢Ø é¹Ø­ÚñÚ©æ·í Ü¾Ú�ÿ�D¦ÝÛÊø¦äÁá¾ã�Ú á±ã Ø­ÚÁÞ�ÛK�­Ø­Ýßç¢ÞïÚ­ì¿íôó ×Àæ·éÍì·Ü¾Ú¦ÛÊø Ü ø©û

directly density-reachable
Þïÿ¢Þïí©Ü ø©Ü±Ú¦û á±ã Ø­ÚÁÞýøæ·Ú¦ç Ú©ìßè©ÜQG¼ó

03,<6Y�~2�87> !#"IA?"dO
density-reachable

QTSe[ �M·Q�©����Â7�Q�
�
p
�^��·Q�+�

density-reachable
�	���Z:�·Q�

����Â7�Q�
�
q
���d��µ]:m���øÂ?�E���b¿©���m»K�^Â^:{�9»-���	¿

Eps
���	�

MinPts W �	·x���A� »Qµ~�^�5Â<��� �Q�=�	�K���������Â7�Q�º¶�·
p1, p2, . . . , pn W �+���{� p1 = q, pn = p W :����;��f��-��� pi+1

·Q�[�Q�È·Q�+�
directly density-

reachable
�	���f�L�

pi

S
Z�D©Ý Û;�¢Ø©Ý·ç¢ÞïÚ©ìßè Ûëø©äÁá¾ãïÚ Ü ø¦û ãïÿ¢ÞïÚ¦û Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û

C
á¾ã Ø­ÚÁÞ²æßÞ\��Ú­Ø­í­Ø Ø­Ú äÁø­Ø á±ã Ø­ÚÁÞ

density-
reachable

Ü¾Ý éÍØ­Ú Ú­æ·í Ü¾Ý è��+�ÁÝ=�Ïÿ¢Þïí©Ü¢Þ¬ä¦æ·Ýßç á±ã¬Ø­Ú äÁø¢Ø Þ¤ÛëàND¦á¾Þ²ø ÛK�­Ø���F©ìßø á±Û=GÀÜ á ç¢Þ�ìßÝ�DÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý��3�ÊÞïÚ Ú+�­Ü èâó ²¼Û�Ü í·ÛÊÝ=�Àæ·ç¢éÍæ·á±ÞÙØ­Ú©�©æ·è¦ç à á±ÞÙé¹Ø©Ú á Û=GÀÜ á±ç¢Þ�ìßí Ûëø©äÁá¾ã¤Ý Ü ø©û
C

Ú©æ·í Ü¾ÝÝÁæ·Ý¿ã¤ÝñìßÚÁÞôÜ¾Úåÿ�D¦Ý�ÛK�­Ø­Ý·ç¢ÞïÚ©ìßè ÛÊø¦äÁá±ãïÚîÜ ø¦û
C
Ø­Úåá±ã Ø­ÚÁÞ

density-reachable
ó

03,<6Y�~2�87> !#"%$�"gO
density-connected

QTSh[ �M·Q�¬����Â?�^�
�
p
�Q�È·Q�	�

density-connected
Â?�6:�·Q�

����Â7�Q�
�
q
�N����µ]:m���©Â7�g���
¿E���m»K�^Â^:{�9»-���	¿

Eps
���+�

MinPts W �	·3���A�m»LµÃ�Q�i:�·Q�E�-��Â7�Q�
� o�j:{�����
�gf����L�_Â/�'Y��#���
p
���+�

q
·Q���Q�È·Q�+�

density-reachable
�	���g�L�h����Â7�Q�
�

o
���f��µ]:m���¹Â7�

���
¿a���m»K�^Âk:��9»/�{�	¿
Eps

���+�
MinPts

S
�

density-connectivity
á¾ã Ø­ÚÁÞëä·ÞïÚ ÛK�¦äÁäÁáÍÜ ç¢Þ�ì�F ÛÊà é ÛÊøâóÃ��ÞïÚ

density-reachable
ÛÊø¦äÁá¾ã�ÚøùÛÊà é ÛÊø Ú+�©Ü�F á¾ã Ø©Ú¦Þ�áÍæßã¤Ûëø©û Ú­Ø­Ú©ì��ÁÚ©Û�Ü¢Þ�ì�F ð

reflexive
öÍó�Z ÞïÚÁÞ¤ÛO��ø­Ü¢Þ�ìßèN� ä·ÞïÚùÝ·äÁè¦ÿ Ú Ý·ç­ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ

G�û¼Ü¾Ý ÛKD­Ø­Ý��¦Ý Ü^GÙØ
density-connected

ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ��ÁÜ¾Ý ÝÁæ·Ýßã¤Ý á±ã Ø­ÚÁÞ·äÁéQ�ôÞËÛ�Ü±Ý ÛëáýÛëàâé±ÛÊøÓäÁá�Ü ø­Ø
density-reachability

Þïÿ¢Þïí©Ü ø©Ü±Úâó
03,<6Y�~2�87> !#"£Ä#"lOnm Â^�+���oQAS][ �§�-�m¶

D
�^��·Q�+�K�pX �+���a��� ����Â^:�·Q¶�· ��¶�·_����Â?�^�C¶�·TS�q ���±��Âk�	���

C
��� ��µ]:m���¹Â7�±���
¿g���m»K�^Â^:{�9»-���	¿

Eps
���+�

MinPts W �^��·Q�+�9:�·Q�gÂ��E����·�����������c	·^�Ø�;�]�L�{�
D
���{�s�¼���	·^�+�������Q�<���
¿_�+���Ø�;�{�'a+�^¿_�/�	·ra;b����^¿js
_ S
∀ p, q

�j:��L�����tf����L�¢�	·
p ∈ C

���	�
q
�Q�È·Q�	�

density-reachable
�	���f�L�

p
�N� ��µ]:m���hÂ7�

���
¿f���m»K�^Â^:{�9»/�{�	¿
Eps

���+�
MinPts W ���{�L� q ∈ C

O
Maximality

Q ���+�` S
∀ p, q ∈ C W �L� �-��Â7�Q�
� p

�Q�È·Q�+�
density-connected

Â7� �L� �-��Â7�Q�
�
q
���¢��µ]:m����Â7�¢���b¿

���m»K�^Â^:��9»/�{�+¿
Eps

���	�
MinPts

O
Connectivity

QTS
ü ��íßç���X·Ýßû²Ý·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞßÛëàâá Ü¢Þ�ìßèÌäÁá¼éÍØ­ÚÓÿ Ý·ÛëäÁé¹Ø­Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝîÝ·äÁè¦ÿ�GÙØÏæ·Ý��Ìé±àâÝ��¢ØÓáÍØ¢Ü±ÝÁæßÞËÛ�Ü á±ã óü ��íßç���X·ÝßûÌÛÊáÓÚ+�©Ü í Ü±Ýñæ��ÁÚÁã¤ÛëÞËÝ ÿ á¹Ø á¾ã Ø­ÚÁÞÊæ·Ú¦ç è Ü±ÝñÛKD­Ø­Ý��ÁÝ�ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØåÜ¾Ý��

D
æ·Ý�� ÿ áÍØÚ­Ø�F©ìßÝ��­ØåÛÊá¶ìßè©æ·ÝßÞïÚ Ú©æ·í Ü¢Þ¤ûÓÝßäÁè©ÿ¢á û­ó
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03,<6Y�~2�87> !#"Iö?"uOIv �Ø»/��X#��¿IQASw[ �`���m¶

C1, . . . , Ck

�LÂ^�+���Q¿¬Â<���+¿tX �+����¿¬���m����Âk:�·Q¶�· �����:�µ?�{�	·[�Ø»/���;cyx��Q�<�	���h���
¿g���m»K�^Â^:{�9»/�{�	¿
Eps

���	�
MinPts W i = 1, . . . , k

Sdz������±�Ø»K�CYm���L�	�Ç�a+�Ø»/�{XÇ��¿~¶�¿U�L�U��c	·^�Ø�;�¢��¶�·U����Â7�Q�º¶�·q�-���|X}�+���±��� ����Â^:�·Q¶�·
D
���{�¢����·U�	·~b����{�	·q���~�;�	�������

�LÂ^�+�^�
Ci W �������+�~b W a	�Ï»/��X#��¿ = {p ∈ D | ∀ i : p 6∈ Ci}

S
Z á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ Ü^GÙØ æ·Ú©ç¢Ú©äÁé Ü ç�GÙØ

Eps
ìßÚÁÞ

MinPts
�²á±ã Ø­ÚÁÞ á ê�ÞºìßÜ í·ûùÝ áÍØ¢Ü±Ý·æßÞ¤ÛÊäÁí·û ä·ÞïÚ¦ûÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û�äÁáåÜ ø à ç�F¦ÛÊø ä·ÞïÚ¦û æ·ç Ý·ÛÊéQ�N�ÊÞ¤Ûëø©û�ÿ�D¦Ý©Xßø©äÁè©Ü^GÙØßó¬T ç�BÀÜ¾ÚN��áÍæßÞC�ÁéL�ôáÍÜ¾Ú¦ÞÙéÍØ­Ú Ü��¦à Ú¦ãËÝÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý Ú©æ·íñÜ øsX·è¦ÛÊø ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ��ëæ·Ý��ñÞ�ìßÚ­Ø­ÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ã Ü ø­Ø ÛK�­Ø���F©ìßø á Û=GÀÜ á±ç¢Þ�ìßÝ�DñÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý��N�;G�ûéÍØ­ÚÌì¿é¹Ø¢Ü ç Ý ð Ûôæ·í·ç¢ÝßöÍó�Z áQD©Ü á ç Ý­Ø��âÚ­Ø­Ú©ì·Ü�BÙØ¢Ü±ÚÁÞßí��ÁÚ Ü±Ú�ÛÊø¦äÁá±ãïÚÓæ·Ý�� á±ã Ø­ÚÁÞ

density-reachableÚ©æ·í�Ü±ÝÓì¿á¹Ø¢Ü ç¢Þ�ìßíîÛÊø¦äÁá¾ã¤Ýôó�À á Ú+�©Ü í­Ø Ü±Ý­ØÂÜ ç íÁæ·Ý á±ã Ø­ÚÁÞ¦ÿ��­Ø­Ú©Ü í­Ø¬Ø­ÚÏÚ©æ·Ý·ÿ¢á±Þ¤à���á¾ãÁÜ±Ý�Ú©ìßí��ÁÝ�����Ý
��F¦äÁäÁÚf�ÊÞ�Ú Ú+�­Ü í­ØîÜ±Ý­ØåÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ¬
 S J	���£R� õ 2�25. !#"c@<" [ �`���m¶

p
�Q��·Q�+��:�·Q�©����Â7�Q�
�¬����¿

D
���+�
|NEps(p)| > MinPts

S�z��{�L�����
��c	·��c�;�

O = {o|o ∈ D
�������

o
�Q��·Q�+�

density-reachable
�	��� ���

p
�N�¬��µ]:m���òÂ7� ���
¿

���m»K�^Â^:{�9»-���	¿
Eps

���+�
MinPts}

�Q��·Q�+��Â�������Âk�+�^�±���§��µ]:m���±Â7�U���
¿ ���m»K�^Â^:{�9»-���	¿
Eps

���+�
MinPts

S
× ã Ø©Ú¦Þ êëÚ­Ø­á±ç í æ�G�ûñä·ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ Ú á±ã Ø­ÚÁÞÀäÁÝ­Ø­Ú¦ÿ¢Þ�ìßè Ý·ç­Þ¤ÛÊäÁé¹Ø©ø äÁé ÛKG ÝÁæ·ÝßÞ¤Ý��©ÿ�F­æ·Ý©Ü áñÚ©æ·í Ü±Úá±Û=GÀÜ á ç¢Þ�ìßèÌÜ ø¦û²ÛÊø¦äÁá±ãïÚâó?²¼Û�Ü í·ÛÊÝ=�ßìßè���á¼ÛÊø¦äÁá±ã¤Ý Ü ø¦û

C
á¾ã Ø©Ú¦Þ

density-reachable
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DBSCAN
Ú­æ·ÚÁÞ Ü á¾ãÊÜ ø��âØ�B�ÛÊø ÜQGÙØåìßÚ©Ü è	�+�¦ø��

�+GÙØ Ü¢Þïä+BÙØ Ü^GÙØ æ·Ú©ç¢Ú©äÁé Ü ç�GÙØ
Eps

ìßÚÁÞ
MinPts

�ÊÞïÚ ìßè���áñÝßäÁè©ÿ¢Ú ìßÚÁÞ�Ü¾Ý��	�Áè©àôÞ¤Û�Ü±Ý­Ø é¹Ø­ÚÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý Ú­æ·í ì¿è���á Ý·äÁè¦ÿ Úâó��Âæ·í Ú+�©Ü é ûåÜ¢Þ¤ûåæ·ç ÝyF­æ·Ý���é ÛÊá¾Þ¤û á¾ã Ø­ÚÁÞ�á±ê�Þ�ì·Ü�F øùÚ­Ø­è©ì·Ü ø¦ÛÊø í��+GÙØÜ^GÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØÌæ·Ý�� á±ã Ø­ÚÁÞ
density-reachable

Ú©æ·íåì¿è���á ÿ ÝßÛÊäÁé¹Ø­Ý ÛÊø¦äÁá±ã¤Ý ìßÚÁÞ áÍæ·Ý·äÁéÍØ�G�ûÏá±ã Ø­ÚÁÞá±ê�Þ�ì·Ü í·û²ÝîáÍØ¢Ü±ÝÁæßÞËÛÊäÁí·û¬í��+GÙØÏÜQGÙØÏÝ·äÁè¦ÿ�GÙØßó�Zs�¦Û�Ü��¦àNB�û¼øÌÞïÿ Ú­Ø©Þ�ì�FÌÚ+�©Ü�FÏìßÚ©Ü è¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊøÂÿ�D¦ÛôìßÝ	�
�ÁÚÌá æßÞ Ü��	�ôàâè­Ø­á Ü±ÚÁÞ¿Û�Ü ø­Ø¶æ·ç¢è	H¢ø��¿Ú©ê�Ý�D_�ôáÍØ©Þ�ìßè�ÿ¢á¹Ø��©æ·è¦ç à á±ÞÁÜ ç¢íÁæ·Ý·ûq�ôÞïÚÌÜ øÌÛ=G�Û�Ü�FÓáÍì·Ü¢ãïäÁø¦ÛÊøÜ^GÙØ æ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç�GÙØ Ü¾Ý�� Ú	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ�� Ú©æ·í�ä·ÞïÚ Ü��¦àâÚÁãïÚ±Xßè¦ÛÊøåÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØßó
P²áQ�Áá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü±Ú¦ûýÜ ø­Ø á¹Ø©í­Ü ø©Ü¾Ú Ú+�©Ü�FN����Ú æ·ç é æ·á±Þ­Ø­ÚÂáÍæßÞËÛÊø¦äÁÚ¢Ø���á±ã¢æ�G�û�ÝÓÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·û

GDB-
SCAN

á¾ã Ø©Ú¦Þâä·ÞïÚ±�ôá¹Ø©ã�ìßá^�©ÛëøîÜ±Ý��îÚ	�+� íßç¢Þ ��äÁÝ��
DBSCAN

�ßæ·ç¢ÝÁìßá±ÞïäÁéÍØ­Ý��îØ­Úîà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���á±ãÛ�Ü ø¢ØîÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø àNG�ç¢Þ�ì�BÙØ±Xßè¦ÛÊáLGÙØîÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ ð
spatial databases

ö_
 S J	��� ó üÌÞôàNG�ç¢Þ�ìßé û
Xßè¦ÛÊá±ÞËû æ·á±ç¢Þïé à Ý��­Ø à�G�ç­Þºì¿è ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø­ÚN�ôÿ ø	�ÁÚ©ÿ�F Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá¾ãïäÁá¹Ø­Ú Û�Ü±Ý­Ø ÿ¢ÞËÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾Ý=�¿Ü ç­Þ¤ÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú��Ü¾ÝøF äÁáQ� Ú	��D©Ü á ç ø¦ûñÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û àNB�ç Ýôó Ö ×ÙØ©Ú æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ Ü é Ü±ÝßÞCGÙØ Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁéÍØ�GÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ�Ü±Úæ·Ý���D��OGÙØ­ÚâóÂÖ ×ÀÜ ÛëÞ/�ÁÝßÞ�æ·í­Ø���ä¦æ·Ý·ç á¾ã�Ø­Ú�à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���á±ã�Ý·æ·ÝßÞïÚ©ÿ�F­æ·Ý©Ü áîé¹Ø¢Ø­ÝßÞïÚñÜ ø¦û±� á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûáÍØ­í·û�Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁé¹Ø©Ý�� Ú­ØùÝ Ý·ç­Þ¤ÛÊäÁí·û Ü ø¦û��ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûhXßÚ©Û�ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ ÛÊáåéÍØ­Ú ÿ��¦Ú¦ÿ¢Þ�ìßí ìßÚ©Ü ø	�ôí·ç ø¦äÁÚð
binary predicate

öQ�ëÜ¾ÝñÝÁæ·Ýßã¤Ýùá±ã Ø­ÚÁÞ�ÛK�¦äÁäÁáÍÜ ç¢Þ�ìßí ìßÚÁÞ�Ú¢Ø©Ú­ì��¦Ú¦Û�Ü¢Þºì¿í ð
reflexive

ö óU��ÞïÚ æ·Ú¦ç è��ÿ á¾Þ �ôäÁÚN�·Û�Ü ø­Ø Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊøÓæ·Ý����	�NBÙØ�GÙØÂø¢�ôá±Þ¤Ü±Ý­Ø©ÞïèÌä¦æ·Ý·ç¢á±ã©Ø­ÚÏÝßç¢Þ¤Û�Ü á¾ãÁÚ©æ·íÌÜ¾ÝÓìßÚ©Ü ø	�ôí·ç ø¦äÁÚÜ ø¦ûÌäÁøA�ßìßáÍØ�F¦ûÓÜ±Ýßä�F©ûÌÜQGÙØåæ·Ý������OBÙØ�GÙØ¿ó¬×ÀæßÞ�æ��Áé Ý­Ø��ÒÚ¢Ø­Ü¢ãK�ÊÞïÚ Ü ø­Ø Ú©æ���F äÁé Ü ç ø¦ÛÊøåÜ^GÙØ Ú¢Ø­Ü¢Þ\�ìßá¾ÞïäÁé¹Ø�GÙØ ÛÊáîä·ãïÚ��ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè á¹Ø­í·û Ú­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁé¹Ø©Ý��N� ä¦æ·Ý·ç á¾ã Ø©Ú à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���Ý�D­Ø è��+�ÁÚ äÁé Ü ç ÚN�
�ÊÞïÚ æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ ø äÁáQ�¦é Ü øñÜQGÙØñäÁø àNG�ç¢Þ�ì�BÙØ à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�BÙØ íÁæ�G�ûåá±ã Ø­ÚÁÞ�Ý äÁé±ÛÊÝ·ûåíßç Ý·ûá¾Þ¤ÛÊÝ·ÿ�F¦äÁÚ©Ü±ÝßûÓä·ÞïÚ©ûÂæ·í��Áø¦û��=B�Û�Ü á¬Ø©ÚîìßÚ���Ý·ç¢Þ¤Û�Ü á±ãëÝ æ��Áø���è¦ç¢Þ\��äÁÝ·ûåð

cardinality
ö¼áÍì¿á±ã Ø­ø¦ûÂÜ ø¦û

�ôá±Þ¤Ü±Ý­Ø©Þïè¦û¢ófÀùá�Ü±Ý­Ø Ü ç íÁæ·Ý Ú+�©Ü í á æßÞ Ü��	�ôàâè­Ø­á Ü±ÚÁÞÒø]�ôá¹Ø©ã�ìßá^�¦ÛÊø Ü±Ý��ñÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ��
DBSCANB�Û�Ü á¬Ø©Úåæ·ç Ú	�ôäÁÚ©Ü±ÝÁæ·ÝßÞºø���á±ã�ø Ý·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø àNG�ç¢Þ�ìßè á ì·Ü áÍÜ¾Ú¦äÁé¹Ø�GÙØåÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁéÍØ�GÙØåÛKD¦äÁêKGÙØ­ÚäÁá¶Ü±Ú à�G�ç­Þºì¿è ìßÚÁÞÊÜ±ÚåäÁøåàNG�ç¢Þ�ìßè Ü±Ý��©ûÌàâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèâó
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DBSCAN
�­Ç¿¡º� ¯§¡Ë�r�â«©Æ±¸ÑÉ±¡Ë£©ÃmËÀÉ±¡º� ÃmËýÉ±¡ Ë ³­�°Æ±�°� Ãn�É Æ¾«©¥

Eps
�;3 ü �ÿþ��;� ü�� þ����R� ü Ç�þ £¦� ¡��R3 ü ¯ þÙ�¾Î§É±� µÊÉÅ«©¡ ÄÁ�¦Õ

WýÜ øîÛK�­Ø­é±à á±ÞïÚÌæ·Ú¦ç Ú���é Ü±Ý��¦äÁá²éÍØ­Ú�æ·Ú©ç¢è©ÿ¢á±Þ �ôäÁÚîá ê�Ú©ç¢äÁÝ��=F¦û¬Ü¾Ý��îÚ	�	�ôÝ·ç­ã ��äÁÝ��N� ÛÊá²éÍØ­Ú�Û;D��Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØñÚ©æ·Ý­Ü áQ�ÁÝ�D¦äÁá¹Ø­ÝùÚ­æ·í ÛÊø¦äÁá±ãïÚ�Jñÿ­Þ�Ú¦Û�Ü è©ÛëáLGÙØ Ý·ç�� Ú­Ø�G�äÁéÍØ­Ú ÛÊá ÿ�D¦Ý Ý·äÁè¦ÿ á ûÝ·äÁí·ìßá¹Ø¢Ü ç�GÙØ�ì��­ì��ÁÞ�ì�BÙØ ÿ¢ãËÛôì�GÙØßóaP²Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝùÚ+�©Ü í á æßÞb�Áé±à���ø­ì¿áf�ôÞïÚ©Ü¢ã Ú­Ø­Ú¦ÿ á¾Þºì·Ø�D¦á±ÞÒÜ ø ÿ����Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü è Ü¾Ý��ùÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ�� Ø­ÚùáÍØ¢Ü±Ý·æßã¤ÛÊá±Þ Ý·äÁè¦ÿ á±û äÁá äÁø ì��¦ç°Ü í ÛëàNF¦äÁÚâó�WýÜ±Ý W�àOF¦äÁÚ3Jßóº�N�Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞÙÜ±Ú Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛÊäÁÚ©Ü¾Ú Ü±Ý�� Ú	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��N���ÊÞ�Ú ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±û Ü¢ÞïäÁé±û Ü¢ÞËû æ·Ú¦ç Ú¦äÁém�Ü ç Ý��
Eps

�5ë ð Ú¦öQ��&ôð%X¿öQ� S ì ðI�Êö�ìßÚÁÞ S ëâð ÿ¢ö Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞ¤à Úâó � æ·Ú¦ç è¦äÁá Ü ç Ý·û
MinPts

� á¾ã¤à á Ü øÛ�Ü±Ú���á ç�F Ü¢Þ�ä�Fxëßó Ö üÂæ�G�û ê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞÀÝ�Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû á±ã Ø­ÚÁÞÀá^H ÚÁÞïç áÍÜ¢Þ�ìßè áQ�¦ÚÁã¤ÛO��ø©Ü¾Ý·ûñÛ�Ü ø­Ø Ü¢Þ\�ä�F Ü ø¦û æ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç Ý�� Ú+�©Ü�F¦û��ÀìßÚÁÞÀÿ¢á¹Ø é±à á±ÞÙÜ ø ÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü±ÚùØ­Ú æ·ç Ý·ÛëÚ©ç¢äÁí·õ á±ÞÀÜ ø¢Ø Ü¢Þïä�FùÜ ø¦ûìßÚ©Ü è�Ü ø­Ø ÿ­Þ�è¦ç°ì¿á±ÞïÚñÜ ø¦ûîáÍì·Ü éQ�¦á±ÛÊø¦û¢ófWýÜ±Ý3W�àOF©äÁÚ�J¿óº� ð ÚÁöL� Ý Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·ûîì¿Ú­Ü¾Ú	�+F	�ôá±Þ�ÛÊá S ìÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±û ÝßäÁè©ÿ¢á û ìßÚÁÞÇ��áLG�ç á¾ã é¹Ø­Ú äÁáL�ôè	�ÁÝ æ���F���Ý·û ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ ÛÊÚ­Ø���í·ç���XßÝôóde¬Ø­Ü¢ã ��á Ü±ÚÛ�Ü±ÝhW�àOF¦äÁÚsJ¿óC�ôðYXßöQ�N�ÁÞ\� í©Ü á±ç ÚåÛÊø¦äÁá±ãïÚîÚ­Ø­Ú	�âØ�G�ç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞëÛÊÚ­Ø_��í·ç���XßÝ·ûÏÚ	�+�Áè�Ü¾Ý æ���F���Ý·û¶Ü^GÙØÝ·äÁè¦ÿ�GÙØåÚ+�+H è­Ø­áÍÜ¾ÚÁÞôÛÊá S ëßó�� Þ�Ú Ü ø­Ø Ü¢Þïä�Ft& Ü ø©ûÂæ·Ú¦ç Ú¦äÁé Ü ç Ý��
Eps

�ÊÝßÞÊÝ·äÁè¦ÿ á±ûÓÚ¦ç àôãïõ Ý��­ØåìßÚÁÞäÁá¾ÞbBÙØ©Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�ÛÊáÓÚ¦ç¢Þ ��äÁíñìßÚÁÞ�ÛK�	� àNGÙØ­á^D¦Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�êÊÜ è­Ø­Ý­Ø¢Ü±Ú¦ûÌÜ¢Þ¤û�& ð9W�àOF©äÁÚ]J¿óC�ôðI�ôö¶öQ�ëìßÚÁÞ�Ü éL�ÁÝ·û
�ÊÞïÚ Ü ø­Ø�Ü¢Þ�ä�F S ëñÝ Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û Ú¢Ø©Ú��âØ�G�ç­ã�õ¢á±Þ�ÛKG�Û�Ü è�Ü¢Þ¤û ÿ�D¦Ý ÝßäÁè©ÿ¢á ûåíÁæ�G�û êëÚÁã Ø­áÍÜ¾ÚÁÞ Û�Ü¾Ý
W�àOF¦äÁÚ�J¿óC�ôð ÿ¢öÍó
Ì ÍÏÎ Í�� â1áfÔ ãÃÙ¢ä ÙfÚIå æså áfÒ K Ò�ÕMLUå�7E��� Òk�_Ó]5�L_ÖØ×6� 4 Ú9×�7|�_Ô
P²Ú Ü á à¿Ø­ø©Ü è Ø­áQ�¦ç�GÙØ¦Þºì¿è ÿ¢ã�ì·Ü��¦Ú ä¦æ·Ý·ç Ý�D¢Ø Ø­ÚñÝ·ç­Þ¤Û�Ü¾Ý�D­ØñÛëÚ¢Ø�é¹Ø­ÚñäÁÚ���ø¦äÁÚ©Ü¢Þ�ìßí äÁÝ­Ø¢Ü éQ�ÁÝæ·Ý�� é±àâá¾Þ�Ü ø­ØùÞ�ìßÚ­Ø­í©Ü ø©Ü±ÚùØ­Úùæ·ç Ý·ÛÊÚ¦ç äÁíßõ áÍÜ¾Ú¦Þ¼� Ø­Úd� áÍØ©Þ�ìßáQD¦á¾Þ ìßÚÁÞ�Ø©ÚùÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßÞïá±ãÙÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú¿óÖ ü �¦á±ûÂÚ	�©Ü é±û¶Ý¿Þ=�Áá±Þ Ü¾Ý��¦ç��Êãïá ûMXßÚ¦Ûëãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞôÛ�Ü ø æ·Ú©ç¢è��+�Áø	�Áø á æ·áQH á±ç��ôÚ¦ÛëãïÚ ÜQGÙØ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØîìßÚÁÞä¦æ·Ý·ç¢Ý�D­Ø Ø­Ú á¾ã Ø©Ú¦Þ�Ú¦ç°ì¿áÍÜ èk�ôç�F	� Ýßç á û ìßÚÁÞ�Ú©æ·Ý·ÿ Ý©Ü¢Þ�ìßé±û ÛÊáùÛ;D�� ìßç­Þ¤ÛÊø�äÁáùè	�+�Áá ûùÜ á à¿Ø©Þ�ìßé±û¢ó

e Ø¢Ü±Ú	�OGÙØ©Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßèZ�¶áQ�¦ç�GÙØ©Þ�ìßèdZ ã�ì·Ü��¦Ú é à Ý��­Ø à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËø���á¾ã æ·Ý��+�¦é±û êëÝ·ç¢é ûa�ÊÞïÚñÜ ø­Ø�ÝßäÁÚ��ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ�
b÷+ë�� ó � æßÞ¤ÝñÚ­Ø¢Ü¢Þ�æ·ç ÝßÛ=GÀæ·áQ�©Ü¢Þ�ì�FåäÁéL��Ý·ÿ Ý·ûÌÚ­æ·í Ú+�©Ü�F¢Ø Ü ø­Ø ìßÚ©Ü ø	�ôÝ·ç¢ãïÚ
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(SOM)üÌÞ é è¦ç°Ü á û¹eM�©Ü±Ý+� Ý·ç�� è­Ø�G�Ûëø©û��¼à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø�é¹Ø­Ú æ��ÁéL�ôäÁÚ Ú©æ·í�ìßíßä�X·Ý��©û��·Ø­áQ�¦ç�BÙØ©á û
�ÊÞïÚ Ø©Ú äÁÝ­Ø¢Ü áL�ÁÝÁæ·Ý¿ÞCF¦ÛÊÝ��¢Ø Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ ìßÚÁÞ�Ø­Ú æ·ç¢Ý·ÛÊêëé±ç Ý��­Ø ä·ÞïÚ Ý·æÁÜ¢Þºì�F Ú©æ·á±Þ
�ìßí­Ø©ÞËÛÊø Ü ø©û ÿ Ý·ä�F¦û Ü±Ý��¦û­ó W�á ìßè���á ìßí·ä�XßÝ

i
�ÌÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã¤Ü±ÚÁÞ¶ìßÚÁÞ¶é¹Ø­Ú ÿ¢Þïè­Ø��¦ÛÊäÁÚ

m =
[mi,1, mi,2, . . . , mi,n]

� Ü±Ý ÝÁæ·Ýßã¤Ý�Ú¦ç àôÞ�ìßèåá¾ã Ø©Ú¦ÞôÜ��©à ÚÁãïÚ Ú¦ç àôÞºì¿ÝÁæ·ÝßÞËø¦äÁéÍØ­Ýôó~P²Ý ÿ¢Þïè­Ø��¦ÛÊäÁÚ Ú+�©Ü íÝ­Ø­Ý·äÁè¦õ á Ü±ÚÁÞ ìßÚÁÞÇXßè¦ç Ý·û ìßÚÁÞÙÚ­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü èùÜ ø­Ød�©æ·Ý­Ü¢Þ\��é äÁáÍØ­ød��é Ûëø Ü¾Ý�� Ø­áQ�¦ç�BÙØ©Ú Û�Ü±Ý àNB�ç ÝÜ^GÙØ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ¿ó¶ü Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû��/�ÊÞïÚ ì¿è���áÓÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã¤Ý
X

Ü±Ý���ÛK�­Ø­í��ÁÝ���ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ
X
��äÁám�Ü ç è¦á¾Þ�Ü ø­Ø Ú©æ·í·Û�Ü¾Ú¦ÛÊø Ü¾Ý�� Ú­æ·í í��ÁÝ��¦û Ü±Ý��¦û ìßí·ä�XßÝ��¦û ð ÛKD¦äÁêKGÙØ©Ú äÁá Ü¾Ý ÿ¢Þïè­Ø��¦ÛÊäÁÚ[XßÚ¦ç�BÙØ©öìßÚÁÞ;�­æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ á¾ÞëÜ¾Ý­Øîì¿Ý¢Ø­Ü¢Þ Ø©í­Ü á±ç Ý ìßí·ä�XßÝ

mc

�ôÝ�ÝÁæ·Ýßã¤Ý·û�ìßÚÁÞÊÝ­Ø­ÝßäÁè©õ¢áÍÜ±ÚÁÞëìßí·ä�XßÝ·ûÂØ¦Þºì¿ø­Ü�F¦û�R
‖X −mc‖ = min

i
{‖X −mi‖}.

ð£J¿ó S �·ö
WýÜ øÂÛK�­Ø­é±à á±ÞïÚ¶æ·ç Ý·ÛÊÚ¦ç äÁí·õ¢á±Þ¼�ÁÜ±Ý�ÿ¢Þïè¢Ø	�©ÛëäÁÚ¬Ü¾Ý��Âìßí·ä�XßÝ��¶Ø©Þ�ìßø©Ü�FN�¦ìßÚ��;B�û ìßÚÁÞ©ÜQGÙØ ì¿í·ä�X�GÙØæ·Ý���á±ã Ø­ÚÁÞ·á¾ã Ø­ÚÁÞÁÜ±Ý·æ·Ý��ôç Ú¦ê�Þ�ìßè�ìßÝ­Ø¢Ü èÌÜ±Ý���Û�Ü±Ý æ��ÁéL�ôäÁÚâó�Àùá¼Ú+�©Ü í Ü±Ý­ØÏÜ ç íÁæ·Ý=�ßìßÚ©Ü±Ú¦êëé±ç§Ø­á±ÞÁØ­Úæ·ç ÝßÛÊÚ¦ç äÁí·ÛÊá¾Þ°í��ÁÝÂÜ¾Ý æ��ÁéQ� äÁÚ¬Û�Ü ø�ìßÚ©Ü±Ú­Ø­Ýßä�F¼ÜQGÙØ²ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØßóÇe¢�©Ü�F²ø²ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ�ð äÁè���ø¦ÛÊøÁöá æ·Ú¢Ø©Ú��ÁÚ¦ä�Xßè­Ø­áÍÜ¾Ú¦Þ��ÊÞïÚ�ìßè���á Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý Ü¾Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ���ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ�äÁé à ç¢ÞýÜ ø­Ø Þ�ìßÚ­Ø­ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊøìßè©æ·ÝßÞËÝ�� ì¿ç¢Þ Ü ø¦ç¢ã¤Ý�� Ü á ç¢äÁÚ­Ü¢ÞËÛÊäÁÝ�Dâó
TÂÞ¤Ý Û;��� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø©Ú���ÛÊáÂìßè���áÏáÍæ·Ú­Ø­è	�Áø+¤ëø

t
ð à ç í­Ø­Ý·û§öL�Êì¿Ú­Ü è Ü øåÿ¢Þïè¦ç°ìßá¾ÞïÚ Ü ø¦ûÌäÁè���ø¦ÛÊø¦û��Ú+�©Ü±Ýßã Ý¿Þâìßí·ä�XßÝßÞ æ·Ý�� á¾ã Ø­ÚÁÞâÜ±ÝÁæ·Ý��ôç Ú¦ê�Þ�ìßèåì¿Ý¢Ø­Ü è Û�Ü±Ý­ØÌæßã Ø­Ú©ìßÚ Ûëá¬ä·ÞïÚ Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁé¹Ø­øf�ôáLG�äÁá Ü ç¢Þ�ì�FÚ©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊøh��Úñá¹Ø©á ç��ôÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá¾Þ�Ý éÍØ­Ú¦ûîÜ±Ý­Øñè��+�ÁÝ é Ü ÛëÞ-B�Û�Ü áÓØ­Ú äÁè���Ý��­Ø ì¿è­Ü¢Þ�Ú­æ·íùÜ ø­Ø�ãïÿ¢ÞïÚá¾ã¤ÛÊÝ·ÿ Ý

X
ó�Ö ×�Û�Ü^G í©Ü¢Þ¦Ü¾Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝÌÜ^GÙØM�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þ�ì�BÙØÓìßíßä�X�GÙØÏÜ¾Ý��Âìßí·ä�XßÝ��ÓØ©Þ�ìßø©Ü�FÓÛK�¦ä�XßÝ��·ãïõ ám�Ü¾Ú¦Þ¦äÁá

Nc

ð ä¦æ·Ý·ç Ý�D©äÁá Ø­ÚÏÝ·ç­ã¤ÛÊÝ��¦äÁá Ü±Ý
Nc = Nc(t)

ÛÊÚ­Ø ä·ÞïÚÏÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø²Ü¾Ý��Ïà ç í­Ø­Ý��Áö ó?P²í©Ü áÛÊá¬ìßè���á ìßí·ä�XßÝåÜ¾Ú ÿ¢ÞïÚ¢Ø	D©ÛëäÁÚ­Ü¾Ú XßÚ¦ç�BÙØ
mi

�N�ÊÞ�Ú éÍØ­Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãËÝ
X

Ü¾Ý�� ÛK�­Ø­í��¦Ý�� ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ��äÁá Ü±Ú�Xßè��+�ÁÝ­Ø¢Ü±ÚÁÞOG�ûÏá^H�F¦û�R
mi(t + 1) = mi(t) + hci(t)[x−mi(t)],íÁæ·Ý��

hci(t) = a(t)
Ú­Ø

i ∈ Nc

ìßÚÁÞ
hci(t) = 0

ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßèâó � Ü¢Þ�ä�F Ü±Ý��
a(t)

Ú­Ø¢Ü¢Þ�æ·ç ÝßÛ=G?�æ·á^D©á¾Þâé¹Ø­Ú æ·Ú¦ç è	�ôÝ¢Ø­Ü±Úîç�����äÁÝ�DîäÁè���ø¦ÛÊø¦û
(0 < a(t) < 1)

ó�WÃ�­Ø�F��;G�û Ýßç¢ãïõ Ý��¦äÁá¬Ü ø­Ø��ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè
Nc

ÛÊÚ­Ø ä·ÞïÚåÛ;�¢Ø©è©ç Ü ø©Ûëø�Ü¾Ý�� à ç í­Ø­Ý��
Nc = Nc(t)

� ìßÚÁÞ Ü ø¦ûq��é ÛÊø¦û¶ÜQGÙØîìßí·ä�X�GÙØ Û�Ü¾Ý à è¦ç°Ü ø
Nc(t) = {i : ‖rc − ri‖ < rt}

�¼íÁæ·Ý��
rc

ìßÚÁÞ
ri

á±ã Ø­ÚÁÞ Ü±Ú ÿ¢ÞïÚ­Ø�D¦ÛÊäÁÚ©Ü±Ú©��é ÛÊø¦ûñÜ^GÙØ ìßí·ä��
X�GÙØ

c
ìßÚÁÞ

i
Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞËàâÚN�ÒÛ�Ü±Ý­Ø à è¦ç°Ü øâóMP²Ý

rt

Ú­Ø¢Ü¢Þ�æ·ç Ý·Û=GÀæ·á^D©á¾Þ�Ü±Ý äÁéQ�ôá���Ý·û Ü ø¦û � á¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûð Ú©ì·Ü¢ã Ø­ÚÁö Û�Ü ø¢Ø áÍæ·Ú­Ø­è	�Áø	¤�ø
t
ó�P²Ý

a(t)
íÁæ�G�ûÂìßÚÁÞ ø Ú©ì·Ü¢ã Ø­ÚîÜ±Ý��

Nc(t)
Û;�¢Ø	F���G�û¬äÁá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞäÁÝ­Ø­Ý©Ü±Ý­Ø©Þ�ìßè Û�Ü¾Ý à ç í­Ø­Ý�ì¿Ú­Ü èåÜ øåÿ¢Þïè¦ç°ìßá±ÞïÚ Ü ø©ûÌÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�Ú¦ûÓäÁè���ø¦ÛÊø¦û­ó

e Ø Ü±Ý ÿ­ãºìßÜ��©Ý
SOM

ÿ áÍØ á±ã Ø­ÚÁÞ�æ·Ý���D äÁáQ�ôè��ÁÝ=��ø áÍæßÞC�ÁÝ��=F ÜQGÙØ æ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç�GÙØ Ü ø¦û ÿ­Þ�Ú��ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û�ÿ á¹Ø á±ã Ø­ÚÁÞ æ·Ý���D ÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ì�FâóEÀùæ·Ý·ç á¾ã Ø­Ú à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËø���á¾ãÙÝ Ú©æ��Áí·û�Ý·ç¢Þ¤ÛÊäÁíßû Ü¾Ý��ÛK�­Ø­í��ÁÝ��_�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè¦ûU�ÊÞïÚ�Ü±Ý
hci(t)

ó Ö üÏä+G�û Þïÿ¢ÞïÚÁã Ü á±ç øÌæ·ç¢Ý·ÛÊÝ©àNF à ç á±Þïè¦õ á Ü±ÚÁÞßÛ�Ü ø­ØÂá æßÞb�ÁÝ��=FÌÜ¾Ý��äÁáQ� éL��Ý��¦û¼Ü¾Ý��
Nc = Nc(t)

ó?e ØÌø_�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè äÁá�Ü ø¢ØÏÝÁæ·ÝßãïÚîÚ¦ç àôãïõ á±Þ¿ÝîÚ��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û¶á±ã Ø­ÚÁÞÁæ·Ý���Dä·Þ�ìßç�F Ý¿Þ ìßí·ä�XßÝßÞÊÜ±Ý��îæßã Ø­Ú©ìßÚ ÿ áÍØ ��Ú�Ü¾Ú+H¢Þ Ø­Ý·äÁø���Ý�D­Ø Û;�¢Ø©Ý��·Þ�ìßèâó�eM�©Ü í Ü±Ý êëÚÁÞ Ø­í·äÁá¹Ø©Ý ä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­Ú�Ú©æ·Ý·ê�áQ�¦à���á±ã/H á ì¿Þ Ø�BÙØ¢Ü¾Ú©û äÁá�ä·ÞïÚñÚ©ç ìßáÍÜ è�æ��ÁÚ©Ü¢Þïèh�ôá¾Þ Ü±Ý­Ø©Þïè
Nc = Nc(0)

�ÒøñÝ·æ·ÝßãïÚ í·ä+G�û
��ÚñÛ;�©ç¢ç¢Þ�ìÁØ�BÙØ­á Ü±ÚÁÞ�äÁá Ü±Ýùæ·é ç¢Ú©ÛëäÁÚ�Ü±Ý�� à ç í­Ø­Ý��¿ó � Ú¦ç àôÞ�ì�FùÚ­ìßÜ¢ã Ø©ÚñÜ±Ý��

Nc

��Úñä¦æ·Ý·ç Ý�D¦ÛÊáØ­Úñá¾ã Ø­ÚÁÞÒæ·á ç¢ÞËÛÊÛÊí©Ü á ç øñÚ©æ·íùÜ øñä·Þ¤ÛKFñÚ©ì·Ü¢ã Ø­ÚñÜ¾Ý�� ÿ¢Þ�ì·Ü�D¦Ý��âóf�ÓÚ©Ü è Ü øñÿ¢Þïè©ç ìßá±ÞïÚ æ·á±ç¢ã�æ·Ý��ñÜ^GÙØæ·ç�BÀÜ^GÙØ
1000

Xßø¦äÁè©ÜQGÙØ Ü±Ý�� Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��N� á ìßá±ã íÁæ·Ý�� Ý¿ÞÀìßí·ä�XßÝßÞ Ü±Ý�� æ��ÁéL�ôäÁÚ©Ü±Ý·û�Ü¾Ú	H­Þ Ø©Ý	�äÁÝ�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞ Û=G�Û�Ü è�ì¿Ú¦Þ�Ýùç�����äÁíßû äÁè���ø©Ûëø©ûîá¾ã Ø©Ú¦Þ�Ú©ç ìßáÍÜ è äÁáQ�ôè��ÁÝ·û���ø Ú©ì·Ü¢ã Ø­Ú�Ü¾Ý��
Nc

ä¦æ·Ý·ç á¾ãØ­Ú ÛK�¦ç ç¢Þ�ìÁØ�BÙØ­á Ü±ÚÁÞ=�ôç Ú¦äÁä·Þ�ìßè Û�Ü ø äÁÝ­Ø­è¦ÿ Úâó
T¶á ç­ãºæ·Ý��s�ÊÞïÚîÜ±Úîæ·ç�BÀÜ¾Ú

1000
X�F¦äÁÚ©Ü±ÚN� ø ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø

a(t)
��Úîæ·ç¢éÍæ·á±Þ Ø­ÚaH áÍìâÞ Ø©è©á¾ÞôäÁá¶ä·Þ�ÚÜ¢Þïä�Fåæ·Ý��åØ­Ú á±ã Ø­ÚÁÞëìßÝ­Ø¢Ü è Û�Ü øåäÁÝ­Ø­è¦ÿ ÚåìâÞ�é æ·á±Þ Ü¾ÚåØ©Ú äÁá±ÞCBÙØ­á Ü±ÚÁÞ�äÁÝ¢Ø©Ý­Ü¾Ý­Ø©Þ�ìßèâó �

a(t)
ä¦æ·Ý·ç á¾ã



A}* 0325.#��4���4���:#��:����=�;4725(	�#���
Ø­Ú á±ã Ø­ÚÁÞ=�ôç Ú¦äÁä·Þ�ì�FN�ÊáÍì���áÍÜ¢Þ�ì�FhF Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü ç í·êKG�ûÌÚ¢Ø©è��ÁÝ��ôøåÜ±Ý�� à ç í­Ø­Ý��

t
ó � ÿ­Þ�è©Ü¾Ú	H¢øåÜQGÙØ

miÛK�¦ä�XßÚÁã Ø­á±Þ·ìßÚ©Ü èÓÜ ø­ØÓÚ©ç¢à Þ�ì�F�æ·á ç­ã¤Ý·ÿ Ý á¹Ø�B�Ü±Ú �©æ·í��ÁÝßÞ�æ·Ú�X�F©äÁÚ©Ü¾ÚÓà ç á±Þïè¦õ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ��ÊÞïÚÌÜ ø­ØÏÜ áL�·Þ�ì�Fæ·ç ÝßÛÊÚ¦ç äÁÝ��=F Ü¾Ý�� à è¦ç°Ü øâó À á Ü è Ú­æ·í Ü ø ê�è©ÛëøùÜ ø¦ûñÿ¢Þïè©Ü±Ú+H ø¦û�� ø ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø
a(t)

æ·ç éÍæ·á¾ÞØ­Ú æ·Ú¦ãïç§Ø©á±Þ�ä·Þ�ìßç¢é ûåÜ¢ÞïäÁé±û©ðúÜ ø¦ûîÜ è	H¢ø©ûaF ìßÚÁÞ<�·Þ �ôí©Ü á ç Ý�� Ü±Ý��
0.02

öq�ÊÞïÚ ä·ÞïÚ äÁáQ�ôè��Áø�æ·á±ç¢ã¤Ý·ÿ ÝÊó
�ÓÚÁÞ#�ÊÞïÚ Ü ø¢Ø Ü áQ�·Þºì�F ê�è¦ÛÊø áÍæßã¤ÛÊø¦û ÿ á¹Ø á±ã Ø­ÚÁÞÙÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßí æ�G�û���Ú äÁá±ÞCBÙØ­áÍÜ¾ÚÁÞ ø ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊø
a(t)

ðI� ç¢Ú©äÁä·Þ�ìßèhF á ì���áÍÜ¢Þ�ìßèÁö ó�(�émXßÚÁÞïÚs�ÊÞïÚåæ·Ý���D äÁáL�ôè	�ÁÝ��¦ûÓà è¦ç°Ü á û��ëøåá æßÞb�ÁÝ��=F éÍØ­Ý·û¢XßéQ�©Ü¢Þ
�Û�Ü±Ý�� ì¿Ú¢Ø©í¢Ø©Ú��ÊÞïÚåÜ ø­Ø Ú��+�ÁÚ	�=F Ü±Ý�� ç�����äÁÝ�DåäÁè���ø¦ÛÊø¦ûÂä¦æ·Ý·ç á¾ãôØ©Úåá±ã Ø­ÚÁÞôì¿Ú���Ý·ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�F��ÊÞïÚåÜ øÛKD	� ì��·Þ¤ÛÊøâó× êëí·ÛÊÝ­Ø ø äÁè���ø¦ÛÊø á±ã Ø­ÚÁÞ�ä·Þ�Ú Û�Ü¾Ý­à Ú¦Û�Ü¢Þ�ì�F ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚN� øùÜ áL�·Þ�ì�FùÛ�Ü±Ú©Ü¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�F Ú©ìßç¢ã
Xßá±ÞïÚá^H Ú¦ç°Ü è©Ü±ÚÁÞ©Ú­æ·íÌÜ±Ý­Ø¶Ú¦ç¢Þ\��äÁíÓÜ^GÙØ§Xßø¦äÁè­Ü^GÙØ Û�Ü ø­Ø¬Ü áQ�·Þºì�FÏêëè¦ÛÊø¶ÛKD	�âì��ÁÞËÛÊø¦û æ·Ý��¢�¦Ý��ÊÞ�ìßèÏæ·ç é æ·á±ÞØ­Ú á±ã Ø­ÚÁÞ äÁáQ�ôè��ÁÝ·û­ó#Z á¹ØU�©æ·è¦ç à á±Þ°ì¿è­æ·Ý¿Þ¤Ý·û Ü ç íÁæ·Ý·û��ôÞïÚ¬Ø­Ú²Ú©æ·Ý©Ü ç Ú©æ·á±ã¢Ú	�©Ü�F²ø Ú©æ·Ú¦ã¤Ü ø©Ûëø¿ó Ö ×ÙØ­Ú¦ûæ·ç Ú©ì·Ü¢Þ�ìßíßûùì¿Ú¢Ø©í¢Ø©Ú©û á±ã Ø­ÚÁÞýí©Ü¢Þ5�ôÞïÚ ìßÚ	��F Û�Ü±Ú©Ü¢Þ¤Û�Ü¢Þºì�F Ú©ìßç¢ã
Xßá±ÞïÚN�¬Ý Ú¦ç¢Þ ��äÁí·û ÜQGÙØ3Xßø¦äÁè­Ü^GÙØæ·ç é æ·á±ÞÊØ­Ú á¾ã Ø­ÚÁÞôÜ±Ý����Áè¦àôÞ¤Û�Ü¾Ý­Øhë�ì+ìåê�Ý·ç é±ûÓÜ±Ý­Ø Ú¦ç¢Þ\��äÁí�ÜQGÙØåäÁÝ­Ø­è¦ÿ�GÙØ Ü±Ý�� ÿ¢Þ�ì·Ü�D¦Ý��âó~e æ·í�Ü øè	�+�ÁøÏäÁá ç¢ÞïèÓÝîÚ¦ç¢Þ ��äÁí·û¼ÜQGÙØÏÿ¢ÞïÚ¦Û�Ü è¦ÛÊáQGÙØ Ü±Ý��ÓÛK�­Ø­í��¦Ý��Ìÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØÂÿ áÍØÓé à á±Þ¦ì¿Ú©ä·Þïè�áÍæßãïÿ ç Ú¦ÛÊøÛ�Ü±Ý­Ø Ú©ç­Þ ��äÁí�Ü^GÙØ3X·ø¦äÁè©ÜQGÙØ á æ·Ú¢Ø©è��Áø+¤ëø¦û­ó°eÂû ÛÊø¦äÁá¾ÞbG7��á±ãÀÜ éQ�ÁÝ·û í©Ü¢Þ Ý Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûùæ·Ý��æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦Û�Ü ø©ìßá¼á¾ã Ø­ÚÁÞ��©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßèîæ·Ý���D��·Þ Ü íßû¬ì¿Þâí©Ü¢Þ¿Ú¢ØÓÜ¾Ú�ÿ­Þ�Ú���é±ÛëÞïäÁÚÌÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ­Ú�á¾Þ¤ÛÊí·ÿ¢Ý��á¾ã Ø©Ú¦Þ?�·ã �ôÚ Ü í©Ü á Ú+�©Ü èd��Ú æ·ç éÍæ·á¾Þ Ø­Ú Ú­Ø­Ú©ì��©ì��+G7��Ý�D­Ød�ÊÞïÚ Ø­Ú ÛK�¦ä¦æ��Áø©ç�G7��á±ã Ý á æßÞ ���¦äÁø©Ü í·ûÚ¦ç¢Þ\��äÁí·ûMXßø¦äÁè©ÜQGÙØîÜ±Ý�� Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��âó
� Þ�Ú Ü ø ìßÚ	��D©Ü á ç ø ì¿Ú­Ü¾Ú­Ø­í·ø¦ÛÊø Ü ø¦û �Áá±Þ¤Ü±Ý��¦ç��ÊãïÚ¦ûÓÜ±Ý�� Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��åæ·Ú¦ç Ú���éÍÜ¾Ý��¦äÁáÂé¹Ø­Ú æ·Ú��ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ�áÍì·Ü éQ�¦á±ÛÊø¦û Ü¾Ý�� æ·Ý���êëÚÁã Ø­áÍÜ¾Ú¦Þ Û�Ü¾Ý°W�àOF¦äÁÚkJ¿ó S ìâó'W�áùÚ+�­Ü í�Ü¾Ý æ·Ú¦ç è¦ÿ á±Þ\� äÁÚ Ü¾ÝÛKD­Ø­Ý��ÁÝñÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ Ú­æ·Ý©Ü áQ�¦á¾ã Ü áÓÚ©æ·í ÿ�D¦ÝñÝ·äÁè¦ÿ á±ûÌÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ Ýßç��ôÚ¢Ø�G�äÁé¹Ø­á±û�ÛÊáÌÝ·äÁíÁìßáÍØ¢Ü ç Ý��¦ûì��©ì��·Þ�ìßÝ�D¦û ÿ¢ã¤ÛôìßÝ��©û­ó�WýÜ±Ý ÛÊàOF¦äÁÚñäÁá Ü±Ý ÛKD¦ä�XßÝ��ÁÝ3�

×
�ñÛÊø¦äÁá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ Ü±Ú ÛÊø¦äÁá¾ã�Ú�Ü¾Ý�� ÛK���Ø­í��ÁÝ��N�Óá¹Ø�B Ü±Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚ äÁá Û�Ü¾Ú+�©ç¢Ý�D¦û Ú­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü¾Ý�D­Ø�Ü¾Ú Xßè¦ç ø Ü^GÙØ�ì¿í·ä�X�GÙØ�Ü¾Ý��
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� ìßÚÁÞôÜ¾ÝÁæßÞ�ìßí ÛÊê�è��ÁäÁÚ
Er = 1/2(Eq + Ef)

ó
•
� Ú©ìßä�F Ú­Ø­è¦äÁá±ÛÊÚ Û�Ü±Ý��©û ìßíßä�X·Ý��©û

q
ìßÚÁÞ

f
��ÿ¢ÞïÚ	�ôç è¦êëáÍÜ¾ÚÁÞ��Àì¿Ú¦Þ�Û�Ü ød��é Ûëø Ü ø¦ûá±Þ¤Ûëé ç à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�ÝßÞÊÚ©ìßäÁé±û

{(r, q)}
ìßÚÁÞ
{(r, f)}

ó
S+S ó�Ö ü¢�Áá±û¬ÝßÞ¿Ü±Ý·æßÞºì¿é ûÏäÁáÍÜ¾Ú�X��Áø©Ü é û`�¦è���Ý��©û äÁá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þâì¿Ú­Ü è é¹Ø©ÚÌæ·ç Ý·ìßÚ���Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁé¹Ø­Ý æ·Ý·ÛÊÝ	�Û�Ü í

β
ó

S J¿ó¬×�è­ØåÞºì¿Ú¢Ø©ÝÁæ·ÝßÞËø���á¾ã�é¹Ø­Ú ì¿ç¢Þ Ü�F¦ç¢Þ¤ÝñÜ á±ç äÁÚ©Ü¢Þ¤ÛÊäÁÝ�D Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûÏÜ á±ç äÁÚ©Ü¢ã�õ¢á±Þ ó
Ö üÂæ�G�ûñá±ã Ø­ÚÁÞÀê�Ú¢Ø©á ç í�Ý æ·Ú©ç¢Ú­æ·è­Ø�G Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·û Ú­æ·ÚÁÞ Ü á¾ãÙÜ ø­ØED©æ·Ú¦ç�H ø æ·Ý��+�+BÙØ æ·Ú¦ç Ú¦äÁém�Ü ç�GÙØîÝßÞôÝÁæ·Ý¿ã�á±ûÓÿ áÍØ é à Ý��­Ø ê;�¦ÛëÞ�ì�F Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚN�ôÝÁæ·í©Ü á¶á¾ã Ø­ÚÁÞ ÿ�D¦ÛôìßÝ��¦Ý Ø­Ú Ú­Ø­Ú©Ü á���Ý�D­Ø�Ú©æ·í Ü¾Ýà ç�F¦Û�Ü øâó?²¼Û�Ü í·ÛÊÝ�ÝÌÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û��·é±à á±Þ©Ü ø­Ø¶Þ�ìßÚ­Ø­í©Ü ø©Ü±Ú¶Ø­ÚÏÿ ø¦ä·Þ¤Ý��©ç�� á¾ã©ìßÚ	�Áé û�Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá¾Þ¤ûÜ^GÙØîÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ ìßÚÁÞôØ­Úåæ·Ú©ç¢é à á±ÞÊìßÚÁÞôÜ ç íÁæ·Ý��©ûÌÝÁæÁÜ¢Þ�ìßÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û�Ü±Ý��©ûh
bë	ê�� ó
� Þ�Ú�Ü ø­Ø ìßÚ	�+D©Ü á±ç ø ìßÚ©Ü±Ú­Ø­í·ø¦ÛÊø Ü ø¦û±�¦á¾Þ Ü±Ý��©ç��ôãïÚ¦ûîÜ±Ý��ñÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��

GNG
æ·Ú¦ç Ú���é Ü±Ý��¦äÁáéÍØ­Ú æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁèùá ì·Ü éL�Áá±ÛÊø¦ûåÜ±Ý�� æ·Ý�� ê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞ Û�Ü±Ý©W�àOF¦äÁÚ3Jßó S ì¿ó¹W�á Ú+�­Ü í Ü¾Ý æ·Ú¦ç è¦ÿ á±Þ ���äÁÚ�Ü¾ÝùÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ�á¾ã Ø­ÚÁÞÒÜ±Ý ãïÿ¢Þ¤Ý äÁá�Ú+�©Ü í æ·Ý�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF���ø©ìßáîÛ�Ü ø­Ø æ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊøÜ¾Ý��ùÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��

SOM
ó7WýÜ±Ý ÛëàNF¦äÁÚùäÁá Ü±Ý Û;D©ä�XßÝ��ÁÝ©�

×
��� ÛÊø¦äÁá¾ÞbBÙØ©Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ Ü±Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚ Ü¾Ý��ÛK�­Ø­í��ÁÝ��N�©áÍØ�B äÁá Û�Ü±Ú+�¦ç Ý�D¦û Ûëø©äÁá¾ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ­Ü±ÚÂÛÊø¦äÁá±ãïÚ æ·Ý��ÂÚ­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü¾Ý�D­Ø²Ü±ÚUXßè©ç¢ø¬Ü^GÙØ¬ìßí·ä��

X�GÙØßó üÓÞ�ÛK�­Ø­ÿ é±ÛÊá±Þ¤û äÁáÍÜ±Ú+H�D ÜQGÙØ�ìßí·ä�X�GÙØ ÛÊø¦äÁá±ÞCBÙØ­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�äÁá Ú©ìßäÁé±û¢ógWýÜ±Ý©W�àOF¦äÁÚ¹J¿ó S ìôðúÚÁöQ�Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ á Ü±ÚÁÞ�ø�Ü��¦à ÚÁãïÚñÚ©ç¢à Þ�ìßÝ·æ·ÝßãËø¦ÛÊøùÜ±Ý��ñÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú¦ûåÿ�D¦Ý ì¿í·ä�XßÝ��¦û��ÛK�­Ø­ÿ¢á ÿ á±äÁé¹Ø­Ý��¦û äÁá Ü±Ú+H�D�Ü±Ý��©û­óÌÖ ×Àæ·á±Þ¤Ü±Ú Ú©æ·íE� áÍæ·Ú­Ø­Ú	��F+¤ëá¾Þ¤û à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü±Ú¦ûåí��ÁÚñÜ±ÚñÛëø��äÁá¾ã�Ú Ü¾Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ�� ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØùìßè���á êëÝ·ç¢è��ÙÜ¾Ý©�ôç è¦êëø¦äÁÚ�X·ç­ã¤Ûôìßá Ü±ÚÁÞÙÛ�Ü øùìßÚ©Ü è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø æ·Ý��



!#"Iö ð� -�Ç4k¡§: A<A
ð Ú¦ö ð%X¿ö ðI�ôö

ð ÿ¢ö

��������� �������ë�i��ÃÅµ·µß¸ÑÆ§¡ Ëý£©�§ÉÅ�°µÊÉ ®°µß¸Å¡ Ë�ÉÅ«­¥Â�§¨§Çß«©Æ¾� ½¿� «©¥
GNG

�Á� ¸ÑÉ ®Â�§³¢´¢� ü �ÿþ��£3 ü�� þ����R3 ü Ç�þ�£¦� ¡3r� ü ¯ þÙ¸Ñ³¢�¾Î§�§¨°ªA@â¸¹¡ Ë§Õ
Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ á Ü±ÚÁÞ Û�Ü¾Ý�W�àOF¦äÁÚ±J¿ó S ìôðYXßöQ�ßíÁæ·Ý�� ê�ÚÁã Ø©áÍÜ±ÚÁÞâø Û�Ü±Ú¦ÿ¢ÞïÚ©ì�F�æ·ç Ý·ÛÊÚ¦ç äÁÝ��=F Ü±Ý��îÛ�Ü ø�äÁÝ·ç��ê�FåÜQGÙØ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØßó`WýÜ±Ý áÍæ·í·äÁáÍØ­ÚaX�F¦äÁÚ©Ü±Ú ð9W�àOF¦äÁÚgJ¿ó S ìôðI�ôöÑöQ�ÊÝñÚ��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û�æ·ç Ý·ÛÊáQ�O�ôãïõ á¾ÞÚ©ìßí·äÁÚ ìßÚ	��D­Ü á±ç Ú Ü ø­Ø ìßÚ©Ü±Ú­Ø­Ý·ä�F ÜQGÙØ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ��ýìßÚÁÞ�ìßÚ©Ü¾Ú©ê�é ç§Ø©á±Þ�Ø­Ú Ûôæ·è¦ÛÊá¾ÞÙÜ±Ý �ôç è¦ê�ÝÛÊáÏÿ�D©ÝñäÁé±ç øN�ëíÁæ�G�û�Ú­æ·á¾Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ áÍÜ¾Ú¦Þ�ìßÚÁÞ�Û�Ü¾Ý[W�àNF¦äÁÚ]J¿ó S ìôðúÿ¢öQ�ôæ·Ý�� Ú©æ·Ý­Ü áQ�Áá±ãëìßÚÁÞÊÜ ø­Ø Ü áL�·Þ�ì�FìßÚ©Ü è¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊøîÜ±Ý��âó
ikjR¤ ¥§¦©¨Ew«ª |
� �+F+¤�ø Ú­æ·Ýßêëè¦ÛÊáLGÙØîìßÚÁÞÊø Ú¢Ø©Ú��âØ�B�ç­Þ¤ÛÊø æ·ç Ý©Ü�D©æ�GÙØåÛÊáÂÿ¢Þïè¦êëÝ·ç á±ûÓá ê�Ú¦ç äÁÝ��ôé±û��ÊÛK�­Ø�F��;G�ûæ·á±ç¢ÞC�¦Ú¦ä�Xßè­Ø­á±ÞëäÁáL�ôè	�ÁÚåÛKD­Ø­Ý��¦Ú ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØßóý× ã Ø­ÚÁÞÊÿ��­Ø­Ú©Ü í­Øa�ÁÝßÞ�æ·í¢Øa�ÊÞïÚ Ü¾Ý�ÛôìßÝÁæ·íñÚ+�©Ü í=�âØ­Úà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���á±ãëä·Þ�Ú Ú¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø ÜQGÙØåÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØîÚ­Ø¢Ü¢ãO�ÊÞïÚ Ý��ÁíÁì��Áø¦ç Ý Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ Ü¾Ý��¦û¢ó

e¢�©Ü�F ø Ú¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø Û�Ü±Ý©àâá^D¦á±Þ Û�Ü ø­Ø[�ôç ø	� Ýßç í©Ü á ç ø áÍæ·á^H á ç��ôÚ¦ÛëãïÚùÜQGÙØ ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØùÚ©æ·íÜ¾Ý��¦û ÿ¢ÞïÚ���é±ÛëÞïäÁÝ��¦ûq�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßÝ�D©ûÂæ·íßç Ý��¦ûÂÚ��+�Áè�ìßÚÁÞ¿Û�Ü ø­ØÂæßÞËÝ è¦äÁá ÛÊø�ìßÚ©Ü±Ú­Ø­íßø©ÛëøÌÜ^GÙØ�ÿ ám�ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØîÚ­æ·í Ü±Ý Ú­Ø���ç�BÀæßÞ Ø­Ýåÿ��¢Ø©Ú©ä·Þ�ìßíÊó üÓÞ Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝ¿ÞôÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦ûÏá±ã Ø­ÚÁÞ ÛÊà á ÿ¢ÞïÚ¦ÛÊäÁéÍØ­ÝßÞ
�ÊÞïÚ Ø­ÚåìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�©è¦õ Ý��¢ØîÜ éÍÜ¾ÝßÞïá û�Ú¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç Ú¦Û�Ü è©Ûëá±Þ¤ûÂÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØßó
� Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø á±ã Ø­ÚÁÞëÝ ÿ¢ÞïÚ¦àNG�ç¢Þ¤ÛÊäÁíßûÌá¹Ø©í·ûÓÛK�­Ø­í��ÁÝ�� ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØåÛÊá¢�­æ·Ý+� Ý·äÁè¦ÿ á±ûqXßÚ©Û�Þ\�ÛÊäÁéÍØ­øÂÛÊá ìßè©æ·ÝßÞ¤ÝîäÁéÍÜ ç Ý�Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦û¢ó���áÍØ©Þ�ìßèÓá¾ã Ø©Ú¦Þ¦ä·ÞïÚ �©æ·ÝÁìßá¾ÞïäÁá¹Ø©Þ�ì�F�ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�ÚN�ÁìßÚ��;B�ûýÜ¾Ýãïÿ¢Þ¤Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝåÛK�­Ø�F��;G�û¶àâç¢á±Þïè¦õ áÍÜ¾Ú¦Þ¿Ø©Ú ÿ­Þ�Ú¦àNG�ç¢Þ¤Û�Ü á±ã äÁá ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿í Ü ç í·æ·Ý ÛÊá ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿é ûá±êëÚ¦ç äÁÝ�� é±û¢óòeM�©Ü�F Ú­ì¿ç¢Þ
X�B�û ø �©æ·ÝÁìßá¾Þ�äÁáÍØ©Þ�ìßí©Ü ø©Ü±Ú ÿ ø¦ä·Þ¤Ý��¦ç��ôá±ã ÿ¢Þïè¦êëÝ·ç á±û ÿ��¦Ûôì¿Ý��·ãïá ûùÛ�Ü ø­ØÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊøâó_À Þ�Ú æßÞ\��Ú­Ø�Fg�+D¦ÛÊø ÛÊáÓÚ+�©Ü íñÜ¾Ýñæ·ç í	X��Áø¦äÁÚ á¾ã Ø­ÚÁÞ�ø�Ú­Ø­Ú©æ·Ú¦ç è¦Û�Ü¾Ú©ÛëøåÜ ø¦û��©æ·Ý	�ìßá¾ÞïäÁá¹Ø©Þ�ìßí©Ü ø©Ü±Ú¦ûÌÚ+�©Ü�F¦ûÂäÁáq�âØ�B�Ûëø¿ó�e¢�©Ü�Fåøa�âØ�B�ÛÊø é±äÁäÁá ÛÊÚ ø è©äÁá±ÛÊÚåá¾Þ¤ÛÊè	�ôáÍÜ±ÚÁÞôÛëá¶ÿ­Þ�è¦ê�Ý·ç ÚÛ�Ü è©ÿ­Þ�ÚîÜ ø¦ûÏÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û���äÁá¶Û�Ü í­à Ý Ø­Úåÿ¢ÞïÚ¦äÁÝ·ç ê;B�ÛÊá±ÞÊÜ±Ý�áÍæßÞ\���¦äÁø©Ü í Ú©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛëäÁÚ¿ó�W�áÏÚ+�©Ü íÜ¾Ý ìßá±êëè	�ÁÚÁÞ¤Ý=� æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦Û�Ü ø©ìßÚ­Ø Ú­Ø­Ú	���©Ü¢Þºì¿è�Ü±Úñÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßègX�F¦äÁÚ©Ü±Ú æ·Ý���æ·á ç­Þb�ÁÚ¦ä�Xßè­Ø­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞÛÊá¼ä·ÞïÚ ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ�Ý·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û­ó ×Àæßã¤ÛÊø¦û��¿Ú­Ø­Ú	��D���ø©ìßÚ­ØÂÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±û æ·ç¢Ý·ÛÊáL�O�Êã¤ÛÊá¾Þ¤û¶Û�Ü ø­Ø
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ìßÚ©Ü¾Ú©ÛÊìßáQ�+FÏÚ	�+� Ýßç¢ã ��ä+GÙØÂÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û��·ì¿Ú¦ÞÁæ·Ú©ç¢Ý��¦ÛëÞïè©Û�Ü ø©ìßÚ­Ø¬æ·Ú¦ç Ú¦ÿ á±ã �ôäÁÚ©Ü±ÚÓæ·Ý��ÏÚ­Ø­Ú¦ÿ á±Þ�ì+�Ø�D¦Ý��­Ø Ü±Ý�� æ·á ç¢ÞËÝ·ç¢Þ¤ÛÊäÁÝ�D©û�Ü ø¦ûÂìßè���áÂä·ãïÚ©û­ó
T¶Ú¦ç í��¦Ý�æ·Ý�� é±àâÝ��¢Øåæ·ç¢Ý­Ü¾Ú���á±ãëÿ¢Þïè©ê�Ý·ç ÝßÞ�Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞ�Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û��ëÝñÛK�­Ø­á±àNB�ûÓÚ+�	H¢Ú��Ø­íßäÁá¹Ø­Ý·û í�� ìßÝ·û ÜQGÙØsXßè¦ÛÊáQGÙØ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ�ìßÚÁÞ ÝßÞÒØ­é á±û áQH ÚÁÞïç áÍÜ¢Þ�ìßè æ·Ý���D©æ��ÁÝÁìßá û á±êëÚ¦ç äÁÝ��ôé ûæ·Ý��ÏÚ­Ø­Ú¦ÿ�D¦Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ­ìßÚ���ø¦äÁá±ç¢Þ Ø­èN�©ÿ ø¦ä·Þ¤Ý��©ç�� Ý�D¢ØÂÜ ø­Ø Ú­Ø­è	� ìßøM�ôÞïÚÂìßÚ©Ü¾Ú©ÛÊìßáQ�+F Ø­éLGÙØÂÚ	�	�ôÝ·ç­ã ��ä+GÙØßóüÓÞÒØ­é ÝßÞ�Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝßÞ-��Ú�æ·ç éÍæ·á¾Þ�Ø­Úñé à Ý��­Ø�Ü ø­Ø�Þ�ìßÚ­Ø­í©Ü ø©Ü±Ú�Ø­ÚñÚ+H¢ÞËÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø Ü¢Þ¤û ÿ��¢Ø©Ú­Ü í©Ü ø©Ü á ûÜ^GÙØ ÛKD	�ôà ç Ý­Ø�GÙØ�Xßè¦ÛÊáQGÙØ ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ�� ìßÚÁÞ�Ø­Úñä¦æ·Ý·ç¢Ý�D­Ø Ø©Úñá¹Ø­Û=G�äÁÚ©Ü�BÙØ­Ý��¢Øg�âØ�B�ÛÊø]�ÊÞïÚ�Ü±Úÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßè æ·á ÿ¢ãïÚ á±êëÚ¦ç äÁÝ��=F©ûÌáQD©ìßÝ��¦Úâó
WýÜ¾Ý á æ·í·äÁá¹Ø­Ý äÁé ç¢Ý·û Ü ø©û ÿ¢ÞïÚ©Ü ç¢Þ
X�F©û���Ú æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïÚ¦Û�Ü á¾ã�ä·ÞïÚ Ø­é±Ú æ·ç¢Ý·ÛÊéL�O�ÊÞ¤ÛÊøñÛ�Ü±Ý��¦û Ú	���

�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ��¦ûÌÝßäÁÚ©ÿ¢ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦ûÌæ·Ý��åÚ+H¢Þ¤ÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ã�Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚ Ú©æ·í�ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßé û�äÁá���íßÿ Ý��¦û¢ó
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Õ Ö ×ÍØÚÙÜÛÍÝjÞºßÈàâá

k-windows

ã ���Ï³¢®¾Î§ÉÅ�Â³¢Æ±ÃÑ³¢¸¹¡ÁÎ§�¶Ç¿� Î§«°Î¾ÉÅ� ¡Á´©µ·«ÌÉÅ« ¯±¥¾Î°�§É ´§ÎÂ�§³ ¨ ®/��§¨°¨ ®Ï´°Ä·¡¿�§³ ¨ «­»°µëÉ ¸ÅÆ±�Â�§³¢´ �°¥§É ´¿Õ�ä
å Albert Einstein (1879–1955)

Ο
Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û

k-windows

 S ��÷��Êá±ã Ø­ÚÁÞ·ä·ÞïÚÏì¿Ú¦Þ Ø­Ý©Ü í·äÁÝßû¬äÁé���Ý·ÿ Ý·û Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û��ßæ·Ý��Û�Ü±Ý©à áQD¦á±Þ¿Û�Ü ø­Ø ì¿è����+¤ëøÓÜ ø©û²ìßè���á�Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û²Ú©æ·í éÍØ­ÚÓæ·Ý����¦ÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú©Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ýôó7��ÞïÚÚ+�©Ü í­ØÓÜ±Ý­Ø��Áí�� ÝK�âÚ¦êëÝ�D�Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá¾Þ Ü��¦àâÚÁãïÚ é¹Ø­Ú�æ·Ú¦ç è����¦ç Ý ÛK�	� ìßáÍìßç­Þ�äÁéÍØ­Ý��îäÁám�

�ôé���Ý��¦û
a
�ÁÚ+H¢Þ¤Ý·æ·ÝßÞïá±ãÁÿ�D¦Ý_��á äÁáQ�ÁÞCB�ÿ á¾Þ¤û�ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦Ûëãïá û�R Ü ø ��Â?�{���+����·������+�¶ìßÚÁÞ©Ü ø �������ocm»/�	·��-�	�¿ó

� ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�Ú Ü ø¦ûÌäÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦ûÓÛ�Ü±Ý©àâá^D¦á±Þ�Û�Ü¾Ý¢Øåæ·ç¢Ý·ÛÊÿ¢Þ¤Ýßç¢Þ¤ÛÊäÁí Ü ø©û_��é Ûëø©ûÌÜ±Ý�� æ·Ú¦ç è����¦ç Ý��í·ÛëÝñÜ±Ý ÿ��¢Ø©Ú­Ü í­ØåæßÞ¤Ý ìßÝ­Ø¢Ü è ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ý ä·ÞïÚ©û Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û���á¹Ø�B ø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦ûÌÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø©ûÌæ·ç Ý	�Ûôæ·Ú���á¾ãÙØ­Ú ÿ¢ÞïáQ�¦ç�D­Ø­á¾Þ Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý·ç¢Ý Ü±Ý�� æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý��N�ÃB�Û�Ü á Ø­Ú æ·á ç­Þb�Áè�Xßá±Þ í·ÛÊÝ Ü¾Ý ÿ��­Ø­Ú©Ü í­Øæ·á±ç¢Þ¤ÛÊÛÊí©Ü á±ç ÚåÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ Ú©æ·í Ü ø­Ø Ú¢Ø­Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à ø ÝßäÁè©ÿ¢Ú¿ó
e Ø3��áLG�ç�F©ÛëÝ��¦äÁá��ÁÝßÞ�æ·í­Ø é¹Ø­Ú ÛKD­Ø­Ý��¦Ý ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ

X
�
n
Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ��§�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ Ü¾Ý��

d
� ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾Ý�� àNB�ç Ý��

R
d
� Ü í©Ü áÏé¹Ø­Úåæ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ý

W
ÛÊáÂÚ+�­Ü í­Ø Ý·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞKG�ûÌáQH�F¦û�R

03,<6Y�~2�87> A?"c@<" [ �§����¶ �Ac+� ����Â?�Q���
a, b ∈ R

d W f������¢·Q�f�
��µ]c+�Q� aj 6 bj

´O���
j = 1, . . . , d

Sæ �m»��/a��m»/�
W W Â7�ç�+�L»K�^¿E�L�x����Â7�Q��� a, b W �Ï»K�CY �{���+�Ã���	·¬�L� d P ���C�+���L�����3���V�+������Â-� W =

[a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [ad, bd] ⊂ R
d
SÜèt:�·��9»/�k���������m»K�/a/cm»-���k�Ø»K�CYm���L�	�M���k����Â?�Q�b�

cW = (1/2(a1 + b2), . . . , 1/2(ad + bd)) ∈ R
d
S

é j~ê ë ì y{tE¨hyîíøtd¯Å­^t pf|d} n ï_p_tZí°­�¨¹|d¯ |E}
� ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�ÚÌÜ ø¦û²äÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û¼á¾ã Ø­ÚÁÞ·ä·ÞïÚÓáÍæ·Ú­Ø­Ú	�Áø©æÁÜ¢Þ�ì�FÌÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚN�·æ·Ý���íÁæ�G�û²é à á¾Þ�F¦ÿ øá¾Þºæ�G7��á±ãÀÛ�Ü±Ý©àâá^D¦á±ÞÀÛ�Ü ø¢Øùæ·ç Ý·ÛÊÿ¢ÞËÝ·ç¢Þ¤ÛÊäÁí Ü ø¦ûh��é Ûëø©û Ü¾Ý�� æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý�� í·ÛÊÝ Ü±Ý ÿ��­Ø­Ú©Ü í­ØùæßÞ¤ÝìßÝ­Ø¢Ü è Û�Ü±Ý ìßé¹Ø­Ü ç Ýùä·ÞïÚ¦û Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û­óÓÖ × Û�ÜQG �¦Ý¿Þºæ·í­Ø�� é¹Ø­Ú�æ·Ú¦ç è����¦ç Ý

W = [a, b]d
� äÁáÌì¿é¹Ø¢Ü ç Ý

cW

ó~P²Ý æ·ç�BÀÜ±ÝhX�F¦äÁÚ Ü ø¦ûÌÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦ûÌá¾ã Ø©Ú¦Þ�Ý[�©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁí·û Ü±Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ��
QW ⊂ X

�ÊÜQGÙØÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØñÜ¾Ý��
X

æ·Ý��ùæ·á ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ Û�Ü¾Ý
W
��ÿ ø	�ÁÚ¦ÿ�F

QW = {x ∈ X : ai 6 xi 6 bi, i =
1, . . . , d}

ó�eÂêëÝ�D��©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü á¾ãÊÜ¾Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ
QW

�=�­æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ á Ü±ÚÁÞ�Ü±Ý ìßé¹Ø­Ü ç Ý�X·è¦ç Ý��©ûÓÜ±Ý��NR

g =

(

1

|QW |

∑

x∈Qw

x1, . . . ,
1

|QW |

∑

x∈Qw

xd

)

.
ðI�âó S ö

Ö ×�æ·á±Þ Ü¾Ú ìßÚ©Ü¾Ú©ÛÊìßáQ�¦è¦õ áÍÜ¾ÚÁÞ Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý=R
Wt = [gi − 1/2(bi − ai), gi + 1/2(bi − ai)]

d, i = 1, . . . , d,
ð£�âóºJ¦ö
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k-windows

Ü¾ÝÌÝÁæ·ÝßãËÝ Ý��©Û�Þ�Ú¦Û�Ü¢Þºì¿è¶á¾ã Ø­ÚÁÞ¦ä·Þ�ÚÂæßÞ\��Ú­Ø�FÏäÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¶Ü±Ý��
W

Û�Ü±Ý�ÛÊø¦äÁá±ã¤Ý
g
�­ìßÚÁÞ+�©æ·Ý��¦Ý��Êãïõ áÍÜ¾Ú¦ÞÜ¾ÝùÛKD­Ø­Ý��ÁÝ

QWt

� ÜQGÙØñÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ�æ·Ý��ñæ·á ç­Þ�é±à á±Þ óae¬Ø
|QWt

| > |QW |
� Ü í©Ü á�Ü±Ý

W
Ú¢Ø­Ü¢Þºì¿Ú��Òã\�Û�Ü±Ú©Ü±ÚÁÞÒÚ©æ·í Ü¾Ý

Wt

� ìßÚÁÞ øñÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ áÍæ·Ú­Ø­Ú	�ÁÚ¦ä�Xßè¢Ø©áÍÜ±ÚÁÞ¼� ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç á Ü¢Þ�ìßèñÜ á ç¢äÁÚ­Ü¢ãïõ á Ü±ÚÁÞ óÓÖ ×ÙØ­Úæ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ Ú+�©Ü�F©û¶Ü ø¦ûÓÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦ûÏæ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦õ áÍÜ¾ÚÁÞÊÛ�Ü¾ÝgW�àOF¦äÁÚ��âó S ó
1
W2 W3

W4

W

��� ��� � É ���ë��-Ó¡º�°¯±«°Ä·¡Ë£©ÃmË¼� ¸ÑÉÅ�§£¦¡ Î¾ª µß¸Å¡ Ë²¸ÈÎ°´�Ëý³¢�°Æ¾�¾½¿»°Æ¾«­¥¦Õ
À ÞïÚ¢�+¤ëø	�ÁÝ�D á æßÞ�æ·é ÿ Ý��ÂÚ	�+�ôÝ·ç¢Þ ��ä·Þºì�FÂæ·á ç¢Þ �ôç Ú¦ê�F��©Ü ø¦û ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û Ü ø©û äÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û á±ã Ø­ÚÁÞøåÚ©ìßí��ÁÝ�����øNR

Function
äÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊøôð

W
ö {ð �7.<�Ç(£�#.}ñ7�}òó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü¾Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ

QW ⊂ X
ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØîÜ±Ý��

X
�æ·Ý��åæ·á ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�Û�Ü¾Ý

W
óó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü¾Ý ì¿é¹Ø¢Ü ç Ý�Xßè¦ç Ý��¦û

g
Ú­æ·í Ü¾Ý¢Ø Ü�D©æ·Ý ðI�âó S ö óô .�*K.#��ï~�� Ç.?�5�k*K4 �7.?, � ÆMñ�,/4
Wt

Ú©æ·í Ü¾Ý­ØîÜ�D©æ·Ý ðI�âó�J©ö óó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü¾Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ
QWt

⊂ X
Ü^GÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ Ü¾Ý��

X
�æ·Ý��åæ·á ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�Û�Ü¾Ý

Wt

óðt� �
|QWt

| > |QW |
� Ü í­Ü áq��é±ÛÊá

W ←Wt

ó
&ó(�î�,<6

|QWt
| > |QW |

óð �7(��q*/,-��¡q� Ü¾Ý æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ý
W

ó
}

é jQi ë ì y{tE¨hyîíøtd¯Å­^t pf|d} ì yõï¢¦¹rgö�¨E¯°|d}
� ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø©ûîÿ¢Þïá^D©ç��¢Ø©ÛÊø¦ûîæ·ç Ý·Ûôæ·Ú���á¾ã�Ø­Ú Ú+�+H�F¦ÛÊá±Þ�Ü¾Ýùá^D¦ç Ý·ûa�ÊÞïÚñìßè���áîä·ÞïÚ ÛK�­Ø¢Ü á��Ü¾Ú��ôäÁéÍØ­ø�Ü±Ý�� æ·Ú¦ç è����¦ç Ý��]B�Û�Ü áÌØ­Úñæ·á±ç¢ÞC�Áø©êK��Ý�D­Ø íßÛÊÝ Ü±Ý ÿ��­Ø­Ú©Ü í¢Ø�æ·á ç­Þ¤ÛÊÛÊí©Ü á ç¢ÚñÛ�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚÚ©æ·í Ü ø­Ø ÝßäÁè©ÿ¢Ú��ôæ·Ý�� áL� ì��+G?X¿ãïõ á±ÞëÜ±Ý�ì¿è���á æ·Ú¦ç è����¦ç ÝÊó5�ÓÚ©Ü èåÛK�­Ø­é æ·á±ÞïÚN�=�ÊÞ�Ú é¹Ø­Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ý

W = [a, b]d
äÁá¶ìßéÍØ¢Ü ç Ý

cW

�ôøåÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚa�ÊÞïÚ ìßè���áÂÛK�­Ø¢Ü á Ü±Ú	�ôäÁé¹Ø­ø
i, 1 6 i 6 d

�ôà�G�ç­Þ¤Û�Ü èN�ÿ¢Þïá^�©ç�D¢Ø©á±Þ¼�ÊÜ±Ý�æ·Ú¦ç è����¦ç Ý
W
�ôì¿Ú­Ü è é¹Ø©Úåæ·Ý·ÛÊÝßÛ�Ü í

θe

�ëÜ±ÝñÝÁæ·ÝßãËÝ á±ã Ø­ÚÁÞëæ·ç ÝÁìßÚ���Ý·ç­Þ¤ÛÊäÁé¹Ø©Ý Ú©æ·íÜ¾Ý¢Øåà ç�F¦Û�Ü øN�âìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�¦è©õ¢Ý¢Ø­Ü±Ú¦ûÏÜ±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý=R
Wt = [a1, b1]× · · · × [ai − θe(bi − ai), b1 + θe(bi − ai)]× · · · × [ad, bd].

ðI�âóº�¦ö
P²Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý Ú	�©Ü í=�=�©æ·íÁìßá¾Þ Ü±ÚÁÞ�Û�Ü øåÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø©ûÏäÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø ì¿Ú­Ü¾Ú¦ÛôìßáQ�¦è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú©ûÂÜ¾Ý æ·Ú��ç è����¦ç Ý

W ′
t

ó7��ÞïÚÏÚ+�©Ü íÏÜ±ÝÌæ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ý_�©æ·Ý��ÁÝ��ôãïõ á Ü±ÚÁÞ·ÝÌæ��Áø���è©ç­Þ ��äÁÝ·û Ü±Ý��ÏÛK�­Ø­í��ÁÝ��
QW ′

t

�¦Ü^GÙØÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ�Ü±Ý��
X

æ·Ý��ñæ·á±ç¢Þïé à á±Þ óse Ø
θc|QW | < QW ′

t

��íÁæ·Ý��
θc > 1

��á±ã Ø­ÚÁÞ ä·ÞïÚñæ·Ú¦ç è¦äÁá Ü ç Ý·ûìßÚ���Ýßç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­ø Ú©æ·í Ü¾Ýùà ç�F¦Û�Ü øN�ÒÜ í©Ü á
W ← W ′

t

ó±Z ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿è ø�æ·ç Ý·ÛÊæ·è���á±ÞïÚ ÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø©û
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W3

W2

W1

��� �����°É�������-Ó¡Ë�°¯¾«°Ä·¡¤£¦Ã Ë¼¯§¡Ë¸Å¥°Æ¾»¾Î§µß¸Å¡ Ë¼¸ÈÎ°´�Ëý³¢�°Æ¾�¾½¿»°Æ¾«­¥¦Õ
��áQG�ç á±ã¤Ü±ÚÁÞ�Ú­Ø­á æßÞ Ü��¦àNF¦û���ìßÚÁÞ�á^H áÍÜ è¦õ á Ü±ÚÁÞ/�ÊÞïÚ ÿ¢Þïá^D©ç��¢Ø©ÛÊøñø á æ·í·äÁá¹Ø­ø ÛK�­Ø¢Ü áÍÜ¾Ú��ôäÁéÍØ­øâó � ÿ¢ÞïÚ��ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ú+�©Ü�F áÍæ·Ú­Ø­Ú	�ÁÚ¦ä�Xßè¢Ø©áÍÜ±ÚÁÞ�äÁé à ç¢Þ�Ø­Ú äÁø¢Ø Û;�©ä�XßÚÁã Ø­Ý��­Ø áÍæßÞ¤Ü��©à ø¦äÁé¹Ø©á û ÿ¢ÞïáQ�¦ç�D­Ø­ÛÊá¾Þ¤û ÛëáìßÚ¦ä·ãïÚ Û;�¢Ø­Ü áÍÜ±Ú	�ôäÁé¹Ø©ø¿ó Ö ×ÀØ­Úåæ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚåÚ+�­Ü�F¦ûÂÜ ø¦ûÏÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦ûÌêëÚÁã Ø­á Ü±ÚÁÞôÛ�Ü¾Ý[W�àNF¦äÁÚs�âó�Jßó
T¶Ú¦ç Ú©ìßè©ÜQG ÿ¢ã Ø­á Ü±ÚÁÞ�ÛÊá_�+¤ëø	�ÁÝ�D áÍæßÞ�æ·é ÿ Ý�� æ·á±ç¢Þ �ôç Ú¦ê;F�Ý��ÁíÁì��Áø¦ç ø�ø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦û�ÿ¢Þïá^D��ç��­Ø­Ûëø©û�R

Function
ÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø ð

θe

�
θc

�
W
ö {ð �7.<�Ç(£�#.}ñ7�ù 69. ï � Æ � ÛK�­Ø¢Ü á Ü±Ú	�ôäÁé¹Ø­ø
ið ��./�#(£�#.}ñ7�}òó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ

QW ⊂ X
ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØîÜ±Ý��

X
�æ·Ý�� æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Û�Ü¾Ý

W
ó

��69�� Ç,�ñÇ�Ç� ìßÚ©Ü±Ú
θe

Ü±Ý
W

ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�©è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ûÂÜ±Ý
Wt

Ú­æ·í Ü¾Ý¢Ø Ü�D©æ·Ý ðI�âóº�¦ö óð ï�*-(/�#�=�~�
W ′

t ←
äÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊøôð

Wt

ö óó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
QW ′

t
⊂ X

Ü^GÙØîÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØîÜ±Ý��
X
�æ·Ý�� æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Û�Ü¾Ý

W ′
t

óðú� �
θc|QW | < QW ′

t

�ôÜ í©Ü áq��é Ûëá
W ←W ′

t

ó
��69.^û§47,-��*<6Yï � ��áLB�ç ø¦ÛÊáÂÚ­Ø­áÍæßÞ¤Ü��©àOF Ü ø­Øîæ·ç Ý·Ûôæ·è���á¾ÞïÚåÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­ÛÊø¦û­ó

&ó(�î5,<6
θc|QW | > QW ′

t

ó
&ó(�î�,<6 ÝßÞëæ·ç Ý·ÛÊæ·è���á±Þïá ûÓÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦û¶Ø­Úåá¾ã Ø©Ú¦ÞëÚ­Ø­áÍæßÞ Ü��¦à á±ãËû_�ÊÞïÚåí��ÁÚ Ü±Ú

i = 1, . . . , d
óð �7(��q*/,-��¡q� Ü¾Ý æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ý

W
ó

}

é jRé ü ödpaz vxt¹p_w©} ý «3wdþdw�ÿ ym¯òvkz©} p w«ö ü r�y®¦�vxw«¦ p��È¨
u v��d¨��â¨

Ö ×ÙØ­Ú¶ìßç¢ã¤Û�Þ�äÁÝ�õ�F©Ü ø¦äÁÚ Û�Ü ø¢Ø²Ý·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¢�ôá¹Ø¦Þºì¿í­Ü á±ç ÚÏá±ã Ø­ÚÁÞ¢æ·ç Ý·ÛÊÿ­Þ¤Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁí·û�Ü±Ý��ÂÚ¦ç¢Þ\��äÁÝ�DÝ·äÁè¦ÿ�GÙØ Ûëá é¹Ø­Ú ÛKD­Ø­Ý��¦Ý ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØßó[��ÞïÚùÜ±Ý Ûôì¿ÝÁæ·í Ú+�­Ü í é±à á±Þ Ú¢Ø©Ú­æÁÜ��¦à���á¾ã�ä·ÞïÚùÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ��ÛëãïÚ 
 S &��9��æ·Ý��ùáÍæßÞ Ü ç é æ·á±Þ Û�Ü¾Ý¢ØñÚ	�+� íßç¢Þ ��äÁÝ
k-windows

��Ø­Ú æ·Ú¦ç é±àâá¾Þ�ä·ÞïÚñæ·ç ÝßÛÊéL�O�ÊÞ¤ÛÊøùÛ�Ü±Ý­ØÚ¦ç¢Þ\��äÁí�ÜQGÙØåÝ·äÁè¦ÿ�GÙØßó � X·Ú¦ÛëÞ�ì�F Þïÿ é Ú á±ã Ø­ÚÁÞÊØ­Ú Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·ÝßÞºø���á±ã�ìßÚÁÞÊØ­Ú á±êëÚ¦ç äÁÝ·Û�Ü á±ãëÝ Ú	�	�ôí	�ç¢Þ\��äÁÝ·û äÁáåé¹Ø­ÚùäÁáL�ôè	�ÁÝ Ú©ç­Þ ��äÁí æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØßóñüÂæ·í©Ü á�� äÁáÍÜ è Ü±Ý Ü éL�ÁÝ·û Ü ø¦ûåáÍì·Ü éQ�Áá ÛÊø¦û Ü^GÙØÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëÞCBÙØ äÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦ûÓìßÚÁÞ�ÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø©û�í��+GÙØ Ü^GÙØåæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ��ëá^H áÍÜ è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú©û�Ü±Ú áÍæßÞ�ìßÚ��
���©æÁÜ í·äÁá¹Ø©ÚÓæ·Ú¦ç è����¦ç ÚÌä¦æ·Ýßç á±ãßØ­Ú �­æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü á±ã ä·ÞïÚ�æ·ç Ý·ÛÊéQ�N�ÊÞ¤ÛëøÌÜ¾Ý��Ìæ���F���Ý��¦û¬ÜQGÙØÌÝ·äÁè¦ÿ�GÙØßó
��ÞïÚ Ü±Ý ÛôìßÝ·æ·í Ú	�©Ü í=�ýà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞ ÿ�D©Ý�æ·Ú¦ç è¦äÁá Ü ç ÝßÞ�ÿ¢Ý·ÛÊäÁé¹Ø©ÝßÞ Ú©æ·í Ü±Ý�à ç�F¦Û�Ü øNR

θsðúæ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç Ý·û Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦û§ö ìßÚÁÞ
θm

ðúæ·Ú©ç¢è©äÁá Ü ç Ý·û�á¹Ø©ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û§öL� äÁá
0 < θs, θm 6 1

ó3TÂÞ¤ÝÛK�	� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø­Ú �ÊÞïÚ�ìßè���áùõ áQD	�ôÝ·û áÍæßÞ�ìßÚ	���©æÁÜ í·äÁá¹Ø�GÙØ æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ áQH á Ü è¦õ áÍÜ¾Ú¦Þ�ø�Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚ
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k-windows

Ü¾Ý��åæ���F���Ý·ûÂÜ^GÙØ ìßÝ¿Þ Ø�BÙØåÜ±Ý��¦ûÓÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØîæ·ç Ý·ûÓÜ±Ý�ÛK�­Ø­Ý��ÁÞ�ìßí�æ���F���Ý·ûÏÛëø©äÁá¾ãCGÙØ æ·Ý�� æ·á ç¢Þïé±àâá¾ÞÜ¾Ý ì¿Ú���é¹Ø­Úâó ×�è­Ø Ú	�©Ü�F ø Ú¢Ø©Ú��ÁÝ��Êã�Úx�©æ·á ç�XßÚÁã Ø­á±ÞÙÜ ø­Ø æ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç Ý�Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦û
θs

� Ü í©Ü á Ü±Úá^H áÍÜ¾Ú©õ¢í·äÁá¹Ø­Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Úd��áQG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾Ú¦ÞÙíßäÁÝßÞïÚ ìßÚÁÞÀÚ+�©Ü í äÁá Ü±Ý ä·Þ�ìßç¢í­Ü á±ç Ý æ���F���Ý·û�ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØÿ¢ÞïÚ	�ôç è¦êëá Ü±ÚÁÞ ó e¬Ø­Ü¢ã ��á Ü±Ú Ú¢Ø ø Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚ ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ á¾ã Ø©Ú¦ÞýäÁí­Ø­Ý äÁáQ�ôÚ���D©Ü á ç¢ø Ú©æ·í Ü ø­Øæ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç¢Ý á¹Ø©ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û
θm

�âÜ í©Ü á ìßÚÁÞ Ü±Ú ÿ�D©Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Úîÿ¢ÞïÚ­Ü ø¦ç Ý�D¢Ø­Ü±ÚÁÞôÛ�Ü¾ÝåÜ áQ�ÁÞ�ìßí ÛKD­Ø­Ý��ÁÝÚ	�+�Áè���áLG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞôí©Ü¢Þ ìßÚ	��D­æÁÜ¾Ý��­Ø�æ·á±ç¢Þ¤Ý©àâé±ûÓÜ ø¦ûÏãïÿ¢ÞïÚ©ûÏÝßäÁè©ÿ¢Ú©û­ó�P²éL�ÁÝ·û��ÊÚ­Ø ø Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚ Ü^GÙØìßÝ¿Þ Ø�BÙØ�ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØÓá±ã Ø­ÚÁÞ¿ä·Þºì¿ç í©Ü á ç ø ìßÚÁÞ¿Ú­æ·íîÜ ø­ØÓÜ¢Þïä�F
θm

�ßÜ í©Ü á¼Ü¾ÚÓæ·Ú¦ç è����¦ç Ú ��áLG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞßí©Ü¢ÞìßÚ	��D©æÁÜ±Ý��­Øåÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßé û�Ý·äÁè¦ÿ á û­ó
e¢�©Ü�F Ú©ìßç¢Þ
X�B�ûåø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚN� á æßÞ Ü ç éÍæ·á¾Þ�Û�Ü±Ý­Ø�Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ=��Ø©Ú Ú­Ø­Ú©ìßÚ	�+D+¤�á±ÞÒìßÚÁÞ�Ý·äÁè¦ÿ á ûÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ äÁá�äÁø ì��¦ç°Ü�F äÁÝ·ç ê�Ý��ÁÝ��Êã�Úâóøe ØEG�Û�Ü í·ÛÊÝ=��Ý�à ç�F¦Û�Ü ø¦û�ÿ áÍØ áÍØ­ÿ¢ÞïÚ¦êëé ç¢áÍÜ±ÚÁÞ7�ÊÞïÚ äÁøì��¦ç°Ü é±ûÏäÁÝ·ç ê�Ý��ÁÝ��ôÞ�ìßè Ý·äÁè¦ÿ á±ûÂìßÚÁÞN��é Ûëá±ÞâÜ ø­Ø�Ü¢Þïä�FîÜ ø¦û¶æ·Ú©ç¢Ú©äÁé Ü ç Ý�� Ú+�©Ü�F¦û¶äÁáQ�ôÚ���D©Ü á ç¢ø�Ü ø¦ûäÁÝ­Ø­è¦ÿ Ú¦û Ü í­Ü á Ú­Ø­Ú©ìßÚ	�+D©æÁÜ¾Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�äÁí­Ø­Ý ì��¦ç°Ü é û äÁÝ·ç ê�Ý��ÁÝ��ÊÞºì¿è Ý·äÁè¦ÿ á û�Ú©æ·í Ü¾Ý¢Ø Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝôó

À è	�·Þ¤Û�Ü¾Ú íßÛÊÝ øùÜ¢Þ�ä�F Ü ø¦ûåæ·Ú¦ç Ú¦äÁé Ü ç Ý�� Ü á±ã Ø­á¾Þ�Û�Ü±Ý©ì Ü í·ÛÊÝ á¹Ø©Þ¤ÛëàND¦á Ü±ÚÁÞ øùÚ­Ø­Ú©ìßè	���+¤ëø äÁø��ì��¦ç°Ü�BÙØîäÁÝ·ç ê�Ý��ÁÝ��ôÞ�ìßè Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ áÍØ�B Ú­Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±Úîí·ÛëÝåÜ á±ã Ø­á¾ÞâÛ�Ü ø­Ø�äÁÝ­Ø­è¦ÿ Ú Ü í·ÛÊÝ æ·ç Ý�G7��á¾ã Ü±ÚÁÞ øÚ­Ø­Ú©ìßè	���+¤ëøñì��¦ç°Ü�BÙØñäÁÝ·ê�Ý��ÁÝ��ôÞ�ìßè Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ¿ó�T ç¢éÍæ·á±Þ�áÍæßã¤Ûëø©û Ø­Ú Ü¾Ý¢Ø¦Þ¤Û�Ü á¾ã�� í­Ü¢Þ�ø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚÚ+�©Ü�F á¾ã Ø­ÚÁÞÊÜ áQ�¦á¾ãCG�û H á±àNG�ç¢Þ¤Û�Ü�F�Ú©æ·íñÜ¢Þ¤û æ·ç Ýßø��ôÝ�D¦äÁáÍØ­á û���Ý·æ·í­Ü áÌìßÚÁÞÒä¦æ·Ý·ç á¾ãÊØ©Ú á±êëÚ¦ç äÁÝ·Û�Ü á±ã
�ÊÞïÚ ÿ¢Þïè¦êëÝ·ç á±ûÂÜ¢ÞïäÁé û��âÜ^GÙØ

θs

ìßÚÁÞ
θm

�ôàNG�ç¢ã¤û¶Ø©Ú àâç¢á±Þïè¦õ áÍÜ¾Ú¦ÞÊáÍæ·Ú­Ø­áÍìßÜ éL�Áá ÛÊø Ü¾Ý��åÚ	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��¿óÖ ×ÙØ­Ú æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ Ü ø¦ûñÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ©û Ú­æ·á¾Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ áÍÜ¾Ú¦Þ Û�Ü¾ÝkW�àOF¦äÁÚ©�âóC�âó � Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚ Ü^GÙØìßÝ¿Þ Ø�BÙØ¶ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ²Ü^GÙØ¬æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ
W1

ìßÚÁÞ
W2

�	G�ûýæ·ç Ý·û Ü±ÚÂÛK�­Ø­Ý��ÁÞ�ìßèÂÜ¾Ý��¦û Ûëø©äÁá¾ãïÚqH á æ·á ç§Ø©èÜ ø­Ø�Ü¢Þ�ä�F Ü ø©û æ·Ú¦ç Ú¦äÁé Ü ç Ý��
θs

�¶ÝÁæ·í©Ü á ìßÚÁÞ§��áLG�ç Ý�D¢Ø­Ü±ÚÁÞ¼í©Ü¢Þ¼ìßÚ	��D©æÁÜ±Ý��­Ø Ü ø­Ø�ãïÿ¢ÞïÚ ÝßäÁè©ÿ¢Ú��äÁá Ú©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛëäÁÚ Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý
W1

Ø­Ú ÿ¢ÞïÚ	� ç¢Ú©ê�á±ã ó e¬Ø¢Ü¢ã\��áÍÜ¾ÚN�Âø Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à ø Ú¢Ø©Ú��ÁÝ��Êã�ÚN�
�ÊÞïÚ Ü¾Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ú

W3
ì¿Ú¦Þ

W4
�ÇH áÍæ·á±ç§Ø­èùäÁí¢Ø©ÝùÜ ø­Ø�Ü¢Þïä�F Ü ø¦û æ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç Ý��

θm

��ÝÁæ·í©Ü á ìßÚÁÞ
��áQG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�í©Ü¢ÞýìßÚ	��D©æÁÜ±Ý��­Ø�Ü ä�F¦äÁÚ­Ü¾Ú Ü ø¦û ãïÿ¢ÞïÚ¦û Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û¢ó1P²Ú�æ·Ú¦ç è����¦ç ÚN�

W5
ìßÚÁÞ

W6
�é±àâÝ��¢Ø æ·Ý���D ä·Þ�ìßç�F Ú­Ø­Ú	�ÁÝ��ÊãïÚ ìßÝßÞ Ø�BÙØ ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ��ÓÝÁæ·í©Ü á ìßÚÁÞ§��áLG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞ¬í©Ü¢Þ¬ìßÚ	�+D©æÁÜ¾Ý��­Øÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±ûÌÝ·äÁè¦ÿ á±û¢ó

W4

W2

W3(b)(a)
W1 W5

W6

(c)

��� �����°É��¼É ��� � Î§�Â³­�°Æ±®°¯¾¸¹¡ Çß�¢�ÂÉÍ��Ë²¯§¡Ë�°¯§¡¤£¦�°µß�º��Ë�µ·¥¾ÇßÄ úÒÎ°¸Å¥°µÁ��Ë§Õ
T¶Ú¦ç Ú©ìßè©ÜQG ÿ¢ã Ø­áÍÜ¾Ú¦ÞëÝ��ÁíÁì��¦ø¦ç ø øåÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦ûÏÛK�	�ôà�BÙØ©áQ�¦ÛÊø¦ûÂæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ ÛÊá¢�+¤ëø	�ÁÝ�Dá æßÞºæ·é±ÿ Ý�� æ·á ç¢Þ �ôç Ú¦ê�F��Êí·æ·Ý�� Ü¾Ý

W
�ÊÚ©æ·Ý­Ü áQ�Áá±ãôéÍØ­Ú ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç�GÙØ�R

function
ÛK�	� àNBÙØ­á^�¦ÛÊøôð

θs

�
θm

�
W
ö {ù 69. ï � Æ � æ·Ú¦ç è����¦ç Ý

Wj

Û�Ü±Ý
W

æ·Ý�� ÿ¢á¹Øåé à á±ÞëáÍÜ¢Þ�ìßé Ü±ÚåÜ í©Ü á ��ï�*-(£�#�=�5�}ò� (��~� Û�Ü±Ý
Wj

Ü ø­Ø áÍÜ¢Þ�ìßéÍÜ¾Ú
wj

óðt� �
∃ Wi 6= Wj

Û�Ü±Ý
W
�ôæ·Ý�� áÍæßÞ�ìßÚ	��D©æÁÜ áÍÜ¾Ú¦ÞëäÁá¶Ü±Ý

Wj
*-8-*/�}òó �74}�#8}$q6Y�~� Ü¾Ý æ���F���Ý·ûÓÜQGÙØ ìßÝßÞ Ø�BÙØ Ü±Ý��©ûÌÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ
ni,jðt� � ni,j

ni
> θs

ìßÚÁÞ
ni < nj

*-8-*/�}ò
� (��5� ÛÊáÂí��ÁÚåÜ¾Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ú Û�Ü¾Ý

W
�ÊäÁá¶Ü ø¢Ø áÍÜ¢Þ�ìßé Ü±Ú

wiÜ ø¢Ø áÍÜ¢Þ�ìßé Ü±Ú
wj

óðt� �
0.5(

ni,j

nj
+ n

ni
) > θm

*-8-*-�}ò
� (��~� ÛÊáÂí��ÁÚåÜ±Úåæ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ú Û�Ü±Ý

W
�ÊäÁá¶Ü ø­Ø áÍÜ¢Þ�ìßéÍÜ¾Ú

wi

Ü ø­Ø áÍÜ¢Þ�ìßé Ü±Ú
wj

ó
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Unsupervised k-Windows
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ð ��(��q*-,/��¡U� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç�GÙØîäÁáÂáÍÜ¢Þ�ìßé Ü á û

W
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é jml u ü þçÿ z©r�y®¦�vxw }
Unsupervised k-Windows

é ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú¦û Ü¢Þ¤û ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦Ûëãïá û äÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û�� ÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦ûåìßÚÁÞ ÛK�	�ôà�BÙØ©áQ�¦ÛÊø¦û�� æ·Ý��æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦Û�Ü ø©ìßÚ­Ø Û�Ü¢ÞËû æ·ç Ý·ø	�ôÝ�D¦äÁá¹Ø­á±û áÍØ­í©Ü ø©Ü á û�� ÛÊá Ú+�©Ü�F­Ø Ü ø­Ø á¹Ø­í©Ü ø©Ü±Úùæ·ç Ý©Ü á±ã Ø­á Ü±ÚÁÞ�éÍØ­ÚÝ��ÁÝÁì��Áø¦ç�G�äÁé¹Ø­Ý Ú	�+� Ýßç¢Þ ��ä·Þ�ìßíîÛÊàOF¦äÁÚ¶æ·Ý��ÏÝ­Ø­Ý·äÁè¦õ á Ü±ÚÁÞ
Unsupervised k-Windows (UKW)

ó
P²Ý æ·ç Ý©Ü á±Þ Ø­í·äÁáÍØ­Ý�ÛÊàOF¦äÁÚ±H¢áÍì¿Þ Ø­èåÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ý¿ÞbBÙØ­Ü±Ú¦ûÌéÍØ­Ú ÛKD­Ø­Ý��¦Ý æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ�Û�Ü±Ú ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú¿ó
À ÞïÚ Ú©æ���F äÁéL��Ý·ÿ Ýßû�Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û��;XßÚ©Û�ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞëÛ�Ü ø­ØåáÍæßÞC�ÁÝ��=F Ü��¦àâÚÁãCGÙØ Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ Ú©æ·í�Ü¾ÝÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ ì¿Ú¦Þ Ü ø¢Ø ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�+F æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ�äÁáÌì¿é¹Ø¢Ü ç Ú�Ü¾ÚñÛÊø¦äÁá±ãïÚñÚ+�©Ü è¿ó¶Ö ×Àæ·á±Þ Ü¾ÚÝ�Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßûÌáÍìßÜ áL�Áá±ãëáÍæ·Ú­Ø­Ú	�Áø­æÁÜ¢Þ�ìßèåÜ¢Þ¤ûÓÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦Ûëãïá û�äÁáÍÜ±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦ûÂìßÚÁÞëÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­ÛÊø¦û��ÊäÁé à ç¢ÞØ­Ú Ý·ç­Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßÝÁæ·Ý¿ÞËø���Ý�D­Ø ÝßÞ#��é Ûëá±Þ¤û ÜQGÙØ æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ¿ó¹P²Ý Ü áQ�·Þºì¿í ÛKD­Ø­Ý��¦Ý æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ ÿ¢ã Ø­ám�Ü áåÛ�Ü ø­Øñÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦û ÛK�	�ôàNBÙØ­áQ�¦ÛÊø¦û�� ø ÝÁæ·ÝßãïÚ ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�¦è©õ¢á±Þ Ü ø­Ø�Ü áQ�·Þºì�F ÿ¢Ý·ä�F ì¿Ú¦Þ Ü¾Ýæ���F���Ý·û�ÜQGÙØ ÝßäÁè©ÿ�GÙØ�� Ú¢Ø©Ú���éÍÜ±Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ûÌáÍÜ¢Þ�ìßé Ü á ûîÛ�Ü¾Ú æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ú¿óMT Ú¦ç è����¦ç Ú äÁáÓÜ ø­Ø ãïÿ¢ÞïÚñá Ü¢Þ\�ìßé Ü±Ú á æßÞºì¿Ú���D©æÁÜ±Ý��¢Øîæ·á ç­Þ¤Ý­à é±ûÏÜ ø¦û¶ãïÿ¢ÞïÚ¦ûÏÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û¢ó Ö üÂæ�G�ûÂá±ã Ø­ÚÁÞâæ·ç Ý·ê�Ú¢Ø©é ûÏÝ Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûÏÿ áÍØìßÚ©Ü¾Ú���F	�ôá±ÞëÛÊáÏä·ÞïÚ ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç­Þ¤ÛÊøåÜ¾Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ�� ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ���Ú	�+�¦è äÁí¢Ø©ÝñÛÊáÂÜ áL�·Þ�ìßé û_��é Ûëá±Þ¤ûÌæ·Ú��ç Ú���D¦ç�GÙØ¿ó ×�D©ìßÝ��ÁÚñí·ä+G�ûîä¦æ·Ý·ç á±ã�Ø©Ú ÿ­Þ�Ú¦äÁá±ç¢Þ¤Û�Ü á¾ã�Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ��ÒÚ¢Ø©Ú���éÍÜ±Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ûÌÜ¾Ýìßè���á�Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã¤Ý Û�Ü ø­Ø ÝßäÁè©ÿ¢Ú æ·Ý��ñÚ¢Ø	F­ì¿á±Þ�Ü±Ý ìßÝ­Ø¢Ü¢Þ Ø­í©Ü á ç Ý ÛÊáÌÚ+�©Ü íñæ·Ú¦ç è����¦ç Ýôó¬Ö ×ÙØ©Ú�æ·Ú©ç¢è��ÿ á¾Þ �ôäÁÚN�¿Ü ø¦û`�Áá¾Þ Ü±Ý��¦ç��ÊãïÚ¦û¶Ü±Ý��îÚ	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ���æ·Ú¦ç Ý��©Û�Þ�è¦õ á Ü±ÚÁÞâÛ�Ü¾Ý�W�àOF©äÁÚ±�âób� ó�WýÜ±Ý Ü ä�F©äÁÚ

(a)Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ á Ü±ÚÁÞÁÜ¾Ý�Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØÏÚ©æ·Ý­Ü áQ�ÁÝ�D¦äÁá¹Ø­Ý Ú©æ·í��ÓÝ·äÁè¦ÿ á±û��·äÁá~êÂæ·Ú¦ç è����¦ç ÚÂÜ��¦à Ú¦ãïÚÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·ÝßÞºF¦äÁá¹Ø©Ú¿ó�P²áQ�·Þºì¿è��¿Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û¼ìßÚ©Ü¾Ú©ê�é ç§Ø©á±Þ¦Ø©ÚÏÚ¢Ø©Ú­ì¿Ú���D+¤ëá¾Þ¦Ü í·ÛÊÝ�Ü¢Þ¤û¼ì��©ç Ü é û²í·ÛëÝìßÚÁÞÊÜ¢Þ¤ûÓäÁø ì��¦ç°Ü é±ûÓÚ©æ·í�Ú	�©Ü é±ûåð£W�àOF¦äÁÚ
3.4(b)
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WýÜ øîÛK�­Ø­é±à á±ÞïÚÌæ·Ú¦ç Ý��©Û�Þ�è¦õ á Ü±ÚÁÞ¿ÛÊá¬ä·ÞïÚ±�	¤�ø	�¦Ý�D�á æßÞºæ·é±ÿ Ý�� æ·á ç­Þ �ôç Ú¦ê;FîÝåÛK�­Ø­Ý��·Þºì¿í·ûÏÚ	�	�ôí	�ç¢Þ\��äÁÝ·û���í·æ�G�û Ú+�©Ü í·û à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã Ü¾ÚÁÞ�� íÁæ·Ý�� Ú­Ø­Ú¦ê�é ç á Ü±ÚÁÞ�ø á±êëÚ¦ç äÁÝ��OF Ü¾Ý��N��Û�Ü±Ý[�©æ·í��ÁÝßÞ�æ·ÝÜ ø¦ûÏÿ¢ÞïÚ©Ü ç¢Þ
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$?! 0 "#�%$U87,/6¼Æ 2�47>
k-windowsð �7(��q*-,/��¡U� Ü¢Þ¤ûÓÝ·äÁè¦ÿ á±û {

cl1, cl2, . . .
íÁæ·Ý��NR

cli = {i : i ∈ Wj, label(Wj) = li}
}

}

function
Ú©ç¢à Þ�ìßÝ·æ·ÝßãËø¦ÛÊøôð

k
�
a
ö {" ,/î~6YïÃ4���4���:#�~�

k
æ·Ú¦ç è����¦ç Ú

w1, . . . , wk

äÁáL�ôé���Ý��©û
a
ÛÊá¶ìßè���áÂÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ûëø¿óð ��(/�#���;�

k
Ü��¦à Ú¦ãïÚåÛ�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ Ú©æ·í Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ ìßÚÁÞO��é±ÛÊá Ü±Ý ìßé¹Ø­Ü ç ÝÜQGÙØîæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØåã¤ÛÊÝ�äÁá¶Ü¢Þ¤ûÌÛK�­Ø¢Ü á Ü±Ú	�ôäÁé¹Ø­á±û¶ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ Ú	�©Ü�BÙØßóð ��(��q*-,/��¡U� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ

W
Ü^GÙØ

k
Ú	�©Ü�BÙØîæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØßó

}

é jQ¥ ý «¬w�þdw�ÿ ym¯Ýp�yjí�
 � wdþçö¹«�þdw#íøz[pf|�p_t
� �©æ·Ý��ÁÝ��ôÞËÛ�Ü¢Þ�ì�F æ·Ý����©æ��ÁÝÁìßí©Ü ø©Ü±Ú Ü±Ý�� Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��

UKW
��Ý��¦ÛëÞïÚ¦Û�Ü¢Þ�ìßè ì¿Ú���Ý·ç¢ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞÚ©æ·í Ü±Ý X�F¦äÁÚø�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁÝ�D ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ�æ·Ý��kXßç¢ã¤Ûôì¿Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ¼äÁé ÛëÚ ÛÊáùéÍØ­Ú ÛK�	� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø­Ýæ·Ú¦ç è����¦ç Ýôó5eM�©Ü í�á±ã Ø­ÚÁÞÊÜ±Ý]�âØ�G�Û�Ü í æ·ç í+X��Áø¦äÁÚåÜ ø¦ûa�Ï»�a+��´�f�·����	¿±�	·Q�'Y'bO��������¿ �����	�-�rb�Â/������¿Ü ø¦û6�Âæ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ì�F¦ûh��áQG�äÁáÍÜ ç¢ãïÚ¦û¹
 S	S ë�� óh��ÞïÚ Ü ø­Ø Ú¢Ø­Ü¢Þ�äÁá Ü�BÀæßÞ¤ÛÊø Ú+�©Ü±Ý�D Ü±Ý�� æ·ç Ý	X���F¦äÁÚ©Ü±Ý·ûé±àâÝ��¢Ø æ·ç Ý©Ü¾Ú���á±ã�æ·Ý��+�¦Ý¿ã¬Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞ�
Cë	÷��9� æ·Ý�� áÍæßÞ Ü ç¢éÍæ·Ý��­Ø Ü ø­Ø �©æ·Ý	�c�ôç Ú¦äÁä·Þºì�F à ç Ý­Ø©Þ�ì�Fæ·Ý����­æ��ÁÝÁì¿í­Ü ø©Ü¾Ú Ü ø¦û Ú­Ø­Ú©ìßè	���+¤ëø¦û ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ áÍØ­í·ûñÛKD­Ø­Ý��ÁÝ�� æ·Ý�� æ·á ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ�ÛÊá éÍØ­Úæ·Ú¦ç è����¦ç Ý=��ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôì¿áQ�¦è¦õ Ý­Ø¢Ü±Ú¦û ä·ÞïÚ�ìßÚ©Ü è	�	�Áø	�Áø ÿ¢Ý·ä�Fñÿ á±Þ�ì·Ü¾Ý·ÿ í©Ü ø¦ÛÊø¦ûf�ÊÞ�Ú�Ü ø­Ø�Ú­æ·Ý���F©ìßáQ�¦ÛÊøÜ^GÙØ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØßó WýÜ¾Ý­Ø°T¶ã Ø­Ú©ìßÚ��âó S Ú¢Ø©Ú©ê�é ç á Ü±ÚÁÞ²ø æ·Ý��+�©æ��ÁÝÁìßí©Ü ø©Ü±Ú ÿ¢Þïè¦êëÝ·ç�GÙØ Ü éÍÜ¾ÝßÞCGÙØæ·ç ÝßÛÊáL�O�Êã¤ÛÊáQGÙØßó?TÂÞ¤ÝÓÛ;��� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø©ÚU�ÊÞïÚ á±êëÚ¦ç äÁÝ��ôé û æ·Ý���D¶äÁáL�ôè	�¦ø¦û�ÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊøN�¢ÿ Ý·äÁé±û ÛëÚ¢Ø¼Ü¾Ý

Multi-Dimensional Binary Tree

 S+S ë��9�ÊìßÚÁÞ�ÜQGÙØ

Bentley
ìßÚÁÞ

Maurer

 S J�� ÿ á¾ã¤à¿Ø­Ý��­Ø æßÞËÝìßÚ©Ü è	�+�Áø��Áá±û¢ó?e¬Ø­Ü¢ã ��á Ü±ÚN���ÊÞïÚîá êëÚ¦ç äÁÝ��ôé û¶ä·Þ�ìßç�F¦û ÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦û¬äÁá²äÁáQ�ôè��ÁÝîæ���F���Ý·û¶Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ��á¾ã Ø©Ú¦ÞÊæßÞ¤Ý�áL�¦ì��¦Û�Ü¢Þ�ìßé±ûÏæ·ç Ý·ÛëáL�O�Êã¤ÛÊá±ÞËûÌÛÊÚ­ØîÜ ø¢Ø

Alevizos [4]
ó

� ,/47���7�����=,�$U.?�~��. � ,/8��#47>
&ó(	Æ 47�;47> � ,-8-�Ç47> ��� ,/47> "E�#.�� õ *K:#��:#>
Multidim. Binary Tree
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Alevizos
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O
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Bentley
ìßÚÁÞ

Maurer

 S J��

O
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O
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O (s + d log n)
Bentley

ìßÚÁÞ
Maurer


 S J��
O (n1+ε) O (n1+ε) O (s + log n)

Bentley
ìßÚÁÞ

Maurer

 S J��

O (n log n) O (n) O (nε)
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 ���xÉ �
�ë� � ÃÈ½¿«©¯¾«©¡ ø�Æ ½¿«¾Ç úÒÎ ¡Ë��Ë�� Î§���±ª°ÉÍ� µÁ��Ë -Ó¡º�°µÊÉÍª �¢�§ÉÑ«	Ë§Õ

é jR¤ � ï±y{r]tEvxt¹phyîí�� ü «¬w[ptïlþdo¢¯òvkt�p_t
� Þ�Ú Ü ø¢Ø�Ú+H¢Þ¤Ý��¦í��ôø¦ÛÊø Ü ø¦ûîÚ©æ·í·ÿ Ý·ÛÊø¦û Ü¾Ý��ñÚ	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��

UKW
����Úñàâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞËø���Ý�D­Ø[êÜ á±àßØ©ø­Ü è ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ ìßÚÁÞÒé¹Ø©Ú æ·ç Ú	�ôäÁÚ©Ü¢Þ�ìßíôóMP²Ú æ·ç�BÀÜ±Ú�ÿ�D¦Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ á¾ã Ø­ÚÁÞëÿ�D¦Ýùÿ¢ÞïÚ��



A?"Iö � �K69,/.#25.<*/6�ï � "3�74-*/���#(��~2�.�*=. $#A
Û�Ü è©ÛëáLGÙØ�� ìßÚÁÞ�æ·á ç¢Þïé±àâÝ��¢Ø

1600
ìßÚÁÞ

100000
ÛÊø¦äÁá±ãïÚN��Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Úâó]WýÜ¾Ý ÛKD­Ø­Ý��¦Ý

Dset1
Ü±ÚÛÊø¦äÁá¾ã�Ú á±ã Ø­ÚÁÞ Ý·ç��ôÚ­Ø�G�äÁé¹Ø©Ú Ûëá

4
ÝßäÁè©ÿ¢á û ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿Ý�D äÁáL�ôé���Ý��¦û¢ó�e Ø¢Ü¢ã\��áÍÜ¾Ú��ÙÜ¾Ý ÛKD­Ø­Ý��¦Ý

Dset2
æ·á ç¢Þïé à á¾Þ

100
Ý·äÁè¦ÿ á ûñÜ¾Ý�� ãïÿ¢ÞËÝ�� äÁáQ�ôé���Ý��¦û ð

1000
Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Ú ÛÊá ìßè���áñÝ·äÁè¦ÿ ÚÁö ó Ü±ÚìßéÍØ¢Ü ç Ú Ü ø¦û ìßè���á Ý·äÁè¦ÿ Ú¦û�á±ã Ø­ÚÁÞÙá^���-���ôç Ú¦äÁä·Þ¤ÛëäÁé¹Ø­Ú ÛÊá éÍØ­Ú æ��ÁéL�ôäÁÚ Û�Ü±Ý àNB�ç Ý

[10, 200]2
�ìßÚÁÞÊÜ±Ú Ú­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞ¤à Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚåé à Ý��­Øf�Áø©êK��á±ã äÁá¶Ü��¦à ÚÁã�Ú ÿ á±Þ �ôäÁÚ©Ü±Ý��Áø+¤�ãïÚ Ú©æ·í ä·Þ�ÚåìßÚ­Ø­Ý­Ø©Þ�ì�FåìßÚ��Ü¾Ú¢Ø©Ý·ä�F¬�ÊÞïÚ Ü ø­Ø ìßè���á�Ý·äÁè¦ÿ ÚN� äÁá�ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý·ç¢è ÛÊá ìßè���á�ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø éÍØ­Ú Ü��¦à ÚÁã¤Ý�Ú©ç­Þ ��äÁí Û�Ü¾Ýÿ¢Þïè¦Û�Ü ø¦äÁÚ

[1, 2]
ó�üÓÞ¿ÛK�­Ø­ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý·ç¢é û¬Ú­Ø­è¦äÁá±ÛÊÚÌÛ�Ü¢Þ¤û¬ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±û ÛK�­Ø¢Ü á Ü±Ú	�ôäÁé¹Ø­á±û`F©Ü±Ú­Ø_ìâóÀüÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·ûåá ê�Ú¦ç äÁí·Û�Ü ø©ìßá äÁá

16
ì¿Ú¦Þ

256
��Ú©ç¢à Þ�ìßè æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢ÚñÛ�Ü±Úñÿ��©Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÚñÚ¢Ø­Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ
�à Úâó¶üÓÞ�Ü¢ÞïäÁé û�ÜQGÙØåæ·Ú¦ç Ú¦äÁé Ü ç�GÙØ

{a, θe, θc, θs, θv}
F©Ü±Ú­Ø

{5, 0.1, 0.1, 0.7, 0.1}
ì¿Ú¦Þ�Û�Ü¢Þ¤û�ÿ�D©Ýæ·á±ç¢Þ�æÁÜ�B�ÛÊá±Þ¤û­ó�P²Ú ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ì¿Ú���B�ûÏìßÚÁÞôÜ¾ÚåÚ©æ·Ý­Ü áQ�Áé ÛÊäÁÚ©Ü±Ú Ú©æ·á¾Þºì¿Ý¢Ø¦ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�Û�Ü±Ý]W�àOF¦äÁÚ��âóºë¿ó

���������dÉ ����� ��«¼�§³¢«°É±ÃÈ¨ ¸Åµ·�¢� ÉÅ«­¥ �§¨§Çß«­Æ§� ½¿�¢«­¥
UKW

µÊÉÅ�ýµ·»¾Î§«§¨ �
Dset1

ü �°Æ¾¡ µÊÉ±¸ÑÆ¾®ÿþô£¦� ¡
Dset2ü ¯¾¸ÅÔ¾¡º®ÿþÑÕ

P²Ý áÍæ·í·äÁáÍØ­Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝñÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ
Dset3

á±ã Ø­ÚÁÞëÜ ç¢ÞCBÙØ ÿ¢ÞïÚ©Û�Ü è¦ÛÊáLGÙØ��ôì¿Ú¦Þ�ÿ ø¦ä·Þ¤Ý��©ç��OF���ø©ìßáá æßÞb�ÁéQ� Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ûñÜ��¦àâÚÁãïÚ
20

ìßé¹Ø­Ü ç Ú¬�ÊÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ á±ûñÛ�Ü±Ý ÿ¢Þïè¦Û�Ü ø¦äÁÚ
[10, 200]3

óø��D¦ç�G Ú©æ·í ìßè���áìßéÍØ¢Ü ç Ý�é à Ý��­Øa�Áø¦ê=��á¾ãôäÁáÂÜ��¦àâÚÁãïÚåÿ á¾Þ �ôäÁÚ©Ü±Ý��¦ø+¤�ã�Ú S ì	ì ÛÊø¦äÁá±ãïÚåÚ©æ·í�ä·Þ�ÚåìßÚ­Ø­Ý­Ø©Þ�ì�F ì¿Ú­Ü¾Ú­Ø­Ý·ä�FäÁá ÿ¢ÞïÚ©ÛÊæ·Ý·ç èîÛÊá¼ìßè���á ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø é¹Ø©Ú¢Ø�Ü��©à ÚÁã¤Ý Ú©ç­Þ ��äÁíåÛ�Ü±Ýåÿ­Þ�è¦Û�Ü ø©äÁÚ
[1, 2]

ó�üÓÞâÛK�­Ø­ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·Ý	�ç é±û�Ú­Ø­è¦äÁá±ÛÊÚ Û�Ü¢Þ¤û�ÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç áÍÜ¢Þ�ìßé±ûîÛK�­Ø¢Ü áÍÜ¾Ú��ôäÁéÍØ­á û F­Ü¾Ú­Ø�ì¿óUP²Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ
DSet4

�ÿ ø¦ä·Þ¤Ý��©ç��OF���ø©ìßá äÁá�Ü±Ý­Ø ãïÿ¢Þ¤Ý Ü ç í·æ·Ý Ú��+�Áè á¾ã Ø­ÚÁÞ ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û�ë�ìâó �ÓÚÁÞ Û�Ü±Ú ÿ�D¦Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÝÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊá
128

æ·Ú¦ç è����¦ç ÚN�·äÁá¼Ü¢ÞïäÁé û¼Ü^GÙØÓæ·Ú©ç¢Ú©äÁé Ü ç�GÙØÌãïÿ¢Þïá û¶äÁá¼Ú	�©Ü é±û¼ÜQGÙØæ·ç Ýßø��ôÝ�D¦äÁáÍØ�GÙØÏæ·á±Þïç Ú¦äÁè©ÜQGÙØßó7�ÓÚÁÞÁÛ�Ü¢ÞËû²ÿ�D¦ÝÌæ·á±ç¢Þ�æÁÜ�B�ÛÊá±ÞËû²Ý�Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·ûUF©Ü¾Ú¢ØÏÞ�ìßÚ­Ø­í·û¼Ø©ÚÓá¹Ø��Ü¾ÝÁæßã¤ÛÊá¾Þ·äÁá�Ú©ìßç¢ã
Xßá±ÞïÚÓìßÚÁÞ·Ü¢Þ¤û`J	ìÓÝ·äÁè¦ÿ á û­ó7P²ÝîÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
Dset3

�·ìßÚÁÞÁä·ÞïÚÏÜ ç¢ÞËÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü øÏæ·ç¢Ý	XßÝ���FÜ¾Ý��
Dset4

�ÊêëÚÁã Ø­Ý­Ø¢Ü¾Ú¦ÞÊÛ�Ü±Ý[W�àOF¦äÁÚs�âóCêN�ÊäÁÚ¦õ¢ãôäÁá¶Ü±Ú Ú©æ·Ý­Ü áQ�Áé ÛÊäÁÚ©Ü±ÚîÜ¾Ý��åÚ	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��âó

���������xÉ ��+ ����«¶�§³­«°É ÃÑ¨ ¸Åµ·� �¼ÉÅ«­¥ �§¨§Çß«­Æ§� ½¿�¢«­¥
UKW

µÊÉÅ�¬µ·»¾Î°«§¨ �
Dset3

ü �°Æ¾¡ µëÉ ¸ÅÆ±®ÿþÒ£¦� ¡­µÊÉÍ�§ÎÉ Æ§¡ µ·¯§¡Ë®°µÊÉÅ�§ÉÍ��³¢Æ±«A�­«§¨°ªÏÉÅ«­¥
Dset4

ü ¯¾¸ÅÔ¾¡º®ÿþÑÕ
P²Ú Ü áL�Áá^�­Ü¾ÚÁã�Ú ÿ�D¦Ý�Ü á à¿Ø­ø©Ü è ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ��

Dset5
ìßÚÁÞ

Dset6
Ú©æ·Ý©Ü áL�ÁÝ�D­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Ú©æ·í

319
ìßÚÁÞ

3651
ÛÊø¦äÁá±ãïÚ�Ú¢Ø­Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Úâó��ÓÚÁÞ·Ü¾ÚÌÿ�D¦Ý æ·á±ç¢Þïé à Ý��­Ø

4
äÁø�ì��¦ç°Ü é±û¬äÁá²Ú­Ø�B�äÁÚ	�ÁÝîÛÊàOF©äÁÚ
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k-windows

Ý·äÁè¦ÿ á±û Ú©æ·í Ý·äÁÝßÞïí·äÁÝ·ç ê�ÚîìßÚ©Ü±Ú­Ø­á±äÁø©äÁéÍØ­ÚîÛÊø¦äÁá±ãïÚâó � á±êëÚ¦ç äÁÝ��OF Ü¾Ý��îÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��
UKW

�¿äÁáÜ¢Þ¤û ãïÿ¢Þïá û Ü¢Þ�äÁé±ûåÜ^GÙØ æ·Ú©ç¢Ú©äÁé Ü ç�GÙØñìßÚÁÞ?�+J ìßÚÁÞ#J+ë	ê æ·Ú¦ç è����¦ç ÚùÛ�Ü ø­Øñìßè���áîæ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊø Ú¢Ø­Ü¢ã\�Û�Ü±ÝßÞ¤à èN� ìßÚ©Ü±Ú	��F	�ôá±ÞÒÛÊá Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá¾Þ¤û æ·Ý�� Ú­Ø­Ú	�âØ�G�ç¢ãïõ Ý��¢ØñÛ=G�Û�Ü è í��Áá û Ü¢Þ¤û ÝßäÁè©ÿ¢á ûîíÁæ�G�ûê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞ¿Û�Ü±ÝsW�àOF¦äÁÚ±�¿ó�÷¿ó#P²é Ü±ÝßÞïÚîÛKD­Ø­Ý��¦Ú é à Ý��­Ø�à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ÞËø���á±ã¿ìßÚÁÞ��ÊÞ�Ú Ü ø­ØÓÚ+H¢Þ¤Ý��¦í��ôø¦ÛÊøè	�+�+GÙØ æ·Ú¦ç í·äÁÝ¿ÞbGÙØåÚ	�+�ôÝ·ç¢ã ��ä+GÙØ�
bê�ë��I&�J�� S J	��� ó

���������dÉ �>=�� ��«¼�§³¢«°É±ÃÈ¨ ¸Åµ·�¢� ÉÅ«­¥ �§¨§Çß«­Æ§� ½¿�¢«­¥
UKW

µÊÉÅ�ýµ·»¾Î§«§¨ �
Dset5

ü �°Æ¾¡ µÊÉ±¸ÑÆ¾®ÿþô£¦� ¡
Dset6ü ¯¾¸ÅÔ¾¡º®ÿþÑÕ

P²ÝîÛKD­Ø­Ý��ÁÝ�ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ
Dset7
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T¶ç Ý·ÛëáL�O�Êã¤ÛÊá±ÞËû ÛÊÚ­Ø ÜQGÙØ

OPTICS
ìßÚÁÞ

GDBSCAN

 &N� S J	���Ïÿ á¾ã¤à¿Ø­Ý��­Ø æßÞËÝ áQ�©ì��©Û�Ü¢Þ
�ìßé±û¢óÂü �©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßí·û íßä+G�û�à ç í­Ø­Ý·û æ·Ý���à ç á¾Þ�è¦õ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ�á¾ã Ø­ÚÁÞëÜ ø¦ûÌÜ è	H¢ø©û

O(n log(n))
��ì¿Ú¦Þé±àâÝ��¢ØîÜ±Ý áÍæßÞ�æ·ç í·Û=��áÍÜ¾Ý äÁá¾Þ¤Ý­Ø­éÍì·Ü ø¦äÁÚîÜ^GÙØîäÁáQ� è	�+GÙØ�Ú©æ·ÚÁÞ Ü�F¦ÛÊáLGÙØîÛÊá¬ä©Ø	F©äÁøîæ·Ý�� äÁáL�ôÚ	�	BÙØ©á±ÞÚ­Ø­è	�ÁÝ��ôÚåäÁáÂÜ¾Ý�äÁéL�ôá���ÝßûÏÜQGÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØßó

l jQi u 6 ï�¨¬yîí)ï¢öEvko ¨Ew©} ü þçÿ z©r�y®¦�vxw }
k-windows

WýÜ ø�áÍØ­í©Ü ø­Ü¾Ú�Ú	�©Ü�F æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦õ Ý��¦äÁá Ü¾Ý¢Ø87���·��¼���^�^Âk:�·^�k�Q��´N�Ø»/� a�Â��
k-windows

ð
Ge-

neralized Unsupervised k-windows Algorithm (GUKW)
�Ùæ·Ý�� á±ã Ø­ÚÁÞÀÛëàâá±ÿ¢ÞïÚ¦ÛÊäÁé¹Ø­Ýßû Ø­Úá æ·áÍì·Ü á¾ã Ø©á±ÞßÜ¢Þ¤ûU�Áá¾Þ Ü±Ý��¦ç��Êãïá û Ü±Ý���Ú	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��

k-windows
ÛÊá¬äÁáÍÜ ç¢Þ�ìßÝ�D¦û à�B�ç¢Ý��¦û¢ó � æ·ç Ý©Ü á±Þ
�Ø­íßäÁá¹Ø­øU� áÍØ©ã�ìßáQ�¦ÛÊø§XßÚ©Û�ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ¢Û�Ü ø­Ø�Ú	�+�ôÝ·ç¢Þ\��ä·Þ�ì�F ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü±Ý��

UKW
�­Ú��+�Áè²à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá¾ãÿ ÝßäÁé ûîæ·Ý��ùá±ã Ø­ÚÁÞ�ìßÚ©Ü è	�	�Áø	�Áá û±�ÊÞïÚ Ü±Ýùæ·á ÿ­ã¤Ý ÜQGÙØñäÁáÍÜ ç¢Þ�ì�BÙØñàNB�ç�GÙØßósÀ á Ú+�©Ü í­Ø Ü¾Ý¢Ø�Ü ç íÁæ·Ýá±è¢ØÂÿ ø	�+B�ÛÊÝ��¦äÁá äÁá

(X, d)
éÍØ­ÚÏäÁáÍÜ ç­Þºì¿í�àNB�ç Ý=�·í·æ·Ý��

X
á±ã Ø­ÚÁÞ¦Ü¾ÝÌÛKD­Ø­Ý��ÁÝÓÜQGÙØÂÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØÏìßÚÁÞ

d : X → R
á¾ã Ø©Ú¦Þ�ä·ÞïÚ äÁáÍÜ ç¢Þ�ì�F�ÛK�­Ø­è¦ç°Ü ø¦ÛÊøåÚ©æ·í·Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦û��ëÜ í©Ü áÓé¹Ø©Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ý

W
äÁáL�ôéL��Ý��¦û

r
� Ýßç¢ãïõ áÍÜ¾Ú¦Þ;G�ûÓá^H�F¦û�R
03,<6Y�~2�87>�$�"c@<" [ �§����¶ ���L��� µ~�^�
�

c ∈ X W ���+���m»/� a�Â?��¿ r ∈ R
SZz��{�L� �Ø»;�DYm�{��Â?����� »��'a��m»-�

Â7��´�:îa+�{�	¿
r
´�cm»=¶ø�	��� ���

c
�L�M��c	·^�c�;�

W = {y ∈ X : d(c, y) 6 r}
S�z�� ����Â?�Q�b�

c
��:�´N���L�+�

���+���;:�·��9»/�s���{�]���m»K�/a'cm»/�{�£S
×�æ·Ý·äÁé¹Ø�G�ûîÝßÞ�Ü ç á¾Þ¤û ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�á±ûÌÜ¾Ý���Ú	�	�ôÝ·ç­ã ��äÁÝ��

UKW
�<Â7�����+���È·����-���?�����ocm»/�	·���� ìßÚÁÞ

�/��´^µpf�·Q�^�	������æ·ç éÍæ·á¾Þ�Ø­Úg� áÍØ©Þ�ìßÝÁæ·ÝßÞºø���Ý�D­Ø�Û�Ü¢Þ¤û�Ø­é á±û�Û;�¢Ø���F©ìßá û­óM�Ìè���áÓä·ãïÚ Ú©æ·í Ú+�©Ü é û���ÚÚ­Ø­Ú	������á±ãOH á±àNG�ç¢Þ¤Û�Ü è Û�Ü¢Þ¤ûÌáÍæ·í·äÁáÍØ­á ûÏæ·Ú¦ç Ú	�ôç è¦êëÝ��©û­ó
�sÍÏÌ ÍLÐ 9 :�ÒøL_ÖØ×�Òk�_á�N Lqå 4 Ö Ô ã`ÖØ×�Ô æ]ÚÏÔ<; Ò 7�Ôq×gÚ�LUå_æaå_ç

Ö üÂæ�G�û�é±à á±ÞÒá±Þ�æ�G7��á¾ã�ìßÚÁÞÊØ�G�ç¢ã Ü á ç¢Ú��Òø�ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦û äÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û�Û�Ü¾Ý­à áQD¦á¾Þ�Û�Ü ø­ØåÜ±Ý	�æ·Ý+��éÍÜ ø¦ÛÊø Ü±Ý�� ìßè���á æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç¢Ý���í·ÛÊÝ Ü¾Ý ÿ��­Ø­Ú©Ü í­Ø æ��Áø¦ÛëÞïé Û�Ü á±ç Ú Û�Ü±Ý ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ý Ü ø¦û ìßè���áÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó � �©æ·í+��á±ÛÊøñÜ¾Ý�� äÁá Ü ç¢Þ�ìßÝ�D àNB�ç Ý�� í·ä+G�ûåÚ­Ø­Ú	� ìßè¦õ á¾Þ�Ü¾Ý¢Ø Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ Ø©Ú áÍæßÞC�ÁéQH¢á±Þ
�ÊÞïÚÌì¿é¹Ø¢Ü ç ÝfX·è¦ç Ý��©û¶ÝÁæ·ÝßÞïÚ¦ÿ�F©æ·Ý©Ü áU�©æ·Ý·ÛK�­Ø­í��ÁÝ�� Ü±Ý��N�âé¹Ø­Ú Ú©æ·íîÜ±Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚÌÜ¾Ý��âó�Àùá Ú+�­Ü íîÜ¾Ý­ØÜ ç í·æ·Ý=�ôÜ±Ý ìßé¹Ø­Ü ç Ý�X·è¦ç Ý��©û

g ∈ W
ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ á¹Ø­íßûÂæ·Ú©ç¢Ú��-D©ç¢Ý�� Ý·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞÊÛÊÚ­ØîÜ±Ý ÛÊø¦äÁá±ã¤Ýæ·Ý�� áL�ÁÚ¦àôÞ¤Û�Ü¾ÝÁæ·ÝßÞïá±ãëÜ ø­Ø æ·Ý·Ûëí­Ü ø©Ü¾Ú�R

D(g, W ) =
∑

∀x∈W,x6=g

d(x, g).
ðI� ó S ö

e¢�©Ü í Ü¾Ý Û�Ü è¦ÿ¢Þ¤Ý á æ·ø¦ç á è¦õ á¾ÞôÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßèîÜ ø­ØÌæ·Ý����©æ��ÁÝÁìßí©Ü ø©Ü±Ú Ü±Ý�� Ú	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��âó ü1�©æ·Ý	�
�ÁÝ��ôÞËÛÊäÁí·û²Ü¾Ý��ÌáQ�ÁÚ©àôÞ¤Û�Ü±ÝÁæ·Ý¿ÞËø©Ü�FÌÜ ø¦û¼æ·ÝßÛÊí©Ü ø­Ü¾Ú¦ûÌð�� ó S öQ�·äÁé ÛKG ä·ÞïÚ¦ûU��G�ä�F©û¬ÿ�D­Ø­Ú¦äÁø©û{�åð

brutal
force

ö Ü á à¿Ø©Þ�ì�F¦û Ú©æ·ÚÁÞ Ü á±ã Ü áÍÜ ç Ú	�OGÙØ©Þ�ìßí�à ç í­Ø­Ý G�ûñæ·ç Ýßû Ü±Ý­Ø æ��Áø���è¦ç¢Þ ��äÁÝ Ü±Ý��
W

óòWýÜ ø­Øá±ç��ôÚ©Û�ã�Ú�
C÷ S �9�¿æ·ç¢Ý­Ü è���ø©ìßá é¹Ø­Ú äÁé Ü ç Ý ÝßäÁÝßÞïí­Ü ø©Ü¾Ú©ûÂæ·Ý�� áÍæßÞ Ü ç é æ·á±Þ Ü¾Ý­Ø±�©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁí Ü±Ý�� áQ�ÁÚ��àôÞ¤Û�Ü±ÝÁæ·ÝßÞºø©Ü�F ð
mode

�Àà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü±Ú¦û Ü ø­ØùÚ­Ø¢Ü¢ã¤Û�Ü±ÝßÞ¤à ø Ý·ç¢Ý��ÁÝ��ôãïÚÁöîÛÊá�� ç¢Ú©äÁä·Þ�ìßí àâç¢í¢Ø©Ýôó×�H¢Ú¦Þ¤Ü¢ã�Ú¦û¼Ú+�©Ü±Ý�DÓÜ±Ý��Ïà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì¿Ý�DÓÚ+�©Ü�FÏøÂæ·ç Ý·ÛÊéQ�N�ÊÞ¤ÛëøÓà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã Ü¾ÚÁÞ·ìßÚÁÞÁÛ�Ü ø­Ø¬æ·ç Ý	�Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­øs� áÍØ©ã�ìßáQ�¦ÛÊøâó



$�"£! 0 ù ���?6�ï~�Nñ725(	�#47>h"#�%$U87,<6�Æ 254?>
k-windows

$^�
TÂÞ¤Ý�ÛK�	� ìßáÍì¿ç¢ÞïäÁé¹Ø­ÚN� ÛKD¦äÁê;GÙØ­Ú äÁá Ü ø­Øùá±ç��ôÚ©Û�ã�Ú 
C÷ S �9��à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¦äÁá�Ü ø­Ø Ú©ìßí��ÁÝ�����øäÁá Ü ç¢Þ�ì�Fs�ÊÞïÚ Ü±Ú ìßÚ©Ü ø	� Ýßç¢Þ�ìßè à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þºì¿è�R

d(x, y) =
m
∑

i=1

δ(xi, xj),

íÁæ·Ý����
δ(xi, xj) =

{

0 (xi = yj)
1 (xi 6= yj)

.

Ö ×Àæ·á±Þ Ü¾ÚN�²Ú¢Ø­Ü¢Þºì¿Ú��ÒÞ¤Û�Ü¾Ý�D¦äÁáñÜ±Ú ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ú Ü^GÙØ æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç�GÙØ äÁá
modes

�¼æ·Ý�� Ý·ç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ5G�ûá^H�F¦û�R
03,<6Y�~2�87> $�"£!#"úO

mode
��·���¿_�/�	·��Ø�;�{�RQ

Mode
���{�s�/�	·��c�;�{�

Q = {Q1, . . . , Qn} W �Q�È·Q�+�-������V�	·+�	�=Â-�
G = [g1, . . . , gm]

���{��� ���Yµq�
�����������º�^�N����·±�����K�����O���
D(G, Q) =

∑n
i=1 d(Qi, G)

S
WýÜ¾Ý­Øåæ·Ú©ç¢Ú­æ·è­Ø�G Ý·ç¢ÞËÛÊäÁí=��ÿ¢á¹Ø æ·á ç¢ÞËÝ·ç¢ãïõ Ý��¦äÁáÓÜ¾Ý

mode
áÍØ­í·ûÌÛ;�¢Ø©í��ÁÝ�� Ø­Úåæ·á±ç¢Þïé à áÍÜ¾ÚÁÞëÛÊáÚ+�©Ü íôó���ÞïÚåÜ¾Ý­Øf�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁíñÜ¾Ý��

mode
Ý

Huang
Ú­æ·é±ÿ á±ÞºH áÂÜ¾Ý æ·Ú©ç¢Ú­ì¿è­Ü^G ��áQB�ç ø¦äÁÚ¹
b÷ S �£R

� � � ,;:#2�.ò$�"c@<" [ �§�-�m¶
nvi,j

W � � »/�Da�Â7��¿_�m¶�· �	·����¼���Q�CÂ^:�·Q¶�·±��·���¿M�/��·��Ø�;�{� Q W ���{��:�µ?�{�	·����·
i P ���rbE���CÂib vi,j W ´N���]�L�§µÃ� »;�	�N���Q»/�
�-������� Aj W ���	� fr(Aj = vi,j|Q) =

nvi,j

|Q|

����µÃ�����¼��b
�/�cµ ·������O���[����¿a���CÂib�¿

vi,j

���L�
Q
S�Uó�<��·A�m»��������

D(c, Q)
� ���Yµq�
�����������º�^�
���+���	·s���+��Â?��·^�

�î�	·
fr(Aj = ci,j|Q) > fr(Aj = vi,j|Q)

´N���
cj 6= vi,j

´O�����;�/a+�
j = 1, . . . , m

S
P²Ýa��áLB�ç ø¦äÁÚÓÚ+�©Ü í áÍæßÞ¤Ü ç éÍæ·á¾Þ·Ü¾Ý¢Ø��©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁíK�¿Ü¾Ý��

mode
�âá¹Ø­í·û ÛK�­Ø­í��¦Ý���ÛÊáÃ�ôç Ú¦äÁä·Þ�ìßíà ç í­Ø­Ý=�âìßÚÁÞâä¦æ·Ý·ç á¾ã¿á^D©ìßÝ��ÁÚ�Ø­Ú á¹Ø­ÛKG�äÁÚ­Ü^G7��á±ãßÛ�Ü¾Ý¢ØÌÚ	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ
k-windows

ó�TÂÞ¤Ý ÛK�	� ìßá ìßç¢Þ
�äÁéÍØ­ÚN�ÙéÍØ­Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ý ÛÊáåì¿è���á äÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø ì¿á¹Ø¢Ü ç Ý·æ·ÝßÞïá±ã Ü¾Ú¦Þ Û�Ü¾Ý
mode

ÜQGÙØùÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØùæ·Ý��æ·á±ç¢Þïé à á±Þ óUe Ø Ú+�©Ü�F ø äÁáÍÜ±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø ÿ áÍØ Ý·ÿ ø	�ôá±ã�ÛÊáÏæ·Ú¦ç è����¦ç ÝñäÁáÏæ·á±ç¢Þ¤ÛÊÛëí­Ü á±ç Úåæ·á±ç¢Þ¤ÛÊÛëí­Ü á±ç ÚÛÊø¦äÁá¾ã�ÚN� Ü í©Ü á¶Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý á æ·Ú­Ø­Ú¦êëé ç¢áÍÜ±ÚÁÞôÛ�Ü ø­ØîÚ¦ç àôÞ�ì�FåÜ¾Ý��a��é ÛÊøâó
�sÍÏÌ ÍÏÌ 9 :�ÒøL_ÖØ×�Òk�_á�N Lqå 4 Ö Ô ã`ÖØ×�Ô æ]ÚÏÔº4 Ö Ò>=MÓ �<L æaå_ç
� ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ ÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦ûîé à á±Þ ä·ÞïÚñè¦äÁá Ûëø]� áÍØ©ã�ìßáQ�¦ÛÊøñÛ�Ü ø­Ø æ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊø�ÜQGÙØñäÁáÍÜ ç­Þºì�BÙØàNB�ç�GÙØßókÀ ãïÚ ÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø á¹Ø­íßû�æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç¢Ý�� äÁá ìßéÍØ¢Ü ç Ý

c
äÁáQ�ôé���Ý��¦û

r
��á¾ã Ø©Ú¦ÞÙá±ê�Þ�ì·Ü�F äÁí­Ø­ÝÚ­Ø äÁáL�ôá¹Ø���D­Ø­Ý��¦äÁáñÜ±Ý

r
óÅT¶Þ¤Ý �¦á æÁÜ±Ý·äÁá±ç�B�û��ýÜ¾Ý

r
Ú	�+H è­Ø­á Ü±ÚÁÞ ìßÚ©Ü è é¹Ø©Ú æ·ç Ý·ìßÚ���Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁé¹Ø­ÝÚ©æ·í Ü±Ý à ç�F¦Û�Ü ø æ·Ý·ÛÊÝ·Û�Ü í

θe

ó Ö ×Àæ·á±Þ Ü¾ÚN� á ì·Ü áL�Áá±ã¤Ü±ÚÁÞ�øùÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ Ü ø¦ûåäÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦û¢óhe¬Ø øØ­é±ÚÌÿ Ý·ì¿ÞïäÁÚ©Û�Ü¢Þ�ì�F ��é ÛÊøÌÜ±Ý���æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý���é à á±Þ¿ÛK�¦ä¦æ·á ç¢ÞC�Áè�Xßá±ÞÁæ·á±ç¢Þ¤ÛÊÛëí­Ü á±ç Ú Ú­æ·í
θc

æ·Ú¦ç Ú©æ·è­Ø�GÚ©æ·í Ü ø­ØÂæ·ç¢Ý·ø	� Ý�D©äÁáÍØ­ø ��é ÛÊøÓÛëø©äÁá¾ãïÚ��ÁÜ í©Ü á�øÌÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¢��áQG�ç á±ã¤Ü±ÚÁÞßá æßÞ Ü��¦àOF©û­ó�Z ÞïÚ¦êëÝ·ç á Ü¢Þ�ìßèÜ¾Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý áÍæ·Ú­Ø­Ú©Ü±Ý·æ·Ý+��áÍÜ á¾ã Ü±ÚÁÞëÛ�Ü øîÚ¦ç àôÞºì�FåÜ±Ý��f��é ÛëøîìßÚÁÞÊø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚåÜ ø¦ûÏÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø©ûÜ á±ç äÁÚ©Ü¢ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ ó
�sÍÏÌ ÍIH 9 :�ÒøL_ÖØ×�Òk�_á�N Lqå 4 Ö Ô ã`ÖØ×�Ô æ]ÚÏÔ@? �MÞ�ÕBA L Òk�_æaå_ç

ü Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û��·é à á±Þ©Ü ø­Ø¬ÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü±Ú ìßÚ©Ü è¶Ü ø¢Ø¶ÿ¢Þïè©ç ìßá±ÞïÚÂÜ¢Þ¤ûýÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ©û Ø­Ú¢�©æ·Ý��¦Ý��Êã¤ÛÊá¾Þä·ÞïÚåæ·ç¢Ý·ÛÊéL�O�ÊÞ¤ÛÊø Ü±Ý�� æ���F���Ý��¦ûÏÜ^GÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ ÛÊáÏé¹Ø©Ú ÛKD­Ø­Ý��ÁÝñÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØßóÃe¢�©Ü í á æßÞ Ü��	�ôàâè��Ø­á Ü±ÚÁÞ·í·æ�G�û¼ìßÚÁÞ·Û�Ü ø¢ØÂæ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊøÓÜ^GÙØÂÛ;�¢Ø©á àNBÙØÂà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØÌáQH á Ü è¦õ Ý­Ø¢Ü±Ú¦û�Ü±Ý æ���F���Ý·ûÜ^GÙØ ìßÝßÞ Ø�BÙØñÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ Ú­Ø­è¦äÁá ÛëÚ ÛÊáÌìßè���áÌõ á^�	� è¦ç¢Þ�æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØåæ·Ý��ñáÍæßÞ�ìßÚ	��D­æÁÜ¾Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ ó � æßÞ
�
��Ú­Ø�FùáÍæßÞ�ìßè	���+¤ëø ÿ�D©Ý æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØñä¦æ·Ý·ç á¾ã áQD©ìßÝ��¦Ú Ø­ÚùáÍæ·Ú	�Áø���áQ�©Ü á±ã äÁé±Û=G Ü ø©û Ü ç¢Þ �OGÙØ©Þ�ì�F¦ûÚ­Ø©Þ¤Ûëí­Ü ø©Ü¾Ú©ûÏá±êëí·ÛëÝ¢ØåÚ­Ø­Ú¦êëá±ç í·äÁÚ¦Û�Ü áÂÛÊáÂäÁá Ü ç¢Þ�ìßÝ�D¦ûÌàNB�ç Ý��¦û­óÙÖ ×ÀÜ Û�Þ��Êÿ�D©Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ú

Wi, WjäÁáýìßéÍØ¢Ü±Ú
ci, cj

ìßÚÁÞ·äÁáQ� éL��ø
ri, rj

�¿áÍæßÞ�ìßÚ	��D­æÁÜ¾Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ¿á è­Ø
d(ci, cj) 6 ri +rj

ó�W�á�ìßè���á¼õ¢áQ�	�ôè��ç¢Þ Ú©æ·í áÍæßÞ�ìßÚ	���©æÁÜ í·äÁá¹Ø­Úîæ·Ú¦ç è����¦ç ÚN�N�­æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ á Ü±ÚÁÞôÜ¾Ý æ���F���Ý·û¶ÜQGÙØ ìßÝßÞ Ø�BÙØîÜ±Ý��¦ûÏÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ãbGÙØ



$ � ù ���?�¼ïÃ�Nñ7��: *K4#ñÍ"#�%$U47,<�ºÆ_2�4#ñ
k-windows

�5�ò&ó��*-,<6�ï~4  Ç> ��� ,/4#ñ7>
Ú©æ·í Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ��ôìßÚÁÞôà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü±Ú¦ûÓÿ�D©Ý æ·ç ÝÁì¿Ú���Ý·ç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­á ûÌÚ­æ·í Ü±Ý à ç�F¦Û�Ü øæ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç¢Ý��¦û

θs

ðòæ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç¢Ý·û²Ý·äÁÝßÞïí©Ü ø©Ü±Ú¦û§öÙìßÚÁÞ
θm

ðúæ·Ú¦ç è¦äÁáÍÜ ç Ý·û¼áÍØ­ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û¾öQ���ÁÚ¦ä�Xßè¢Ø©áÍÜ±ÚÁÞø Ú­æ·íßêëÚ¦ÛÊø Ü ø¦ûñá¹Ø©ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û­óòe Ø Ü±Ý�æ·Ý·ÛëÝ·Û�Ü í ÜQGÙØ ìßÝ¿Þ Ø�BÙØ Ü±Ý��¦û ÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ¬G�ûñæ·ç¢Ý·û Ü¾Ýæ���F���Ý·ûñÜ^GÙØ ÛK�­Ø­Ý��·Þ�ì�BÙØ Ü¾Ý��¦û ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ�äÁáQ�ôÚ���D©Ü á ç¢Ý Ú©æ·í Ü ø­Ø æ·Ú©ç¢è©äÁá Ü ç Ý
θs

�ýÜ í©Ü áÿ¢ÞïÚ	�ôç è¦êëá Ü±ÚÁÞ Ü¾Ý æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢ÝùäÁáîÜ¾Ú��·Þ �ôí©Ü á ç Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚâó�Z ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßè á è­ØñÜ±Ý æ·Ý·ÛÊÝßÛ�Ü í á±ã Ø­ÚÁÞäÁáQ� Ú	��D©Ü á ç Ý Ú­æ·íåÜ ø¢Ø�æ·Ú©ç¢è©äÁá Ü ç Ý
θm

�ßÜ±Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Ú���áLG�ç¢Ý�D­Ø¢Ü±ÚÁÞ í©Ü¢Þ¿ìßÚ	�+D©æÁÜ¾Ý��­Ø äÁé ç¢Ý·û¬Ü ø¦ûãïÿ¢ÞïÚ¦ûÂÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û¢ó7P²éL�ÁÝ·ûÂá±è¢Ø�Ü±Ý æ·Ý·ÛëÝ·Û�Ü íåá¾ã Ø­ÚÁÞ ä·Þºì¿ç í©Ü á ç Ý ìßÚÁÞ¿Ú©æ·í Ü¾Ý
θm

�ßÜ í©Ü á²Ü¾ÚÌæ·Ú¦ç è����¦ç Ú
��áQG�ç Ý�D­Ø¢Ü¾Ú¦ÞÊí­Ü¢ÞëáL� ì��+G?X¿ãïõ Ý��­Ø ÿ�D¦Ý�ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿é ûÌÝßäÁè©ÿ¢á û­ó
l jRé C o¢vxt¹p_t ý «3w�þEw�ÿ y�¯1phyîí�
d} � w�þçöd«uþEw#í z�pf|�p_td}
� �©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ì�F�æ·Ý����­æ��ÁÝÁì¿í­Ü ø©Ü¾Ú Ü¾Ý���Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��

GUKW
�ÊìßÚ���Ý·ç­ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞ�Ú©æ·í�Ü±Ýñì¿í	�Û�Ü±Ý·û¶Ü±Ý��åá¹Ø¢Ü¾ÝÁæßÞ¤ÛÊäÁÝ�D ÜQGÙØîÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ�æ·Ý�� Xßç¢ãËÛôìßÝ­Ø¢Ü±ÚÁÞôÛëá éÍØ­Ú ÛK�	� ìßáÍìßç­Þ�äÁéÍØ­Ý æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ýôó üÓÞæ·ç ÝßÛÊáL�O�Êã¤ÛÊá¾Þ¤ûh�©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þºì�F©ûh�ôáLG�äÁá Ü ç¢ãïÚ©ûs�ôÞïÚ Ü ø¢Ø�æ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊø Ü^GÙØ ÛK�­Ø­á àNBÙØ à Ú©ç¢Ú­ìßÜ ø©ç­Þ\�Û�Ü¢Þºì�BÙØ ÿ áÍØ ä¦æ·Ý·ç Ý�D¢Ø�Ø­Ú á ê�Ú¦ç äÁÝ·Û�Ü¾Ý�D­Ø�è¦äÁá ÛÊÚîÛÊá¬ìßÚ©Ü ø	� Ýßç¢Þ�ìßèåÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú¿ó�e¢�©Ü í ÛK�¦ä�XßÚÁã Ø­á±Þ

�ÊÞïÚ©Ü¢ãÀäÁá ç¢Þ�ìßé±û Ú­Ø­Ú	� ìßÚÁã�á±û]�ôáLG�äÁáÍÜ ç­Þºì¿é û éÍØ Ø­ÝßÞïá û�� í·æ�G�û ø áL�Áè¦àôÞ¤Û�Ü ø ì¿Ú���D©æÁÜ±Ý��©ÛëÚ æ·á ç¢Þ¤Ý©àOFìßÚÁÞ Ü±Ý äÁéL�ôá���Ý·ûùä·ÞïÚ¦ûùæ·á ç¢Þ¤Ý©àOF¦û��¶ÿ á¹Ø ÞËÛÊàOD©Ý��¢Ø Û�Ü±Ý��©û äÁáÍÜ ç­Þºì¿Ý�D¦û àNB�ç Ý��©ûø
 S	S ÷�� ó'²¼Û�Ü í	�ÛÊÝ é à Ý��­Ø�æ·ç Ý©Ü±Ú���á¾ã ÿ¢Þïè¦êëÝ·ç á±ûåäÁé���Ý·ÿ ÝßÞÒæ·Ý�� á±Þïÿ¢Þ�ìßá^D¦Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ�Û�Ü ø¢Ø æ·á ç¢ã�æÁÜ^G�ÛÊøñÜQGÙØñäÁáÍÜ ç­Þºì�BÙØàNB�ç�GÙØx
C÷�ì�� ó�eM�©Ü é±û ÝßÞ äÁé���Ý·ÿ ÝßÞ¼�Àä¦æ·Ý·ç Ý�D­Ø Ø©Úùÿ¢ÞïÚ¦àNG�ç¢Þ¤Û�Ü±Ý�D­ØùÛÊá ÿ�D¦Ý ìßÚ©Ü ø��ôÝ·ç­ã�á±û¢ó3WýÜ ø­Øæ·ç�BÀÜ øåìßÚ©Ü ø��ôÝ·ç­ã�ÚN�ôä·ÞïÚåÿ Ý·ä�F ÿ á±Þ�ì·Ü¾Ý·ÿ í©Ü ø¦ÛÊø¦ûÏìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�¦è©õ¢áÍÜ±ÚÁÞôÚ©æ·á^����á±ãïÚ¦û¶Ú©æ·í Ü¢Þ¤ûÏÚ©æ·Ý·Û�Ü è��ÛÊá¾Þ¤ûÏÚ­Ø­è¦äÁá ÛÊÚîÛ�Ü±ÚîÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚN�Êá¹Ø�B Û�Ü øîÿ áQD©Ü á±ç øîìßÚ©Ü ø	� Ýßç¢ãïÚîÜ±Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚåÚ©æ·á¾Þºì¿Ý¢Ø¦ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞëÛëáéÍØ­Ú­ØÂÿ¢ÞïÚ­Ø��¦ÛÊäÁÚ©Ü¢Þ�ìßíîàNB�ç Ýôó�×�ä¦æ·á¾Þ�ç­Þºì¿è�Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛëäÁÚ­Ü¾Ús
 S �N��� S ����÷�� S ì	�N� S+S ÷��Êé à Ý��­ØÓÿ á±ãºH á¾Þßí©Ü¢Þá±ç�GÀÜ�F¦äÁÚ­Ü¾Úùÿ­Þ�Ú¦Û�Ü ø©äÁè©Ü^GÙØ ð
range querries

öL� ä¦æ·Ý·ç Ý�D­Ø Ø­Ú Ú­æ·Ú­Ø¢Ü ø���Ý�D¢Ø ÛÊá��©æ·Ý	�c�ôç Ú¦äÁä·Þºì¿íà ç í­Ø­ÝgG�ûÏæ·ç ÝßûÓÜ±Ý�äÁéQ� áL��Ý·ûÏÜ¾Ý��åÛK�­Ø­í��ÁÝ�� ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØßó
l jml � ï±y{r]tEvxt¹phyîí�� ü «¬w[ptïlþdo¢¯òvkt�p_t
� áÍì·Ü¢ãïäÁø¦ÛÊø�ÜQGÙØ Ú©æ·Ý©Ü áL�Áá ÛÊäÁè©Ü^GÙØ á¹Ø©í·û Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ�� Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø¦û��qXßÚ¦Ûëãïõ áÍÜ¾ÚÁÞ¼Û�Ü ø

�©æ·í+��á±ÛÊø Ü ø¦ûdD­æ·Ú¦ç�H¢ø©û ä·ÞïÚ¦û ÿ Ý·ä�F¦û Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ Û�Ü¾Ú ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­Úâó ü XßÚ���äÁí·û Û�Ü±Ý­Ø ÝÁæ·ÝßãËÝ Ü¾ÝÚ©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛëäÁÚ Ü ø¦û Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø©Ûëø©û�á æ·Ú��Áø���á^D©á¾Þ�Ú+�©Ü�F­Ø Ü ø­Ød�©æ·í+��á Ûëø�� ìßÚÁÞÙÚ­Ø­Ú©ì·Ü è Ü ø­Ø ÿ Ý·ä�FÚ+�©Ü�FN�©äÁá Ü ç è¶ìßÚÁÞ¦Ü ø­Ø Ú©æ·Ý­Ü áQ�Áá ÛÊäÁÚ©Ü¢Þ�ìßí©Ü ø©Ü±Ú Ü ø©û­ó�W�áýÚ+�©Ü�F Ü ø¢ØÂá¹Ø­í©Ü ø©Ü±ÚN�¦à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¦äÁá�Ü¾Ýìßç­Þ Ü�F¦ç¢Þ¤Ý¬��D�¶5�L�I»/����b�¿ �§�����CÂ�������¿Óæ·Ý��ùÚ­Ø­Ú¦êëé ç¢áÍÜ±ÚÁÞ Û�Ü ø­Ø ×ÙØ­í©Ü ø©Ü±ÚdJßó S �<�ôÞïÚñÜ ø­ØñäÁéÍÜ ç ø¦ÛÊøÜ ø¦ûÏáL� ì��¦ç í©Ü ø©Ü±Ú¦ûÓä·ÞïÚ¦ûÓÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û­ó
e¢�©Ü í Ü±Ý ìßç­Þ Ü�F¦ç¢Þ¤Ý æ·Ý��ùá æßã¤ÛÊø¦û à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá¾ã Ü±ÚÁÞÙÛ�Ü ø­Ø á ç�� Ú¦ÛëãïÚk
b÷ S �£�ÙäÁáÍÜ ç è Ü±ÝdXßÚ���äÁíÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞËà ãïÚ¦ûÂÚ­Ø­è¦äÁá ÛÊÚ Û�Ü¢Þ¤û¶Ú­Ø­Ú©ìßÚ	���©êK��á±ãËÛÊá û¶Ý·äÁè¦ÿ á û ìßÚÁÞ Û�Ü¢ÞËû¬ì��Áè¦ÛÊá¾Þ¤ûÂÛ�Ü¢Þ¤û¶ÝÁæ·Ýßãïá ûÏé±à Ý��­ØÚ­Ø­Ú©Ü á���á±ã Ü¾ÚùÛ�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ á ì ÜQGÙØ æ·ç¢Ý­Ü é±ç�GÙØßó¹À áåÚ+�©Ü í Ü±Ý­Ø Ü ç íÁæ·ÝK�Ùøùæ·ÝßÞïí©Ü ø©Ü±ÚùÜ ø©û Ý·äÁÚ¦ÿ Ý	�æ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û

r
�ôÝ·ç¢ãïõ á Ü±ÚÁÞ;G�û�R

r =

∑#c
i=1 ai

n
,íÁæ·Ý��ùÜ¾Ý

#c
Ú­Ø­Ú©æ·Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü è Ü¾Ý æ���F���Ý·ûåÜ^GÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ�¡ÀÜ±Ý

ai

Ü¾Ý¢Ø Ú©ç­Þ ��äÁí Ü^GÙØùÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßá±ÞïäÁé¹Ø�GÙØÜ ø¦û ì��Áè©Ûëø©û äÁáåÜ ø äÁáL�ôÚ	��D­Ü á±ç ø Ú¢Ø­Ü¢Þºæ·ç¢Ý·Û=BÀæ·áQ�¦ÛÊø Û�Ü ø­Ø Ý·äÁè¦ÿ Ú
i
¡�ìßÚÁÞ Ü±Ý

n
Ü¾Ý ÛK�­Ø­Ý��ÁÞ�ìßíæ���F���Ý·ûÂÜ^GÙØ Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãCGÙØßó

P²Ú ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ�æ·Ý�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF���ø©ìßÚ­Øñá±ã Ø­ÚÁÞÒÜ±Ý
Soybean Disease Data SetìßÚÁÞ�Ü±Ý

1984 United States Congressional Voting Records Database
ós�ÓÚÁÞÒÜ±Ú ÿ�D¦Ý Ú+���Ü è ÛKD­Ø­Ý��ÁÚN�Àæ·ç Ý·é ç¢àâÝ­Ø¢Ü¾ÚÁÞ�Ú©æ·í Ü¾Ý

UCI Machine Learning Repository [15]
� ìßÚÁÞÀé à Ý��­Øà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���á±ã�á ç á^D	G�û¢�ôÞïÚ Ü ø¢Ø Ú+H¢Þ¤Ý��Áí��ôø¦ÛÊø æ·Ú©ç¢í·äÁÝßÞCGÙØåÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��ä+GÙØ¹
bë	�N�Ï÷ S � S ì S � ó
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The Soybean Disease Data Set H
e¢�©Ü íÓÜ¾ÝÌÛKD­Ø­Ý��ÁÝÏæ·á ç¢Þïé±àâá¾Þ+��÷¶Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚÏÚ­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü�B�äÁáÍØ­ÚÂäÁá���ë¶àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèâó?�Ìè���áÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¤Ý=�¿é±à á±Þ·Ú­Ø¢Ü¢ÞËÛ�Ü±Ý¿Þ¤àôÞ¤ÛÊäÁé¹Ø©øÌä·ÞïÚÏæ·ç ÝÁì¿Ú���Ý·ç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­øÏì��Áè¦ÛÊøÓÚ¦ÛO��é¹Ø­á¾Þ�Ú¦û�R

Diaporthe Stem
Canker, Charcoal Rot, Rhizoctonia Root Rot

��ìßÚÁÞ
Phytopthora Rot

ó¢�Âæ·è¦ç à Ý��­Ø S ìÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Ú�Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤àôÞ¤ÛÊäÁéÍØ­ÚÓÛ�Ü ø¢Ø¶ìßè���áýä·Þ�ÚÌÚ­æ·í�Ü¢Þ¤û�ì��Áè¦ÛÊá¾Þ¤û¼Ú¦ÛO��é¹Ø©á±ÞïÚ¦û¼äÁá Ü ø­Ø¶á^H ÚÁãïç á ÛÊøÂÜ ø¦ûì��Áè¦ÛÊø¦û
Phytopthora Rot

�âÛ�Ü ø­Ø�ÝÁæ·Ý¿ã�Ú Ú¢Ø­Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Ý�D­Ø S ÷îÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚâó�e¶æ·í Ü¾Ú±��ë à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø��ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßè äÁí¢Ø©Ý Ü±Ú3J S é à Ý��­Ø æ·Ú¦ç Ú©æ·è­Ø�G Ú©æ·í ä·ÞïÚùÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±û Ü¢ÞïäÁé û�� ìßÚÁÞ é Ü ÛëÞ äÁí¢Ø©Ý Ú	�©Ü è
�ÁÚ¦ä�Xßè¢Ø©Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ=�©æ·í�¤ëø­Ø Û�Ü ø­Ø ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�Ú Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û¢óü Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û á±êëÚ¦ç äÁí·Û�Ü ø©ìßáÀÛÊáÀÚ+�©Ü í Ü¾ÝÏÛKD­Ø­Ý��¦ÝÏÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ��©äÁá�é¹Ø­Ú Ú¦ç àôÞºì¿íÏæ·Ú¦ç è����¦ç ÝäÁáQ� éL��Ý��¦û

4
óÂüÓÞ�Ü¢Þ�äÁé±ûÌÜ^GÙØ è	�+�	GÙØåæ·Ú¦ç Ú¦äÁé Ü ç�GÙØhF©Ü±Ú­Ø

0.1, 0.1, 0.2, 0.8
�ÊÞïÚ Ü¢Þ¤û

θe

�
θc

�
θm

�ìßÚÁÞ
θs

Ú¢Ø­Ü¢ã¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à Úâóü ìßÚ���Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁí·ûîÜQGÙØ Ú¦ç àôÞ�ì�BÙØg��é ÛëáLGÙØåÜQGÙØ æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ ä¦æ·Ý·ç á¾ã�Ø­Úg�Êã Ø©á±ÞÒäÁáÌÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç áÍÜ¢Þ
�ìßÝ�D©û Ü ç íÁæ·Ý��¦û­óÙü æßÞ¤ÝÏÚ©æ��Áí·û�á¾ã Ø­ÚÁÞ ø²Ü��¦à ÚÁãïÚ¬áÍæßÞC�ÁÝ��OF¶Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ¬Ú©æ·í¶Ü±ÝÂÛKD­Ø­Ý��ÁÝÏÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ��ìßÚÁÞ ø Ú¢Ø©è���á ÛÊø Ü±Ý��©û ÛÊÚ­Ø ìßéÍØ¢Ü ç ÚñÜ¾Ý��ñìßè���á�æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý��âó × ã Ø©Ú¦Þ�í·ä+G�ûåáÍæßãËÛÊø¦û ÿ��­Ø­Ú©Ü í¢Ø Ø­Úá æßÞb�ÁáQ� Ý�D¢Ø ÛÊø¦äÁá±ãïÚN� Ú©æ·í Ü ø ÿ Ý·ä�F ÿ á±Þ�ì·Ü¾Ý·ÿ í©Ü ø¦ÛÊø¦û��Ùæ·Ý�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã¤Ü±ÚÁÞ7�ÊÞïÚ Ü¾Ú á±ç�GÀÜ�F¦äÁÚ��Ü¾Ú ÿ¢ÞïÚ¦Û�Ü�F¦äÁÚ©Ü±Ý·û­ó WýÜ ø æ·ç Ý©Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­øk�	�ÁÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊøN�¼à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊÚ¦äÁáñÜ ø­Ø ÿ Ý·ä�F
Vantage

Point Tree [154]
ó À áñÚ	�©Ü í Ü±Ý­Ø Ü ç íÁæ·Ý�á±ã Ø­ÚÁÞÀÿ��¢Ø©Ú­Ü í­Ø Ø­Ú á æßÞb�Áé^H Ý��¦äÁáñÚ¦ç àôÞºì¿è æ·Ú¦ç è������ç ÚN� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞCBÙØ¢Ü¾Ú©û ä·ÞïÚ

breadth–first
áÍæßÞC�ÁÝ��=Fñìßíßä�X�GÙØ�Ú©æ·í Ü øñÿ áÍØ­ÿ ç Ýßá±Þïÿ�F ÿ Ýßä�F�� ÛÊÚ­ØìßéÍØ¢Ü ç Ú[�ÊÞïÚñÜ¾Ú Ú¦ç àôÞºì¿èñæ·Ú¦ç è����¦ç Úâó ×ÀæßÞ�æ·ç íßÛO��áÍÜ¾ÚN��áÍì·Ü áQ�¦é±ÛÊÚ¦äÁá S ì+ìñÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ìßè æ·á¾Þïç è¦äÁÚ��Ü¾Ú��ÊäÁá¶Ü ø­Ø Ü��¦àâÚÁãïÚåäÁéL��Ý·ÿ ÝñÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û���B�Û�Ü á Ø­Ú Û;��� ìßç­ã Ø©Ý��¦äÁáÂÜ¢Þ¤ûÓÿ�D¦Ý æ·ç Ý·ÛÊáQ�O�ôãËÛÊá±Þ¤û­ó
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�Òø ÝÁæ·ÝßãïÚ äÁáÍÜ ç¢è©á¾ÞÒÜ ø­Ø æ·Ý����­æ��ÁÝÁì¿í­Ü ø©Ü¾ÚñÜ±Ý��¦û­óîü
Mandelbrot

�æ·ç�BÀÜ¾Ý·û æ·á ç¢ãïáL�ôç Ú+¤�á ä·ÞïÚ æ·ç Ý·ÛÊéQ�N�ÊÞ¤Ûëød�ÊÞïÚ Ü±Ý­Ød�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁí Ü ø©û
fractal

ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û�� ìßÚ©Ü èÜ¾Ý¢Øs�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁí�Ü¾Ý�� ä�F©ìßÝ��¦ûÓä·ÞïÚ¦ûÓÚ©ì·Ü¾Ý��ôç Ú¦äÁä�F¦û¢óÖ ×ÙØ­ÚÂìßÚ���Þïá ç�G�äÁé¹Ø­Ý·ûýÜ ç í·æ·Ý·ûÃ�­æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛëäÁÝ�DÂÜ ø¦û ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û
fractal

áÍØ­í·û�ÛK�­Ø­í��ÁÝ��Âá±ã Ø­ÚÁÞ©øäÁéL��Ý·ÿ Ý·û
box–counting


1&/&�� ó�e¢�©Ü�F ø äÁé���Ýßÿ Ý·û��=�ôÞïÚåéÍØ­ÚåÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ
n
Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãCGÙØ

�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ Ü¾Ý��
R

d
��ìßÚÁÞÀä·ÞïÚ ÿ¢ÞïÚ¦äÁé ç­Þ¤ÛÊø Ü±Ý�� àNB�ç Ý�� ÛÊá ìßáQ�ÁÞïè áQD¦ç Ý��¦û

l
���©æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ á±Þ Ü ø­Ø

fractal
ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ûëø

D
Ú©æ·í Ü¾Ý­ØîÜ�D©æ·Ý=R

D = − lim
l→0

log10 N(l)

log10 l
,



Ä/ö W[,/4���4Ç�74�6 õ �5�K6Y> *=4#ñª.%�%$U47,<�ºÆ_2�4#ñ
k-windows

íÁæ·Ý�� Ü¾Ý
N(l)

Ú­Ø­Ú©æ·Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü èåÜ±Ý�æ���F���Ý·ûÏÜ^GÙØîì¿áL�·ÞCBÙØåæ·Ý��åæ·á±ç¢ÞC�¦Ú¦ä�Xßè­Ø­Ý��­Ø Ü±Ý��	�Áè¦àôÞ¤Û�Ü¾Ý¢ØåéÍØ­ÚÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý Ü±Ý��åÛ;�¢Ø©í��ÁÝ��âó
eM�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞÒÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦ûÌæ·Ý���à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËÝ�D­Ø Ü ø­Øåÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú¦ÛÊø

fractal
ÜQGÙØ ÛK�­Ø­í��+GÙØ��é±àâÝ��¢ØÏæ·ç Ý©Ü¾Ú���á±ã¦ìßÚÁÞßÛ�Ü±Ý�æ·Ú¦ç áL�	��í­Øßó�üÓÞ

Barbarä
ìßÚÁÞ

Chen

 S ì��£�·æ·ç í©Ü á¾Þ Ø©Ú¢ØÏé¹Ø©Ú¢ØÏÚ	�+� íßç¢Þ �=�äÁÝ·û Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û�æ��ÁéL�ôäÁÚ©Ü±Ý·û��©æ·Ý��¬à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá¾ã¢Ü ø­Ø²ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ûëø

fractal
�ÊÞ�Ú²Ø­Ú¬ÝßäÁÚ©ÿ¢ÝÁæ·ÝßÞºF��ÛÊá¾Þßÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­Úâó ü Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·ûÂà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá¾ã ä·Þ�Ú áQ�¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ì�F Ü á à¿Ø©Þ�ì�F±�ÊÞïÚ�Ü ø­ØÓÚ¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ýßãºø©ÛëøÜ^GÙØ ÝßäÁè©ÿ�GÙØ��ÊìßÚÁÞ�Û�Ü±Ú¦ÿ¢ÞïÚ©ìßè æ·ç Ý·ÛO��é Ü á±ÞëÛ�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚ Û�Ü¢Þ¤ûÌÝßäÁè©ÿ¢á û��ëí·ÛÊÝ�ÿ áÍØ Ú��+�Áè¦õ á±ÞÊø

fractalÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊøÏÜ ø¦û²ìßè���á¼ÝßäÁè©ÿ¢Ú©û­óÀ×Àæßã¤ÛÊø¦û��âÛ�Ü ø­ØÂá±ç��ôÚ©Û�ã�Ú]
 S+S �	�£�·æ·ç¢Ý­Ü á¾ã Ø­áÍÜ¾Ú¦Þßä·ÞïÚ�äÁéL��Ý·ÿ Ý·û§XßÚ©Û�Þ\�ÛÊäÁéÍØ­øîÛ�Ü ø ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø
fractal

���ÊÞïÚîÜ ø­Ø�Ý·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø ÿ¢Þ¤ÛÊÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú©ÜQGÙØîÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ[
 S+S ��� ó��ÓÚÁÞÝßÞÊÿ�D¦Ý Ú+�©Ü±Ýßã Ú	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝßÞôé à Ý��­ØîÜ±ÝaX·Ú¦ÛëÞ�ìßí äÁá±ÞËÝ¢Ø©éÍì·Ü ø¦äÁÚîÜ±Ý��îìßÚ���Ý·ç¢Þ¤ÛëäÁÝ�DåÚ©æ·íåÜ¾Ý à ç�F¦Û�Ü øÜ¾Ý��åæ���F���Ý��¦ûÂÜQGÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØßó
W�á¼Ú+�©Ü í�Ü±Ý ìßá ê�è	�¦ÚÁÞ¤ÝK�ßá¹Ø­ÛKG�äÁÚ­Ü�BÙØ©Ý��¦äÁá Ü¾Ý¢Ø_�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁíîÜ ø¦û¼ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ûëø©û

fractal
�·Û�Ü±Ý­ØÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ

UKW

 S ��÷��£�âìßÚÁÞôÿ á¾ã¤à¿Ø­Ý��¦äÁá¶æ�G�ûÏä¦æ·Ý·ç á±ã Ø­Ú à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËø���á¾ãO�ÊÞïÚ Ü ø­Ø�áQH Ú	�OG��=Fæ·ÝßÞËÝ­Ü¢Þ�ì�F¦ûñæ��Áø¦ç Ý·ê�Ý·ç¢ãïÚ¦û�Ú­æ·í Ü±Ú ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú¿ó WýÜ ø ÛK�­Ø­é±à á±ÞïÚ Ü±Ý�� ìßá±êëÚ	�ÁÚÁã¤Ý�� Ú¦êëÝ�D æ·Ú¦ç Ý����ÛëÞïè¦ÛÊÝ��¦äÁá Ü ø­Øùæ·ç Ý©Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­ø áÍæ·é ì·Ü±Ú¦ÛÊøN����Ú ÿ�B�ÛÊÝ��¦äÁá�äÁá ç¢Þ�ìßè á¹Ø­ÿ­Þ�Ú¦ê�é ç Ý­Ø¢Ü¾Ú æ·á±Þïç Ú¦äÁÚ©Ü¢Þ�ìßèÚ©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛëäÁÚ­Ü¾ÚîìßÚÁÞO��Úåì��Áá±ã¤ÛÊÝ��©äÁáÂÜ¾Ý ìßá ê�è��ÁÚÁÞ¤Ý�ÛÊà Ý��ÁÞïè¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú©ûÓÜ ø¢Øåí��Áø æ·ç Ý·ÛÊéQ�O�ôÞËÛÊøâó

Î ÍLÐMÍLÐ Ò L¢æg5 á��<7?5øæså 75å ç
fractal

4 Ö�� æ#7�Ô æså çYXxæ87�ÙpL ÛÝÜMÞ[ß[Z
ÓqÖIà3áfÙ

k-windows
W�á�Ú+�­Ü�F Ü ø­Ø áÍØ­í©Ü ø©Ü±Ú æ·á ç¢Þ �ôç è¦ê�Ý��¦äÁá��ëÜ ø­ØåÜ ç Ý·æ·ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø Ü¾Ý�� Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ��

UKW
�ëæ·Ý��ìßÚ���Ýßÿ ø	� á¾ã Ü¢ÞËû ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦Ûëãïá ûýäÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û��­ÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦ûÀìßÚÁÞ­ÛK�	� àNBÙØ­á^�¦ÛÊø¦û��©àâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞCBÙØ¢Ü±Ú¦ûÜ ø­Ø²æ·ç Ý·ÛëéL�O�ÊÞ¤ÛÊø¶Ü ø¦û

fractal
ÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦ûÀÜ^GÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ¬æ·Ý��¶æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ¦ÛÊáÀì¿è���á�æ·Ú¦ç è����¦ç Ýôó

e¢�©Ü í �ôã Ø­á Ü±ÚÁÞ äÁá Ü ø à ç�F¦ÛÊø Ü ø©û äÁá���í·ÿ¢Ý��
box–counting

Ûëá ìßè���ádX�F©äÁÚâó � äÁéL��Ý·ÿ ÝßûÚ+�©Ü�FñÜ±ÚÁÞïç¢Þïè¦õ á±Þ Ú©æ·í����©Ü±ÚùäÁáîÜ ø ê�Þb�ÁÝ·ÛëÝ·ê�ãïÚ Ü¾Ý�� Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��
UKW

ìßÚ��;B�û�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá¾ãìßÝ��­Ü¢Þïè Ü¾Ú ÝÁæ·ÝßãïÚ ä¦æ·Ýßç Ý�D­Ø�Ø©Úîæ·ç Ý·éL�	��Ý��¢Ø è¦äÁá ÛÊÚîÚ©æ·í Ü±Ý­Ø Ü á±äÁÚ¦à ÞËÛÊäÁíåÜ^GÙØ�æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ�Ü¾Ý��Ú	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��
UKW

ó
TÂÞ¤Ý ÛK�	� ìßáÍì¿ç¢ÞïäÁé¹Ø­ÚN��ø ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚñÜ¢ÞËûåäÁáÍÜ¾Ú­ìâã Ø©ø©Ûëø©û ìßÚÁÞ�Ü ø©û ÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦û�� Ú	�+�Áè©õ¢Ý��­Ø Ü¾Ýæ·Ú¦ç è����¦ç ÝÂäÁí­Ø­ÝÓÚ­Ø²Ú+�­Ü íÏÝßÿ ø	� á¾ã¢Ûëá�Ú¦äÁáL�Áø©Ü é Ú²Ú	�+�ÁÚ��=F¬Ü ø©û

fractal
ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦ûÀÜ^GÙØ¬ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØßó×ÀæßãËÛÊø¦û ø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ ÛK�	� àNBÙØ­á^�¦ÛÊø¦û��ýÿ á¹Ø á¹Ø©ÝÁæ·ÝßÞïá±ã æ·Ú¦ç è����¦ç Ú äÁáñÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ì�F ÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú¦ÛÊø

fractal
�¦Ú©ìßíßäÁøÂìßÚÁÞÁÚ­Ø¬Ü±Ý é¹Ø­Ú¶æ·á±ç¢ÞC�¦Ú¦ä�Xßè­Ø­áÍÜ¾ÚÁÞ¦äÁé ÛÊÚÂÛ�Ü¾ÝÌè	�+�ÁÝôó#e¢�©Ü íÌÿ¢ã Ø­á¾Þ©Ü ø­Ø ÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø­Ü¾ÚÛ�Ü±Ý­ØåÚ��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ Ø­Ú á¹Ø¢Ü¾ÝÁæßã¤ÛÊá¾ÞëÝ·äÁè¦ÿ á±û���íÁæ·Ý�� øåæ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±Ú ÜQGÙØ ÛÊø¦äÁá±ãCGÙØ Û�Ü¾Ý ì¿é¹Ø¢Ü ç Ý�Ü ø¦ûÝ·äÁè¦ÿ Ú¦ûåá¾ã Ø­ÚÁÞ ÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ìßè äÁáL�ôÚ	��D©Ü á ç øñÚ©æ·í í©Ü¢Þ�Û�Ü¢ÞËû æ·á ç¢ÞËÝ­à é û æßÞ¤Ý äÁÚ©ìßç¢Þïè Ú©æ·íùÜ±Ý ìßéÍØ¢Ü ç Ýôó

À áÏÚ+�©Ü í Ü¾Ý­ØîÜ ç¢íÁæ·Ý=�ëÝ�Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßûÌá¹Ø­Ü±ÝÁæßãïõ á¾ÞëÜ¾Ý ìßé¹Ø¢Ü ç¢Ý�Ü ø©ûÏÝßäÁè©ÿ¢Ú©ûÓæßÞ¤ÝñÚ©æ·Ý·ÿ Ý©Ü¢Þ�ìßèN�ëìßÚÁÞá¾ã Ø©Ú¦ÞâÞ�ìßÚ­Ø­í·û¬Ø­Ú Ú¢Ø©Ú��âØ�G�ç­ã¤ÛÊá±Þ¿Ý·äÁè¦ÿ á±û¬äÁá²ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßè æ·ÝßÞ¤Ý©Ü¢Þ�ìßèîà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßèîÚ©ìßí·äÁø�ìßÚÁÞäÁé±ÛÊÚåÛ�Ü ø­Øåãïÿ¢ÞïÚ Ý·äÁè¦ÿ ÚâóÃ��ÞïÚåæ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ Û�Ü¾Ý[W�àNF¦äÁÚgëßó S �ëÝßÞ�ÿ¢ÞïÚ©ÿ­Þºì¿Ú©Û�ã�á±ûÌäÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦ûÏìßÚÁÞäÁáQ� éL���­Ø­ÛÊø¦û¶á ä¦æ·Ý·ÿ¢ãïõ Ý��¢ØîÜ±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý
W3

�¿Ø­Ú ÛK�¦ä¦æ·á ç¢ÞC�Áè�Xßá±Þ¼�¿Ü¾Ý ÿ¢áQH¢ã äÁé±ç Ý·ûÂÜ ø¦ûÂÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û��ìßÚ��;B�ûÏø ÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø¦û
fractal

� Ú	�©Ü�F¦û¶Ü ø¦ûÂæ·á ç¢Þ¤Ý©àOF á¾ã Ø©Ú¦Þôæ·Ý���DåäÁáQ� Ú	��D©Ü á ç øñð9W�àOF©äÁÚhëßó S ð
b
öÑöÍóÖ üÓäÁÝßÞïÚ�� Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý

W4
�¬á±ä¦æ·Ý·ÿ¢ãïõ áÍÜ¾ÚÁÞ²Ú©æ·í Ø©Ú ÛK�¦ä¦æ·á ç¢ÞC�Áè�X·á¾ÞýÜ±Ý Ú¦ç¢Þ¤Û�Ü á±ç í äÁé±ç Ý·û Ü ø¦ûÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó � æ·ç¢Ý­Ü á¾Þ Ø­í·äÁá¹Ø©øîÜ ç ÝÁæ·ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊø Ü±Ý�� Ú	�+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��N�ôáÍæßã¤ÛÊø¦û¶Ú­Ø­Ú	�¿Ø�G�ç¢ãïõ á±Þôí©Ü¢Þ¿æ·Ú¦ç í��¦Ýæ·Ý�� Ü±Ú æ·Ú¦ç è����¦ç Úåé à Ý��­Øåæ·Ý��+�¦è ìßÝßÞ Ø­è ÛÊø¦äÁá±ãïÚ ð£W�àOF¦äÁÚhë¿ó S ð

a
öÑöQ�Êø ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢è Û�Ü ø¢ØîÜ¢Þïä�FåÜ ø¦ûÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û

fractal
�Ùá±ã Ø­ÚÁÞ Ú¦ç°ìßá Ü è Ûëø©äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ì�FN� ìßÚÁÞÙéÍÜ ÛëÞ�Ü±Úd��áQG�ç á±ã ÛÊÚ­Ø ÿ�D¦Ý ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±ûæ·á±ç¢Þ¤Ý©àâé±ûÌÜ ø¦ûÓãïÿ¢ÞïÚ¦ûÓÝ·äÁè¦ÿ Ú¦û­ó

Î ÍLÐMÍÏÌ \ Ò�Ö Ó`Ô áfÔ<7`ÖØ×6� ÛÝä Ùp7§Ò#Ü N?ægá±Ô<7�Ô
� Þ�Ú Ø­Ú æ·Ú©ç¢Ý��¦ÛëÞïè©ÛëÝ��¦äÁá Ü±Ý Ú©æ·Ý©Ü éL�Áá ÛÊäÁÚ Ü ø¦û æ·ç Ý©Ü á±Þ Ø­í·äÁáÍØ­ø¦û Ü ç Ý·æ·ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û���Ú¦ç àôÞ�ìßèà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞËÝ�D¦äÁáÓÜ±Ý�Ü á±à¿Ø­ø©Ü íñÿ¢Þ¤ÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú©Ü±ÝñÛKD­Ø­Ý��ÁÝñÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ

Dset1
�Êæ·Ý�� æ·á ç­Þ�é±à á±Þ S J�ì+ì
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Ä%�

(a) (b)
W1 W3

W4

W2

��������� �����ë� ø��¢®°¯±¸mË¬�¢¸¼³¢¸ÅÆ¾¡ «°ÄÁÃmË¶� ¸¬¯§¡Ë�r�â«­Æ¾¸ÑÉ±¡¤£©ªÓ³¢¥§£­Î°´°ÉÍ�°ÉÅ�¦Õ]5 ³¢Æ¾«°É ¸¹¡ Î§´©� ¸ÈÎ¾�ÌÉ Æ±«­³¢«­³¢«¦� � µÁ�¸¹� Î§� ¡·¡Ë£©�¾Î§ªÂÎ°�¶¸ÈÎ§ÉÑ«­³­� µ·¸¹¡¿¯¾¡º�r�¿«©Æ¾¸ÈÉ¾¡¤£¦Ã Ë ³¢¸ÅÆ§¡ «°ÄÁÃmË²�§£¦´©�°�Â£©� ¡ß� ÃÅµ·�ÓµÊÉ �§ÎÏ��¯¾¡º�Â«­� ®°¯¾�¦Õ
ÛÊø¦äÁá¾ã�ÚâóEP²Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ Ú+�©Ü í ìßÚ��;B�û ìßÚÁÞ Ü±Ý Ú­æ·Ý©Ü éQ�¦á±ÛÊäÁÚN� Ü¾Ý�� Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��

UKW
ìßÚÁÞ Ü ø¦ûæ·ç Ý©Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­ø¦ûîÜ ç Ý·æ·ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û�� Ú©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ á Ü±ÚÁÞ�Û�Ü±Ý3W�àOF©äÁÚ�ë¿ó�J ðúÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç¢Þ�ìßè à ç�B�äÁÚ©Ü¾ÚñÚ¢Ø­Ü¢Þ\�Û�Ü±ÝßÞ¤à Ý�D­ØñÛÊá ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿é û Ý·äÁè¦ÿ á±û¾ö óÏÖ üÏæ�G�û á¾ã Ø­ÚÁÞ�æ·ç Ý·êëÚ­Ø­é±ûîìßÚÁÞ ÝßÞ ÿ�D©ÝùÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ�Ú¢Ø©Ú��ìßÚ	��D©æÁÜ±Ý��­Ø Ü±Ú�ìßéÍØ¢Ü ç ÚñÜ^GÙØ ÿ�D¦Ýùì�D¦ç¢ÞCGÙØ�Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ¿ó ²¼Û�Ü íßÛÊÝ ø�æ·ç Ý©Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­ø Ü ç ÝÁæ·ÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊøìßÚ©Ü¾Ú©ê�é ç§Ø©á±Þ­ìßÚÁÞ¦á¹Ø¢Ü¾ÝÁæßãïõ á±Þ©ì¿Ú¦Þ©Ü¢ÞËû æ·á±ç¢Þ¤Ý©à é ûÃ�=D¦ç�G Ú©æ·íÏÜ±ÝÌìßé¹Ø¢Ü ç¢ÝÓÜQGÙØ¶Ý·äÁè¦ÿ�GÙØ äÁá ä·Þ�ìßç¢í­Ü á±ç øæ��©ìÁØ­í©Ü ø©Ü±Úâó

���������¶�����Ò�h��« µ·»¾Î°«§¨ « ¯¾¸Å¯±«©� ÃÈÎ§ÐÒÎ
Dset1

�¢¸ ÉÅ� �§³¢«°É ¸Ñ¨ ÃÅµ·� �§ÉÅ� ÉÅ«­¥ �§¨§Çß«©Æ¾� ½¿� «©¥
UKWü �°Æ§¡ µÊÉ ¸ÅÆ¾®ÿþ £©� ¡·ÉÍ��Ë�³¢Æ¾«°É ¸¹¡ Î°´­�¢¸ Î§��ËýÉ Æ¾«¢³¢«­³¢«¦� � µÁ��Ë ü ¯¾¸ÅÔ¾¡º®ÿþÑÕ

WýÜ¾Ý á æ·í·äÁá¹Ø©ÝøX�F¦äÁÚ�àâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞ¤Ý�D¦äÁá Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��¦Ý ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ
Iris
�

Dsetiris

�¬Ú©æ·í Ü¾Ý
UCI machine learning repository


 S ë�� óse¢�©Ü í Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��¦Ý ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ�Ú©æ·í Ü±Ú æßÞ¤Ýÿ¢ÞïÚ¦ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø©Ú�� ìßÚÁÞ æ·á±ç¢Þïé à á±Þ
150

Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ�� Ú­Ø­Ú©æ·Ú©ç­Þ¤Û�Ü¾Ý�D¦äÁá¹Ø­Ú Ú©æ·í3� à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßèâó�P²Ýìßè���á¬àâÚ¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßí á±ã Ø­ÚÁÞ¿äÁéÍÜ ç ø¦ÛÊø�ä�F©ìßÝ��¦ûUF�æ��Áè­Ü¾Ý��¦û²Ü¾Ý��Ìæ·é Ü±Ú	�ÁÝ��±FÌÜ¾Ý���ÛëéÍæ·Ú	�ÁÝ��ÓÜ^GÙØÜ ç¢ÞCBÙØîÜ�D©æ�GÙØ Ü¾Ý��åê;�©Ü¾Ý�D
iris

ó�P²Ú S ë	ì Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ é à Ý��­ØåÚ¢Ø­Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à ø���á±ãôÝßäÁÝßÞïí·äÁÝ·ç ê�Ú Û�Ü¢Þ¤û �ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßé±ûÓì��Áè¦ÛÊá±ÞËû
Setosa, Versicolour

ìßÚÁÞ
Virginica

�ôÜ¾Ý�� ê��©Ü±Ý�Dâó
� Þ�Ú Ü ø¢Ø�Ú+H¢Þ¤Ý��¦í��ôø¦ÛÊø Ü^GÙØ�Ú©æ·Ý©Ü áL�Áá ÛëäÁè­Ü^GÙØ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D©äÁáåæ·è��·Þ�Ü¾Ýùì¿ç¢Þ Ü�F¦ç¢Þ¤Ý3��D�¶5�L� P»/����b�¿¢�§�����CÂ����-��¿ æ·Ý�� Ú¢Ø©Ú©ê�é ç á Ü±ÚÁÞ�Û�Ü ø­Øå×ÙØ­í©Ü ø©Ü±ÚhJ¿ó S ó²üÓÞëæßã Ø­Ú©ìßá û�Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾Ýßã¤à ø¦ÛÊø¦û±ë¿ó S ó�J��Ú­Ø­Ú	�ôç è¦êëÝ��­ØÌÜ¾Ý æ���F���Ý·û ÜQGÙØîÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ Ú­æ·í Ü ø­Ø�ìßè���á¬ì��Áè©Ûëø�æ·Ý��îæ·á ç¢ÞC�ÁÚ¦ä�X·è­Ø­Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ Û�Ü ø­Øìßè���á�Ý·äÁè¦ÿ ÚâóM�ÌÚ¦Þ�ÝßÞÒÿ�D©ÝùÚ	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ¼�ÒìßÚ©Ü±Ú¦ê�é ç§Ø­Ý��¢Ø Ø­Ú�Ú­Ø­Ú	�¿Ø�G�ç¢ã¤ÛÊÝ��­Ø���Ü¢Þ¤û Ü ç á¾Þ¤ûîÝ·äÁè¦ÿ á ûÝÁæ·í©Ü áåøùê;�¦ÛëÞ�ì�Fùÿ Ý·ä�F Ü^GÙØ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ Ú­Ø­Ú©ìßÚ	��D©æÁÜ áÍÜ±ÚÁÞ ó � äÁí¢Ø©ø ÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢è]Xßç¢ã¤Ûôì¿áÍÜ±ÚÁÞ Û�Ü¾Ýí©Ü¢Þ�ø Ü ç ÝÁæ·ÝÁæ·Ý¿ÞËø¦äÁé¹Ø­ø äÁéL��Ý·ÿ Ý·û Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ã ÛÊáf�Áè���Ý·ûåÝßäÁè©ÿ¢á û��?J]�·Þ �ôí©Ü á ç Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ Ú©æ·íÜ¾Ý¢ØåÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ

UKW
ó

P²ÝùÜ áL�Áá^�­Ü¾ÚÁã¤ÝùÛ;D¢Ø©Ý��ÁÝ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ��
Dseteq

� á¾ã Ø©Ú¦Þ�é¹Ø­Úñÿ¢ÞËÛÊÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾ÝùÛKD­Ø­Ý��ÁÝ Ü^GÙØg�ôáLG?�
�ôç Ú¦ê�Þ�ì�BÙØ äÁø­ì�BÙØ ìßÚÁÞ æ��¦Ú©Ü�BÙØ�� ÜQGÙØ ÛÊá±Þ¤Ûëä+BÙØ äÁá Þ¤ÛÊàOD äÁáL�ôÚ	��D­Ü á±ç ø Ú©æ·í

4
Û�Ü ø­Ø ì��·ãïäÁÚ©ìßÚ

Richter
�Êæ·Ý�� Û;�¢Ø©émXßø¦ÛÊÚ­Ø Û�Ü ø­Øî×��+�¦è¦ÿ ÚåÜ ø¢Øîæ·á ç­ã¤Ý·ÿ Ý S �/&+�A��J	ì+ì+�âó#P²ÝñÛKD­Ø­Ý��ÁÝ�ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ



Ä � W[,/4���4Ç�74�6 õ �5�K6Y> *=4#ñª.%�%$U47,<�ºÆ_2�4#ñ
k-windows

eM�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ·û
UKW

T ç Ý©Ü á¾Þ Ø©í·äÁá¹Ø­ø Ü ç ÝÁæ·ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø
�_�¦è¦ÛÊø �_�¦è¦ÛÊø

Setosa Versicolour Virginica Setosa Versicolour VirginicaüÏäÁè¦ÿ Ú S ë�ì ì ì ë	ì ì ìüÏäÁè¦ÿ ÚsJ ì ��ê � ì ��ê �üÏäÁè¦ÿ Úa� ì � ��ê ì J �/&��� 	ë��
����)���
�����¼� Î°�§£©¸mËý�¾Î¾É¾¡ µëÉÑ«¦� Ä¦� µÁ��Ë²Ç¿¡Ë�ÂÉÅ« µß»¾Î§«§¨ «�¯±¸Å¯¾«­� ÃÈÎ§ÐÒÎ
Dsetiris

Õ
Ú+�©Ü í æ·Ú¦ç é±à áÍÜ±ÚÁÞôÚ©æ·í Ü±Ý�×7�ÊØ¦Þºì¿ígT¶Ú¦ç Ú©Ü ø¦ç ø©Ü�F©ç­Þ¤Ýseq��ø­Ø�BÙØ�
bJ S �£� ìßÚÁÞôÿ áÍØ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿ÞCF���ø©ìßá
�ÊÞïÚ Ø­Ú ÿ�B�ÛÊá¾Þ Ø­é Ú Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚ©�ÊÞïÚ Ü±Ý êëÚÁÞ Ø­í·äÁá¹Ø©Ý ÜQGÙØ ÛÊá±ÞËÛÊä+BÙØ�� Ú	�+�Áèd�ÊÞïÚ Ø­Ú Ú­Ø­Ú¦ÿ á¾ãCH¢á±ÞÙÜ øà ç�F¦ÛÊø Ü¾Ý��åÚ	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ�� Ûëá¶éÍØ­ÚåÛKD­Ø­Ý��ÁÝ�ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØ æ·ç Ú	�ôäÁÚ©Ü¢Þºì¿Ý�DåìßíßÛÊäÁÝ��âó
WýÜ¾Ý_W�àOF©äÁÚMë¿óC�¬Ú©æ·á¾Þºì¿Ý¢Ø¦ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ­Ü±Ú¬Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé±ÛÊäÁÚ©Ü±Ú¼Ü¾Ý��¬Ú	�+�ôÝ·ç¢ã ��äÁÝ��

UKW
�¢Û�Ü±ÝÂÛKD­Ø­Ý��¦Ý

Dseteq
�ÁáÍØ�B Û�Ü¾Ý W�àOF¦äÁÚ¢ë¿óC�N�ÁÚ©æ·á±Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ¦Ü±ÚÏÚ©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛëäÁÚ­Ü¾Ú²Ü ø¦ûýæ·ç Ý©Ü á±Þ Ø­í·äÁáÍØ­ø¦ûýÜ ç ÝÁæ·Ý	�æ·Ýßãºø¦ÛÊø¦û¢ó��ÓÚÁÞßÛ�Ü±Ú�ÿ�D¦ÝîÛÊàOF©äÁÚ©Ü¾ÚÓÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü¾ÝßÞ¤àôãïõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ ÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ìßè à ç�B�äÁÚ©Ü±ÚÌÛëá¼ÿ¢ÞïÚ©ê�Ý·ç á Ü¢Þºì¿é ûÝ·äÁè¦ÿ á±û¢óÀÖ üÂæ�G�ûÂìßÚÁÞÊÛ�Ü¢Þ¤ûÏæ·ç Ýßø��ôÝ�D¦äÁáÍØ­á ûÏæ·á±ç¢Þ�æÁÜ�B�ÛÊá±ÞËûÓÝ Ü ç ÝÁæ·ÝÁæ·ÝßÞºø¦äÁé¹Ø­Ý·û Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû��ôìßÚ��Ü¾Ú©ê�é ç§Ø©á±Þ¦Ø©ÚÓÿ¢ÞïÚ¦à�G�ç­ã¤ÛÊá±Þ¿Ý·äÁè¦ÿ á±û¼æ·Ý��Ìá¾ã¤à Ú­ØÏÛ;���ôàNGÙØ­á^�­Ü á¾ã·Ú©æ·í Ü±Ý­ØÓÚ¦ç àôÞºì¿í Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝôó�WýÜ±Ý

W�àOF¦äÁÚ©ë¿ób�O� à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßè Ü éÍÜ±Ý¿Þ�Ú æ·Ú©ç¢Ú©ÿ¢á±ã �ôäÁÚ©Ü±Ú ÛÊø¦äÁá¾ÞbBÙØ©Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞÀäÁá äÁÚ	D¦ç Ú Ü á Ü ç è	�OGÙØ­Úâó×ÀæßãËÛÊø¦û ø Ü±Ý·æ·Ý+��éÍÜ ø¦ÛÊø Ü ø¦û�Ú©ì·Ü¾Ý��ôç Ú¦äÁä�F¦û�Ü ø©û ×��+�Áè¦ÿ Ú¦û�á¾ã Ø©Ú¦Þ�æ·ç ÝßÛÊáL�O�ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ì�F ìßÚÁÞÒÛôì¿ÝÁæ·í·ûÜ ø¦û²á¾ã Ø©Ú¦ÞÁØ­ÚMXßÝ·ø���F¦ÛÊá¾ÞÁÛ�Ü ø­ØÂìßÚ	�+D©Ü á±ç øÌÝÁæÁÜ¢Þ�ìßÝ·æ·ÝßãËø¦ÛÊø�Ü±Ý�� Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛÊäÁÚ©Ü¾Ý·û¢ó?e¢�­Ü�FÌá±ã Ø­ÚÁÞ·ä·ÞïÚæ·ç�GÀÜ¾Ú¦ç àôÞºì�F ÿ¢Þïá ç á^D¢Ø©ø©Ûëø Ü ø¦û á ê�Ú©ç¢äÁÝ��=F¦ûùÚ	�+�ôÝ·ç¢ã\��ä+GÙØ Ý·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û ÛÊá ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­Ú ÛÊá¾Þ\�ÛÊä+BÙØ¿ógÀ ÞïÚ áÍìßÜ á¹Ø�F ÿ¢Þïá ç á^D­Ø­ø¦ÛÊø Ú©æ·ÚÁÞ Ü á±ã�Ü ø à ç�F¦ÛÊø æ·á±ç ÚÁÞ Ü é ç�G æ��Áø¦ç Ý·ê�Ý·ç¢ãïÚ¦û íÁæ�G�û Þ¤ÛÊàOD¦û��á±Û�Ü¢ÞïÚ©ìßí�X·è���ÝßûÂìßÚÁÞÊà ç í­Ø­Ýôó
¥kjQi � r]w©¯òt�¨Et�p_w�þ¬ym¯òvko ¨Ew©}¶ü þZÿ z r[y®¦�vkw©}

k-windows
W�áñÚ+�©Ü�F Ü ø­Ø á¹Ø­í©Ü ø©Ü±Ú æ·Ú©ç¢Ý��¦ÛëÞïè©õ¢Ý��¦äÁá éÍØ­Ú©�ôáÍØ©Þ�ìßí�æ��ÁÚ¦ãËÛëÞ¤Ý�æ·Ý�� äÁÚ©û�æ·ç¢Ý·ÛÊêëé±ç á±Þ Ü ø­Øÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü±Ú Ø­Ú Ü ç¢ÝÁæ·ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊÝ��¦äÁá Ü±Ý­Ø Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ

UKW
��äÁá Û�Ü í©à Ý Ü ø­Ø©XßáQ�©Ü¢ãCG�ÛÊø Ü ø¦ûÚ©æ·Ý©Ü áL�Áá ÛëäÁÚ­Ü¢Þ�ìßí©Ü ø©Ü±Ú¦ûùÜ±Ý�� 
 S �'&N� S �+��� ó � Ü á±à¿Ø©Þ�ì�F�æ·Ý�� à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã¤Ü±ÚÁÞ§�ÊÞïÚ Ü±Ý ÛôìßÝÁæ·íÚ+�©Ü í�á¾ã Ø­ÚÁÞ·ø

PCA

C÷'&��9���	�¦Ý·æ·ÝßÞËø¦äÁé¹Ø©ø�äÁé±Û=G Ü ø¦û²ÿ¢Þïè¦Ûôæ·Ú¦ÛÊø¦û�ÛÊá¼Þ�ÿ­Þ�è¦õ Ý��©Ûëá û¼Ü¢ÞïäÁé û�ð

Singular
Value Decomposition (SVD)

ö 
bê+ì�� ó
Î ÍÏÌ ÍLÐ â ÔqÜMÞ[ß ÓqÖIà3áfÙ ç

k-windows
×sÔ`à3Ù ã�åqÞ�Ù�=¢áfÒøL¢Ù�çÅÔqä ßÜ75å]L7ÃÒ�ÕML_ÖØ× J PCA

T¶Ú¦ç í��¦ÝÓæ·Ý��Âø`�ôá¹Ø©Þ�ì�FÏÞïÿ é±Ú¬Ü¾Ý��ÂÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��
k-windows

�¦Ø­Ú äÁá Ü±Ú©ì¿Þ Ø­Ý�D­Ø¢Ü¾ÚÁÞ ìßÚÁÞ¢Ø­Ú¶ÿ¢ÞïáQ���ç�D­Ø­Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞßÜ¾ÚÌæ·Ú¦ç è����¦ç ÚN�ßá¾ã Ø­ÚÁÞßæ·Ý���DîÚ­æ·Ý©Ü áQ�¦á±ÛÊäÁÚ©Ü¢Þ�ì�F ð£�Óá ê�è	�¦ÚÁÞ¤Ý��¦öQ�ßÚ+�©Ü é û¶ÝßÞâäÁáÍÜ¾Ú­ìâÞ Ø	F©Ûëá±Þ¤ûìßÚÁÞÒÿ¢Þïá^�©ç�D¢Ø©ÛÊá±Þ¤û æ·á±ç¢Þ¤Ý·ç¢ãïõ Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞ�Û�Ü¾ÝñØ­Ú�á¾ã Ø©Ú¦Þ�æ·Ú¦ç è	�+�Áø	�¦á±û�äÁáÌÜ±Ý��¦ûf�ÓÚ¦ç°Ü á±ÛëÞïÚ¢Ø©Ý�D¦û è+H Ý­Ø­á±û¢ó
W�á Ú+�­Ü�F�Ü ø­Ø áÍØ­í©Ü ø©Ü±ÚN� ÿ¢Þïá ç á^�¢Ø©Ý�D¦äÁáÌÜ ø­Ø ÿ��¢Ø©Ú­Ü í©Ü ø©Ü±Ú Ü^GÙØ æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ Ø©Ú�æ·ç Ý·ÛÊÚ¦ç äÁí·õ¢Ý��­Øí©àôÞ äÁí­Ø­Ý Ü ø���é Ûëø ìßÚÁÞ�Ü¾Ý äÁéL�ôáL��Ý·û Ü±Ý��¦ûîÚ	�+�¦è ìßÚÁÞ�Ü±Ý­Ø æ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü±Ý��·Þ¤ÛÊäÁí Ü±Ý��¦û���äÁá Û�Ü í©à ÝÜ ø­Ø áÍæßÞ Ü��¦à é Û�Ü á ç ø ì¿è����+¤ëøåÜQGÙØ Ý·äÁè¦ÿ�GÙØßó
eÂû��©æ·Ý+��é±ÛÊÝ��¦äÁáh�ôÞïÚ æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ í©Ü¢Þ

k d
� ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾Ú æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ú é à Ý��­Ø Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ý¿ÞËø���á±ãÚ©æ·í Ü±Ý­Ø Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝÊó À á Ü è Ü ø­Ø�á ì·Ü éL�Áá±ÛÊøN�¶Ü ø¦û ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û Ü ø¦û äÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø¦û��Âé±à Ý��­ØÚ	�+�Áè	H¢á±Þ Ü í·ÛëÝ Ü¾Ý�ìßé¹Ø­Ü ç Ý�í·ÛÊÝ�ìßÚÁÞôÜ¾Ú ÛÊø¦äÁá¾ã�Úåæ·Ý�� á±Û=GÀì��Áá±ã¤Ý­Ø¢Ü¾ÚÁÞëÛ�Ü±Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ýôó]KÏÚhF©Ü±Ú­Ø

�ÁÝßÞ�æ·í­Ø ìßÚ©Ü è	�+�Áø��ÁÝ=�­Ø­ÚÂáÍæ·è­Ø­Ú�� æ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü¾Ý��·ã¤ÛÊÝ��©äÁá Ü±Ú¶æ·Ú¦ç è����¦ç Ú¶Ú­æ·íÓÜ ø¢Ø¶Ú©ç¢à Þ�ì�FÂÜ¾Ý��¦û���é ÛÊøðúæ·Ú¦ç è	�	�Áø	�ÁøÓäÁá¼Ü¾Ý��¦û è+H Ý­Ø­á±û¾öQ�¿é Ü ÛëÞ�B�Û�Ü áýØ­Ú �¦ø¦êK��Ý�D­Ø_�­æ·í�¤ëø ÝßÞ¿Ü±ÝÁæßÞ�ìßé±û¶ÿ­Þ�Ú¦ê�Ý·ç ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá¾Þ¤ûÜ^GÙØ¶ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØßó7eM�©Ü í ä¦æ·Ý·ç á±ã¦Ø­ÚÓáÍæßÞ¤Ü áQ�¦à���á±ã¦äÁé±Û=G Ü ø¦û
PCA

Ü á à¿Ø©Þ�ì�F¦û��ßá ê�Ú©ç¢äÁÝ·ÛÊäÁé¹Ø©ø©û�ÛÊá
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k-windows

Ä �

��� ��� �´���ÊÉ ����« �§³¢«°É±ÃÈ¨ ¸Åµ·�¢�ÂÉÑ«©¥Ó�§¨§Çß«©Æ¾� ½â� «­¥
UKW

µëÉÑ«îµ·»¾Î°«§¨ «Ì¯¾¸Å¯±«©� ÃÈÎ¾ÐÒÎ
Dseteq

Õ

���������Ê��� ö�� ��« �§³¢«°É ÃÑ¨ ¸Åµ·� ��É ��Ë ³¢Æ±« É ¸¹¡ Î°´­� ¸ÈÎ§��Ë É±Æ±«­³¢«­³¢«©�¤� µÁ��Ë µÊÉÅ« µ·»¾Î°«§¨ « ¯±¸Å¯¾«­� ÃÈÎ§ÐÒÎ
Dseteq

Õ



ö}* W[,/4���4Ç�74�6 õ �5�K6Y> *=4#ñª.%�%$U47,<�ºÆ_2�4#ñ
k-windows

ä·ÞïÚåäÁá Ü è©ê�ç Ú¦ÛÊøîÜ±Ý�� ÛK�­Ø­í��ÁÝ�� ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØîæ·Ý�� æ·á ç¢Þ�ì��Áá±ãËÝ¢Ø­Ü±ÚÁÞëÛ�Ü±Ý�áÍì¿è©Û�Ü±Ý©Ü á¶æ·Ú¦ç è����¦ç ÝôóÖ ×�Û�Ü^GÝ�ÊÞïÚ æ·Ú¦ç è¦ÿ á±Þ �ôäÁÚN�
A(i) ∈ R

ni×d
Ü±Ý äÁø­Ü ç�B�Ý ÜQGÙØ Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ�� à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ì�BÙØæ·Ý��¶Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã¦ÛÊáÀé¹Ø­ÚM�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝÏÛ�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãCGÙØ
P
Ü¾Ý��¶ÛK�­Ø­í��ÁÝ��¶ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ

Q
ó?P²ÝÏäÁø­Ü ç�B�Ý

B(i) := A(i) − 1
ni

ee>A(i)
�ôíÁæ·Ý��

e ∈ R
ni
á¾ã Ø©Ú¦Þ éÍØ­Úåÿ¢Þïè­Ø��¦ÛÊäÁÚîÚ©æ·Ý©Ü áL�ÁÝ�D¦äÁá¹Ø­Ý Ú©æ·í äÁÝ­Ø­è¦ÿ á±û��æ·á±ç¢Þïé à á±Þ­Ü±Ú¶ÛÊø¦äÁá±ãïÚ Ü±Ý��

P
�©ÛÊá ÛÊà é ÛÊø äÁáÀÜ±Ý��¦û~�ÓÚ¦ç°Ü á Û�Þ�Ú­Ø­Ý�D©û è+H Ý­Ø­á ûýäÁáÍÜ¾Ú­ìâÞ Ø©Ý�D¦äÁá¹Ø­Ý��¦ûýÛ�Ü¾ÝìßéÍØ¢Ü ç Ý

g = 1
ni

e>A(i)
Ü¾Ý��
P
óÏÖ ×�Û�Ü^G á æßã¤ÛÊø¦ûîøñÚ¢Ø©è����¦ÛÊø

SVD
Ü¾Ý��

B(i)
��Ø­Úñá¾ã Ø­ÚÁÞ

B(i) =

U (i)Σ(i)(V (i))>
� ìßÚÁÞ Ü¾Ú

{uj, σj, vj}, j = 1, ..., d
� ÝßÞÊäÁøîÜ á Ü ç¢ÞïäÁäÁé¹Ø­á±ûÓÞïÿ¢Þïè©õ¢Ý��¦ÛÊá ûÂÜ ç¢Þ�æ��ÁéÍÜ á±ûÜ¾Ý��

B(i)
� ÛÊáùêK��ã Ø­Ý��¦ÛÊÚ�ÛÊá¾Þ�ç¢è��¶ÿ ø	�ÁÚ©ÿ�F

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σd ≥ 0
ó é è¦ç¢Þ Ø á^�©ìßÝ��·ãïÚ¦ûæ·Ú¦ç Ú	�Áá±ã�æ·Ý��¦äÁáÙÜ±Ý­Ø²ÿ á¾ãºìßÜ ø

i
ó�Ö ×ÀØ­Ú¦ûÀÜ ç íÁæ·Ý·û ìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�+F©û á¹Ø­í·û5�©æ·á ç�� æ·Ú¦ç Ú	�	�Áø	�ÁáÍæßÞ�æ·é ÿ¢Ý��N� æ·Ý��Ø­Ú æ·á±ç¢ÞC�¦Ú¦ä�Xßè­Ø­á±ÞâÜ¾Ú Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚîÜ±Ý��

P
�ôá±ã Ø­ÚÁÞ¿Ø­Úîà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���á±ã Ü¾Ý��ôáL�ôÝ­Ø­í·û��ôí©Ü¢ÞôÝßÞ Û�Ü�F	�Áá ûÜ¾Ý��

Vi

á±ã Ø­ÚÁÞ ÝßÞ ì�D¦ç¢Þïá û ìßÚ©Ü áQ����D­Ø­ÛÊá¾Þ¤ûåÜ^GÙØùÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãCGÙØ Ü±Ý��
P
óEP²Ý©�©æ·á ç{� áQ�	�Áá¾ÞC¤�Ý·á±Þïÿ é±û äÁáø¦ä·Þïè+H Ý­Ø­á û

σj

æ·á ç¢ÞC�ÁÚ¦ä�X·è­Ø­á¾Þ©í��ÁÚÂÜ±ÚÏÛ�Ü±ÝßÞËàâá¾ãïÚÏÜ±Ý��
P
ó?²¼Û�Ü í·ÛÊÝ=�·ä¦æ·Ýßç á±ã­Ø­ÚÂæ·á±ç¢ÞC�ÁÚ©ä�Xßè­Ø­á¾Þ­éÍØ­Úæ·Ý���D äÁáQ� Ú	��D©Ü á ç Ý�àNB�ç Ý=��Ú©æ·íñÚ	�©Ü í æ·Ý�����Úåæ·á±ç¢ÞC�Áè©ä�XßÚ­Ø­áÏÜ¾ÝñáL�Áè¦àôÞ¤Û�Ü¾Ý[�­æ·á±ç�� áL�+�Áá±Þº¤ëÝ·á¾Þïÿ é ûæ·Ý�� æ·á ç¢Þïé±àâá¾ÞÊí��ÁÚ Ú+�©Ü è Ü±ÚåÛëø©äÁá¾ãïÚ¿ó

e¶æ·í Ü ø¢Ø è��+�Áø äÁá ç¢ÞïèN��Ý �©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤ÛÊäÁí·û ÜQGþáL�Áè¦àôÞ¤Û�Ü^GÙØ Ú+�©Ü�BÙØùÛ=G�äÁè©ÜQGÙØ á±ã Ø­ÚÁÞ ÿ�D¦ÛôìßÝ	�
�ÁÝ·ûU
 &+ê�� óÇe Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±ÚN�¢á±è­Øýæ·ç Ý©Ü¢Þïä�F¦ÛÊÝ��¦äÁá Ø­Ú²æ·Ú¦ç Ú¦äÁá¾ã Ø©Ý��¦äÁá Û�Ü±Ú¼æ·Ú¦ç Ú	�+�Áø��Áá æßãºæ·á±ÿ ÚN�¢ä¦æ·Ý·ç Ý�D©äÁáØ­Ú à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊÝ��¦äÁá²Ü ø­ØÓÛÊà é Ûëø

B(i)V (i) = U (i)Σ(i)
ó7eM�©Ü�F ø�ÛÊà é±ÛÊøÌÿ á¾ã¤à¿Ø­á±Þâí©Ü¢ÞâÝßÞ¿æ·ç Ý	�

XßÝ��¦é±û¶ÜQGÙØ
ni

�ôç Ú¦äÁä+BÙØ�Ü¾Ý��
B(i)

Ûëá¬ÝÁæ·ÝßÞïÚ¦ÿ�F©æ·Ý©Ü á¶ì�D¦ç¢Þ¤Ý�è+H Ý­Ø­ÚN�âé±Û�ÜQG
vj

�ôÿ¢ã Ø­Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ Ú©æ·í Ü±ÚÛ�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Ú Ü^GÙØùÛ�Ü ø	�+BÙØ
j
Ü±Ý��

U (i)
æ·Ý��+�ÁÚ©æ��ÁÚ©Û�Þ�Ú¦ÛÊäÁéÍØ­Ú äÁáåÜ±Ý

σj

ódÀ á Ú+�©Ü í¢Ø Ü¾Ý­Ø Ü ç íÁæ·Ý=�ä¦æ·Ý·ç¢Ý�D¦äÁá¬Ø©ÚîìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�©è¦ÛÊÝ��©äÁá¶é¹Ø©Úa�­æ·á±ç�� æ·Ú©ç¢Ú��+�Áø	�ÁáÍæßã�æ·á ÿ ÝK�âäÁá¶ìßéÍØ¢Ü ç Ý Ü±Ý
g
ìßÚÁÞôäÁéL�ôáL��Ý·ûè©ìßä+GÙØ

2σj‖uj‖∞
� æ·Ý�� æ·á ç¢Þïé±àâá¾Þëí��ÁÚåÜ¾ÚåÛÊø¦äÁá±ãïÚ Ü¾Ý��

P
ó
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^dfga b
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^`hia b
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^kjla b
��������� ���>���p�����°Æ±Ä·¡Ë£©®�¯±¸Å¯¾«­� ÃÈÎ°�Â£©� ¡¿ÉÅ«î³¢�°Æ¾®¾½¿¥°Æ±« ü ��� þ � ¸ÑÉÑ�§£Á¡ Î°«©»¾Î¾ÉÅ� ¡â£©� ¡â¥§³¢«§¨ «¾Ç¿�m�¾«§Î¾ÉÅ� ¡â«©¡£¦»°Æ¾¡º¸mË²£¦�§É ¸Å¥¾½¿»¾Î§µß¸Å¡ Ë ü���� þÑÕoný³¢«§¨ «¾Ç¿�m�±«©¥°� ¸¬ÉÑ« ³­�°Æ±�§¨°¨°�°¨ ¸Ñ³­�º³¢¸Å¯±«å³¢Æ±«©µ·�¾Î°�§ÉÑ«§¨¢¡ µ·�¢Ã Î°« µëÉ±¡ Ë¶£©»°Æ§¡Ë¸mË¯§¡Ë¸Å¥¾½¿»¾Î°µ·¸¹¡ Ë ü Çp� þâ£©� ¡ ÉÅ«§ÎÙ�¾Î§É±� µëÉÑ«¦¡ ÄÁ« £¦»î�­« üq� Î§´ ÉÍ�°ÉÑ�?3¦Õ1�¦Õ1�ÿþ ü ¯r� þÑÕ���ÃÈ¨ «	Ëõ�±�¢¸ÈÉÅ�§£Á¡ Î°«­»°� ¸�ÉÅ��¯¾¸Ñ¯¾«©� ÃÈÎ§�µëÉÍ�§ÎÂ�°Æ¾Ä·¡¤£©ªÂÉÑ«©¥�Ë�½¿ÃÅµÁ� ü ¸s� þÑÕ

Ö ×ÙØ­Ú æ·Ú¦ç è¦ÿ á¾Þ �ôäÁÚ Ú+�©Ü�F©û Ü ø¦û ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¦û�� Ú­æ·á¾Þ�ìßÝ­Ø©ãïõ áÍÜ¾Ú¦Þ�Û�Ü¾ÝEW�àOF¦äÁÚ¹ë¿óºë¿ófP²Ú Ú¦ç àôÞ�ìßèÜ¾Ú ÛÊø¦äÁá±ãïÚñì¿á¹Ø¢Ü ç Ý·æ·ÝßÞ¤Ý�D­Ø¢Ü¾Ú¦Þ¼�ÙìßÚÁÞ#�­æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ Ý­Ø¢Ü¾Ú¦Þ ÝßÞ�ì�D¦ç¢Þïá û ÿ¢ÞïáQ����D­Ø­ÛÊá¾Þ¤ûåÜ¾Ý�� Ú­Ø¢Ü¢ãËÛ�Ü±Ý¿Þ¤à Ý��äÁø©Ü ç�B�Ý��âóùÖ ×Àæ·á¾Þ Ü±ÚN���©æ·Ý��ÁÝ��Êãïõ áÍÜ¾ÚÁÞÙÜ±Ý æ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü±Ý��·Þ¤ÛÊäÁéÍØ­Ý Û�Ü¢Þ¤û ì�D¦ç¢Þïá û�ÿ¢ÞïáQ����D­Ø­Ûëá±Þ¤û]�©æ·á ç��
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k-windows

ö?@
æ·Ú¦ç Ú	�+�Áø��Áá æßãºæ·á±ÿ Ý=� äÁáåä�F©ìßÝ·û Ú©ìßä+BÙØ

2σj‖uj‖∞, j = 1, ..., d
óhP²éQ�¦Ýßû����©æ·Ý��ÁÝ��Êã�õ¢Ý��¦äÁá é¹Ø©ÚìßÚ©Ü è	�+�Áø��ÁÝg�©æ·á ç°ì�D�XßÝ ðú×ÀØ­í©Ü ø­Ü¾Úhë¿óºJ¿ó�J©öQ� ìßÚÁÞÊäÁá Ü±Ú©ì¿Þ Ø­Ý�D¦äÁáÂÜ±Ú ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø­Ú Û�Ü ø­Ø Ú¦ç àôÞ�ì�F Ü±Ý��¦û

��é±ÛÊøâó#À áÍÜ è Ú­æ·íÂÚ+�©Ü í¬Ü¾ÝUX�F¦äÁÚ²á ì·ì¿Þ Ø­á¾ã Ü±ÚÁÞ©ø²ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¬Ü ø¦ûÀÿ¢Þïá^D©ç��¢Ø©ÛÊø¦û��©ÛÊá ìßè���áÙÿ¢Þïè©Û�Ü±Ú¦ÛÊøÜ¾Ý�� æ·ç Ý·ÛëÚ¢Ø©Ú­Ü¾Ý��·Þ¤ÛëäÁé¹Ø­Ý�� í·ä+G�û�Ü�B�ç Ú æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý��âó üÂØ­Ý·äÁè¦õ Ý��¦äÁá Ü±Ý­Ø Ú��+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ
UKW

�äÁáùÚ	�©Ü�F­Ø Ü ø­Ø Ü ç ÝÁæ·ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø
Oriented k-Windows (OkW)

Ý ÝÁæ·Ýßã¤Ýßû ÛK�­Ø­Ý�¤�ã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞýÛ�Ü¾ÚÚ©ìßí��ÁÝ�����ÚfX�F¦äÁÚ©Ü±ÚNR
"#�%$U87,<6�Æ 254?>

OkW
(

k, a, θe, θc, θs, θm,
){ð ï�*-(£�#�=�5�

W 
 Ú¦ç àôÞ�ìßÝÁæ·Ýßãºø¦ÛÊøôð k � a ö óù 69.xï � Æ � æ·Ú¦ç è����¦ç Ý
Wj

Û�Ü±Ý
W
��ï�*-(/�#�=�~�}òð �7.<�#(/�#. ñ7�}òð ï�*-(£�#�=�5�

Wj ←
äÁá Ü±Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊø

(Wj)
óð ï�*-(£�#�=�5�

Wj ← SVD
� ÿ¢Þïá^D©ç��¢Ø©ÛÊø

(θe, θc, Wj)
ó

&ó(�î�,<6 Ø©ÚåäÁøåÚ	�+�¦è¦õ Ý��¢ØîÜ±Ú í·ç¢ÞïÚ ì¿Ú¦ÞÊÜ±Ý ìßéÍØ¢Ü ç Ý Ü±Ý�� æ·Ú¦ç Ú���D¦ç Ý��
Wj

óð ï�*-(£�#�=�5� ÛK�	�ôà�BÙØ©áQ�¦ÛÊøôð
θm

�
θs

�
W
öð �7(��q*-,/��¡U� Ü¢Þ¤ûÓÝ·äÁè¦ÿ á±û {

cl1, cl2, . . .
íÁæ·Ý��NR

cli = {i : i ∈ Wj, label(Wj) = li}
} ó

Function SVD
� ÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­ÛÊøôð

θe

�
θc

�
W
ö {ð �7.<�Ç(£�#.}ñ7�ù 69. ï � Æ � ÛK�­Ø¢Ü á Ü±Ú	�ôäÁé¹Ø­ø

ið ��./�#(£�#.}ñ7�}òó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
QW ⊂ X

ÜQGÙØåÛÊø¦äÁá±ãCGÙØîÜ±Ý��
X
�æ·Ý�� æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Û�Ü¾Ý

W
óó �74}�#8}$q6Y�~� Ü¢Þ¤ûÓì�D¦ç¢Þïá ûÓì¿Ú­Ü á^����D­Ø­ÛÊá±ÞËû

V
Ü±Ý��

QW

óó �74}�#8}$q6Y�~� Ü¾Ý æ·ç¢Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü±Ý��·Þ¤ÛÊäÁé¹Ø©Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ý
Wo

ó
��69�� Ç,�ñÇ�Ç� ìßÚ©Ü±Ú

θe

Ü±Ý
Wo

ì¿Ú­Ü¾Ú¦ÛôìßáQ�¦è¦õ Ý­Ø¢Ü¾Ú©ûÓÜ±Ý
Wt

óð ï�*-(/�#�=�~�
W ′

t ←
äÁáÍÜ¾Ú©ì¿ã Ø­ø¦ÛÊøôð

Wt

ö óó ��4}�#8}$q6Y�~� Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
QW ′

t
⊂ X

Ü^GÙØîÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØîÜ±Ý��
X
�æ·Ý�� æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Û�Ü¾Ý

W ′
t

óðú� �
θc|QW | < QW ′

t

�ôÜ í©Ü áq��é Ûëá
W ←W ′

t

ó
��69.^û§47,-��*<6Yï � ��áLB�ç ø¦ÛÊáÂÚ­Ø­áÍæßÞ¤Ü��©àOF Ü ø­Øîæ·ç Ý·Ûôæ·è���á¾ÞïÚåÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­ÛÊø¦û­ó

&ó(�î5,<6
θc|QW | > QW ′

t

ó
&ó(�î�,<6 ÝßÞëæ·ç Ý·ÛÊæ·è���á±Þïá ûÓÿ­Þ�á^D¦ç��­Ø­ÛÊø¦û¶Ø­Úåá¾ã Ø©Ú¦ÞëÚ­Ø­áÍæßÞ Ü��¦à á±ãËû_�ÊÞïÚåí��ÁÚ Ü±Ú

i = 1, . . . , d
óð �7(��q*/,-��¡q� Ü¾Ý æ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ý

W
ó

}

Î ÍÏÌ ÍÏÌ t ä Ù`Ü Ù`Þ¹Öcæ#7`ÖØ×6�<uÏN?á±Ô<7�Ô
À ÞïÚ ÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ì�Fùæ·ç íÁì��Áø¦ÛÊø æ·Ý�� æ·ç é æ·á±Þ�Ø­Ú Ú­Ø¢Ü¢ÞïäÁáÍÜQGÀæßãËÛÊá±ÞÙÝ Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û

OkW
� á¾ã Ø­ÚÁÞøñÚ©æ·Ý·ÿ Ý©Ü¢Þ�ì�F ÿ­Þ�Ú¦à á±ãïç¢ÞËÛÊø Ü^GÙØ äÁø�� æ·Ú¦ç è	�+�Áø	�	GÙØ äÁá�Ü±Ý��©û è+H Ý­Ø­á±ûîæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØßó_e Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±ÚñäÁáÜ ø­Ø æ·á±ç¢ã�æÁÜQG�ÛÊø ÜQGÙØ æ·Ú¦ç è	�	�Áø	�+GÙØ äÁáÓÜ¾Ý��¦û è+H Ý­Ø­á±û æ·Ú©ç¢Ú��-D©ç�GÙØ���íÁæ·Ý�� ø�ÛK�¦äÁäÁáÍÜ±Ý©àOF]F í©àôÞáÍØ­í·û

d
� ÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú©Ü¾Ý��ñÛÊø¦äÁá±ã¤Ý�� Û�Ü¾Ý æ·Ú¦ç è����¦ç Ýùä¦æ·Ý·ç á±ã Ø­Ú Ú­Ø¢Ü¢ÞïäÁáÍÜ^GÀæßÞ¤Û�Ü á¾ã äÁá Ü ø­Ø�Þ�ìßÚ­Ø­ÝÁæ·Ýßãºø��ÛÊø

2d
Ú­Ø©Þ¤ÛëÝ­Ü�F©Ü^GÙØ��ëÛ�Ü ø­Øîæ·á ç¢ã�æÁÜ^G�ÛÊø Ü^GÙØåæ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü¾Ý��·Þ¤ÛÊäÁéÍØ�GÙØåæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØ��Êá æßÞ\Xßè	�ÁáÍÜ¾Ú¦ÞëøÚ©æ·Ý+��F©ìßá^�¦ÛÊø

2d
ìßÝßç��¦êKBÙØßó�� Þ�Ú Ü ø¢ØñÚ­Ø¢Ü¢ÞïäÁáÍÜ�BÀæßÞ¤Ûëø Ú+�­Ü¾Ý�DñÜ¾Ý��]��é±äÁÚ­Ü¾Ý·û���à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D¦äÁáä·ÞïÚ Ü á à¿Ø©Þ�ì�F�Ü ø¦û��Âæ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ì�F¦ûs��áQG�äÁáÍÜ ç¢ãïÚ¦û ÛÊà á ÿ¢ÞïÚ¦ÛÊäÁé¹Ø©øåØ­ÚñÚ­Ø¢Ü¢ÞïäÁá ÜQGÀæßã¤ÛÊá¾Þ�á ç�GÀÜ�F¦äÁÚ©Ü±Ú

�ÊÞïÚ äÁø æ·Ú¦ç è	�+�Áø	�¦Ú äÁá Ü¾Ý��¦ûÌè+H Ý­Ø­á±ûÓáQ����D	�ôç Ú¦äÁäÁÚîÜ ä�F¦äÁÚ­Ü¾ÚN� í·æ·Ý�� ì¿è���á Ü ä�F¦äÁÚåá±ä�X����Òã�õ¢áÍÜ±ÚÁÞÛÊáîéÍØ­Úñæ·Ú¦ç è	�+�¦ø	�ÁÝ äÁá�Ü¾Ý��¦ûåè+H Ý­Ø­á ûîæ·Ú¦ç Ú	�+�Áø	�¦á æßã�æ·á ÿ Ýø

�+��� ó�Ö üÓäÁÝßÞïÚ ìßÚÁÞ�Û�Ü ø­Ø æ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊø
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k-windows

Ü¾Ý��
OkW

��ì¿è���á[�­æ·á±ç�� æ·Ú©ç¢Ú��+�Áø	�ÁáÍæßã�æ·á ÿ Ý á ä�X�����ãïõ á Ü±ÚÁÞ�ÛÊáñéÍØ­Ú æ·Ú¦ç è	�+�Áø��ÁÝ�äÁá�Ü±Ý��©û è	H¢Ý	�Ø­á±û]�­æ·á±ç°ì�D�XßÝ=� äÁá Ü±Ý�ã�ÿ­Þ¤Ý ì¿é¹Ø¢Ü ç Ý
c
�Àì¿Ú¦Þ�ä�F­ì¿Ý·û�Ú­ì¿ä+BÙØ

s
� ã¤ÛÊÝ äÁá Ü ø äÁéQ�ÊÞ¤Û�Ü ø ÿ¢ÞïÚ	�OBÙØ©Þ¤ÝÜ¾Ý��f�­æ·á±ç�� æ·Ú©ç¢Ú��+�Áø	�ÁáÍæßã�æ·á ÿ Ý��¿ó?e¢�­Ü íåÜ±Ýåä�F©ìßÝ·û¶Ú©ìßä+BÙØÌáL� ì��¦è©Ü±ÚÁÞâí©Ü¢ÞâÝs�©æ·á ç°ì�D�XßÝ·û æ·á ç¢Þïé±àâá¾Þæ���F¦ç�G�û�Ü±Ý æ·ç Ý·ÛëÚ¢Ø©Ú­Ü¾Ý��·Þ¤ÛëäÁé¹Ø­Ýk�©æ·á ç�� æ·Ú¦ç Ú	�	�Áø	�ÁáÍæßã�æ·á ÿ¢ÝôókÀ á�Ú+�­Ü í­Ø Ü±Ý­Ø Ü ç¢íÁæ·Ý=� Ýk�©æ·á ç��ì�D�XßÝ·ûÌæ·Ý��åì�G�ÿ­Þºì¿ÝÁæ·ÝßÞïá±ã Ü¾ÚÁÞ äÁí­Ø­Ý�äÁáÂÜ±Ýñõ á^D��ôÝ·û

(c, s)
�ôà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞïá±ã¤Ü±ÚÁÞ��ôÞïÚ Ü±Úåá±ç�GÀÜ�F¦äÁÚ©Ü±ÚüÏç���Ý��OBÙØ©ÞïÚ¦ûMe¬Ø©Ú©õ�F­Ü ø¦ÛÊø¦ûqZ ÞïÚ©Û�Ü�F¦äÁÚ­Ü¾Ý·û��âÚ­Ø­Ú¦ÿ á¾Þºì·Ø�D¦Ý¢Ø­Ü±Ú¦û¶æßÞ ��Ú­Ø­è ÛÊø¦äÁá¾ã�Ú Ú©æ·íåÜ¾Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ�� æ·Ý��ñä¦æ·Ý·ç¢á±ã�Ø­Ú�æ·á±ç¢Þïé à Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ�Û�Ü±Ý æ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü¾Ý��·Þ¤ÛÊäÁéÍØ­ÝE�­æ·á±ç�� æ·Ú©ç¢Ú��+�Áø	�ÁáÍæßã�æ·á ÿ ÝÊó

��ÞïÚ Ø­Ú]�©æ·Ý��ÁÝ��Êã¤ÛÊÝ��¦äÁá�� Ú­Øåìßè���á�é¹Ø­Ú�Ú©æ·í Ú+�©Ü è Ü¾Ú ÛÊø¦äÁá¾ã�Ú Ú­Ø�F©ìßá±ÞÒÛ�Ü±Ý�æ·ç ÝßÛÊÚ­Ø­Ú©Ü±Ý��ÁÞËÛÊäÁé¹Ø­Ý
�©æ·á ç{� æ·Ú¦ç Ú	�+�Áø��Áá æßãºæ·á±ÿ Ý=�¼Ú¦ç°ìßá¾ã�Ø©Ú áQ�ÁéL�=H Ý��¦äÁá Ü ø­Ø Ý·ç���Ý��OBÙØ©ÞïÚ�æ·ç Ý+X·Ý���F Ü±Ý���Û�Ü¢ÞËû

d
ì�D��ç¢Þïá±ûñìßÚ©Ü áQ����D­Ø­ÛÊá¾Þ¤û­ó�Ö ×ÙØ­Ú Ü±Ú

lj, j = 1, ..., d
�ýÚ¢Ø©Ú­æ·Ú¦ç¢ÞËÛ�Ü±Ý�D¢Ø�� Ü±Ú ä�F©ìßø Ü^GÙØ Ú©ìßä+BÙØ��ýÜ±Ý��

�©æ·á ç{� æ·Ú¦ç Ú	�+�Áø��Áá æßãºæ·á±ÿ Ý��N�ßÜ í©Ü á¬Ü±ÝåÛÊø¦äÁá¾ã¤Ý
x
á±Û=GÀì��Áá±ãïáÍÜ¾ÚÁÞ ÛÊá¬Ú+�©Ü íåá è­Ø Þ�ìßÚ­Ø­Ý·æ·ÝßÞïá±ãôí��Áá û¶Ü¢Þ¤ûÚ­Ø©Þ¤Ûëí­Ü ø©Ü á±û

|x>vj| ≤
lj
2

�ÊÞ�Ú
j = 1, ..., d

ó7À áýÚ+�©Ü í�Ü±Ý­Ø¶Ü ç¢íÁæ·Ý=�·à ç á±Þïè¦õ á Ü±ÚÁÞÁäÁí­Ø­Ý�Ø­ÚÏÚ©æ·Ý+��ø��ìßá^D¦Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ
O(d)

Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚh�ÊÞ�Ú ìßè���áÂé¹Ø­Úåæ·ç Ý·ÛÊÚ­Ø­Ú©Ü±Ý��·Þ¤ÛÊäÁéÍØ­Ý�æ·Ú¦ç è����¦ç Ý=� Ü±Ú
(c, s, l1, ..., ld)

óü Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û
OkW

��Ú©æ·Ú¦Þ¤Ü á±ã Ü±Ý­Ø¹�©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤ÛÊäÁí Ü¾Ý��
SVD

��ÛÊáîìßè���áåìßá¹Ø¢Ü ç¢ÝÁæ·ÝßÞËø¦äÁéÍØ­Ý
�©æ·Ý·ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ�� Û�Ü øùÿ­Þ�è¦ç°ì¿á±ÞïÚ Ü ø©û ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ©û ÿ¢ÞïáQD¦ç��­Ø­Ûëø©û­ó���ÞïÚ Ú	�©Ü í Ü¾Ý¬�Áí��ôÝ=�á¾ã Ø©Ú¦Þ ÛÊø¦äÁÚ­Ø¢Ü¢Þ�ì�F ø à ç�F¦ÛÊø ä·Þ�Ú¦û¹� ç�F��ôÝ·ç¢ø©û ç Ý��©Ü¢ã Ø­Ú¦û

SVD
� íÁæ�G�û ø

LAPACK

\�����£�Ã�ÊÞ�Úæ·Ú¦ç è����¦ç Ú äÁéÍÜ ç­Þ¤Ý�� äÁáL�ôéL��Ý��¦û�à�G�ç­ã¤ûñìßè©æ·ÝßÞïÚ ÛK�	� ìßá ìßç¢ÞïäÁé¹Ø­ø ÿ¢Ý·ä�FN��F ÛÊÚ­Ø Ú+�©Ü�Fùæ·Ý�� Ú¢Ø©Ú��ê�é ç á Ü á Û�Ü ø­Ø á ç��ôÚ¦ÛëãïÚ 
 S �	�9�Ç�ÊÞïÚùÚ¦ç ÚÁÞïèùÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ­Úâó�W�áåìßè���áîæ·á±ç¢ã�æÁÜQG�ÛÊø á±ã Ø­ÚÁÞ ÛÊø¦äÁÚ¢Ø­Ü¢Þºì¿íØ­Úh�Êã Ø­áÍÜ¾Ú¦Þ�á ìßäÁáÍÜ è	�+�ÁáQ�¦ÛÊø Ü ø¦û ÿ Ý·ä�F¦ûÓÜ^GÙØ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØhB�Û�Ü á¶Ø­Ú äÁá±ÞCG7��á¾ãëÜ¾Ý��©æ·Ý��ÁÝ��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ìßíìßíßÛ�Ü±Ýßû¢ó � á ì·Ü éL�Áá±ÛÊø Ü ø©ûîç Ý��­Ü¢ã Ø­Ú¦û

SVD
���ôÞïÚñæ·ç¢Ý	X��+F¦äÁÚ©Ü±Ú�àNG�ç¢ã¤ûîì¿è­æ·Ý¿Þ�Ú ÛK�	�âì¿áÍìßç¢ÞïäÁéÍØ­øÿ Ýßä�F���é à á±Þ��©æ·Ý��ÁÝ��ôÞËÛ�Ü¢Þ�ìßí ì¿í·Û�Ü¾Ý·û

O(nid
2)
�ëÜ±ÝñÝÁæ·ÝßãËÝ ä¦æ·Ý·ç á¾ãëØ­Ú äÁø á±ã Ø­ÚÁÞëá¾ã Ø­ÚÁÞëÚ¦äÁáL�Áø©Ü é ÝÊó

��ÞïÚåá±êëÚ¦ç äÁÝ��ôé ûqXßémXßÚÁÞïÚîæ·Ý�� áÍØ­ÿ¢ÞïÚ¦êëé ç¢Ý��­Ø æ·á±ç¢Þ¤ÛÊÛÊí©Ü á±ç Ý Ü¾Ý­ØîÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ
OkW

�ôø ÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊøÜ^GÙØîÿ á±ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ
d
á¾ã Ø©Ú¦ÞôÜ��­æßÞ�ìßè æ·Ý���D ä·Þºì¿ç í©Ü á ç ø í­àôÞ�äÁí¢Ø©Ý Ü¾Ý��

n
�ÊÚ	�+�¦èîì¿Ú¦ÞÊÜ±Ý��

ni

ó
Î ÍÏÌ ÍIH \ Ò�Ö Ó`Ô áfÔ<7`ÖØ×6� ÛÝä Ùp7§Ò#Ü N?ægá±Ô<7�Ô
W�á Ú	�©Ü�F­Ø Ü ø­Ø áÍØ­í©Ü ø©Ü±Ú°��Ú æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦ÛÊÝ��¦äÁá æ·á¾Þ�ç¢Ú©äÁÚ©Ü¢Þ�ìßè Ú©æ·Ý­Ü áQ�Áé ÛÊäÁÚ©Ü±ÚN�¶æ·Ý�� ÛK�	���ìßç­ã Ø©Ý��­Ø Ü±Ú Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé±ÛÊäÁÚ©Ü±Ú Ü^GÙØ Ú��+�ôÝ·ç¢ã\��ä+GÙØ

UKW
ìßÚÁÞ

OkW
���ÊÞïÚ Ø­Ú Ú­Ø­Ú¦ÿ á±ãºH Ý��¦äÁá�Ü¢Þ¤ûÿ��­Ø­Ú©Ü í©Ü ø©Ü á ûÂÜ ø¦ûÂæ·ç Ý©Ü á±Þ Ø­íßäÁá¹Ø­ø¦ûÏÜ ç Ý·æ·ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û­ó

eÂç àôÞ�ìßèh��Ú àâç¢ø©Û�Þ�äÁÝ·æ·ÝßÞËø���Ý�D­Ø ÿ�D©Ý Ü á à¿Ø­ø©Ü è ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ¢á ÿ Ý·äÁéÍØ�GÙØ���æ·Ý��h��áLG�ç Ý�D¢Ø­Ü±ÚÁÞëÿ�D��Ûôì¿Ý��ÁÚ©�ÊÞïÚ ÿ¢Þïè©ê�Ý·ç Ý��¦ûùÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��¦û­ó�P²Ý�æ·ç�BÀÜ±Ý
Dset1

�ýÚ©æ·Ý©Ü áL�Áá¾ã Ü±ÚÁÞ Ú­æ·í
2761

ÛÊø¦äÁá±ãïÚÝ·ç�� Ú­Ø�G�äÁéÍØ­ÚåÛÊáq�åÝ·äÁè¦ÿ á±ûåðI�îì��¦ç°Ü é±ûÂìßÚÁÞôä·ãïÚåäÁøîì��¦ç°Ü�FÁö ó?P²Ý�ÿ á^D©Ü á ç Ý
Dset2

� Ú©æ·Ý©Ü áL�Áá¾ã Ü±ÚÁÞÚ©æ·í3J��+��Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚN��Ý·ç�� Ú­Ø�G�äÁéÍØ­ÚñÛÊá ÿ�D¦ÝùÝßäÁè©ÿ¢á ûîæ·Ý��ñÛÊà ø¦äÁÚ©Ü¢ãïõ Ý��­Ø Ý·äÁí+� ìßáÍØ¢Ü ç Ý��¦û ì��­ì��ÁÞ
�ìßÝ�D©û ÿ¢ã¤ÛÊìßÝ��¦û¢óÂüÓÞ�Ü¢ÞïäÁé ûÓÜ^GÙØ æ·Ú¦ç Ú¦äÁéÍÜ ç�GÙØ
{θe, θm, θc, θv}

�-F©Ü±Ú­Ø
{0.8, 0.1, 0.2, 0.02}

� ìßÚÁÞà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF���ø©ìßÚ­Ø©ê	� Ú¦ç àôÞºì¿è æ·Ú¦ç è����¦ç Ú3�ÊÞïÚ Ü¾Ý Û;D¢Ø©Ý��ÁÝ
Dset1

ìßÚÁÞ5��J3�ÊÞ�Ú Ü±Ý�ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
Dset2

óMP²Ú Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé±ÛÊäÁÚ©Ü±Ú Ú©æ·á¾Þºì¿Ý¢Ø¦ã�õ¢Ý¢Ø­Ü±ÚÁÞ Û�Ü¾Ý¹W�àOF¦äÁÚ]ë¿óºê¿óÂü Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝ·û
OkW

��ìßÚ©Ü±Ú��ê�é ç§Ø­á¾Þ ìßÚÁÞ Û�Ü¢Þ¤û ÿ�D¦Ýùæ·á±ç¢Þ�æÁÜ�B�ÛÊá±ÞËû Ø­Úùá¹Ø¢Ü¾ÝÁæßã¤ÛÊá¾Þ�Ü í·ÛëÝùÜ¢ÞËûåì��¦ç°Ü é±û í·ÛÊÝ ìßÚÁÞ�Ü¢Þ¤ûåäÁø ì��¦ç°Ü é ûäÁÝ·ç¢êëÝ��¦Ý��ÊÞ�ìßè�Ý·äÁè¦ÿ á û­ó�e Ø¢Ü¢ã ��áÍÜ±ÚN�ÊÝ�Ú	�+� íßç¢Þ ��äÁÝßû
UKW

�Êá±ã Ø­ÚÁÞëÞ�ìßÚ­Ø­í·ûÌØ­ÚåáÍØ¢Ü±Ý·æßã¤ÛÊá±Þ�äÁáÏáQ���ìßç­ã Ø©á±ÞïÚ Ü¢Þ¤ûÓì��¦ç°Ü é±û�ÝßäÁè©ÿ¢á û��ëÚ	�	�Áè Ü á±ã Ø­á±ÞÊØ­Ú ÿ¢ÞïÚ¦Ûôæ·è Ü¢ÞËûÌäÁø ì��¦ç°Ü é û­ó§e¬ØfXßé�X·ÚÁÞïÚ Ú	�+H ø���á¾ãôÜ¾Ýæ���F���Ý·û¼Ü^GÙØ¶æ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØÂÜ±ÚÌÚ­æ·Ý©Ü áQ�¦é±ÛÊäÁÚ©Ü±ÚÂÜ¾Ý��
UKW

�·á±ã Ø­ÚÁÞßãïÿ¢ÞïÚ�äÁáýÚ+�©Ü èÏÜ¾Ý��
OkW

�·Ú	�+�ÁèÛÊáÏäÁá±ç¢Þ�ìßé û�æ·á ç­ÞºæÁÜ�B�Ûëá±Þ¤û à ç á±Þïè¦õ áÍÜ¾ÚÁÞÊæ·Ý���D äÁáQ�ôè��ÁÝ·û�Ú¦ç¢Þ ��äÁíßûÓæ·Ú¦ç Ú���D¦ç�GÙØßó§��ÞïÚ æ·Ú©ç¢è©ÿ¢á±Þ �ôäÁÚÛ�Ü±ÝåÛKD­Ø­Ý��ÁÝ
Dset2

�N�ôÞïÚ�Ø­ÚîÚ­Ø­Ú	�âØ�G�ç¢ã¤ÛÊá¾ÞâäÁá¬Ú©ìßç¢ã
Xßá±ÞïÚ Ý Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ·û
UKW

�¿Ü øîáQH�GÀÜ á±ç¢Þ�ì�Fì��©ì��·Þ�ì�F Ý·äÁè¦ÿ Úåà ç á¾Þ�è¦õ á Ü±ÚÁÞôæ·è­Ø�G Ú©æ·í]J	ì+ìåÚ¦ç àôÞ�ìßèåæ·Ú¦ç è����¦ç Úâó
WýÜ ø ÛK�­Ø­é±àâá¾ÞïÚ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞ¤Ý�D©äÁá ÿ�D¦Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÚ ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ æ·ç Ú	�ôäÁÚ­Ü¢Þ�ìßÝ�D ìßíßÛÊäÁÝ�� Ü±Ú

DsetUCI

ìßÚÁÞ
DsetDARPA

ó P²Ý æ·ç�BÀÜ¾Ý á¾ã Ø©Ú¦Þ¼Ü±Ý��âØ�G�Û�Ü í
Iris

ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á±ÿ Ý·äÁé¹Ø�GÙØ Ü¾Ý��
UCI Machine Learning Repository


 S ë��£�âæ·Ý�� Ú©æ·Ý©Ü áL�Áá±ã Ü¾ÚÁÞ¿Ú©æ·í S ë	ìîÛ�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚ äÁáU�îà Ú¦ç Ú��ì·Ü ø¦ç¢ÞËÛ�Ü¢Þ�ìßèåÜ¾Ý�ìßÚ���é¹Ø©ÚåìßÚÁÞÊá¾ã Ø­ÚÁÞëà Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤ÛÊäÁéÍØ­ÚåÛÊá � ì��Áè¦ÛÊá±Þ¤û��ôÜ¢Þ¤û
Setosa, Versicolour

�ìßÚÁÞ
Virginica

ðú×ÀØ­í©Ü ø­Ü¾Ú�ë¿ó S óºJ¦ö ó�üþæßã Ø­Ú©ìßÚ¦ûÏÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±Ýßã¤à ø¦ÛÊø¦û_ë¿óºJîÚ­Ø­Ú¦êëé±ç á±ÞôÜ±Ú Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛÊäÁÚ��
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���������÷����+ �����Ïµ·»¾Î°«§¨ �Ï¯±¸Å¯¾«­�¢Ã Î§ÐÒÎ
Dsets1,2

� ¸ýÉÑ�Ì�§³¢«°É ¸Ñ¨ ¸Åµ·� ®§ÉÑÐÒÎÓÉÈÐÒÎÏ�§¨§Çß«©Æ¾� ½â�°ÐÒÎ
UKWü �°Æ§¡ µÊÉ ¸ÅÆ¾®ÿþ £©� ¡

OkW
ü ¯±¸ÅÔ§¡Ë®ÿþÑÕ

Ü¾ÚîÜQGÙØ ÿ�D¦Ý Ú	�+� Ýßç¢ã ��ä+GÙØ Ú­Ø à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºø���Ý�D­Øs�+JîÚ¦ç àôÞ�ìßè æ·Ú¦ç è����¦ç ÚN�âíÁæ·Ý��åê�Ú¦ã Ø­á Ü±ÚÁÞôí©Ü¢Þ�&Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Ú_�ôÞïÚÏÜ¾Ý­ØÂÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ
UKW

ìßÚÁÞ�÷¢�ÊÞïÚÂÜ±Ý­Ø
OkW

é±àâÝ��¢ØÏÿ¢ÞïÚ¦êëÝ·ç¢áÍÜ¢Þ�ì�FÓÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßãËàâø¦ÛÊøÝ·äÁè¦ÿ Ú¦ûL� ì��¦è¦ÛÊø¦û­ó
P²éQ�ÁÝ·û���Ü±Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ÿ á ÿ¢Ý·äÁé¹Ø�GÙØ

DsetDARPA

�Àð ×ÙØ­í©Ü ø©Ü±Ú¹�¿óºêÁöL� é à á¾ÞÒìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�¦Ú©Û�Ü á±ã�Ü¾Ý
1998

Ú©æ·í Ü±Ý
DARPA Intrusion Detection Evaluation Program

Û�Ü±Ý
MIT Lincoln

Labs
ó e¶æ·í Ú+�©Ü í Ü¾Ý ÛKD­Ø­Ý��ÁÝ à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF���ø©ìßÚ­Ø Ü¾Ú æ·ç�BÀÜ±Ú

100000
Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Úâó_P²Ú

77888Ú©æ·í Ú+�©Ü è é à Ý��­Ø à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü á±ãâÛÊÚ­Ø
normal

áÍØ�B Ü¾Ú±�©æ·í��ÁÝßÞ�æ·Ú
22112

�¿ÛëÚ¢Ø áÍæßÞ ��é ÛÊá¾Þ¤ûÂÛ�Ü±ÚÛK�¦Û�Ü�F©äÁÚ©Ü¾Ú Ü�D©æ·Ý��
Denial of Service (DoS)

ó/e æ·í Ü±Ú
42

à Ú¦ç Ú©ì·Ü ø¦ç¢Þ¤Û�Ü¢Þ�ìßè à ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·ÝßÞºF��
��ø©ìßÚ­Ø Ü±Ú

37
Ú©ç­Þ ��äÁø©Ü¢Þ�ìßèâófW�áîÚ+�©Ü í Ü¾ÝùÛKD­Ø­Ý��ÁÝ ì¿Ú¦Þ�ÝßÞ�ÿ�D¦Ý Ú	�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ�á êëÚ¦ç äÁíßõ Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ äÁá

��JÓÚ¦ç àôÞ�ìßèÌæ·Ú©ç¢è��-�©ç¢Ú��Áì¿Ú¦ÞßìßÚ©Ü±Ú	��F	�ôÝ��­ØÏÛëáýÝßäÁè©ÿ¢á û²æ·Ý��Óæ·á ç­Þ�é±à Ý��­Ø�áQH Ý��ÁÝÁì���F¦ç Ý�� á±ã Ü á¼Û�Ü±ÝßÞ
�à á±ãïÚ
normal

á±ã Ü á
DoS

ó-WýÜ ø�æ·á ç­ãºæÁÜ^G�ÛÊø�Ü±Ý��ñÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��
UKW

�©æ·è¦ç à á±ÞÒä·ãïÚñÝ·äÁè¦ÿ Ú�æ·Ý��Ú­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞËàâá¾ãÀÛÊá
normal

Û�Ü±ÝßÞ¤à á¾ã�Ú Ú��+�Áèùæ·á ç¢Þïé à á¾ÞÙìßÚÁÞ
37 DoS

Û�Ü¾ÝßÞ¤à á±ãïÚâó©e Ø¢Ü¢ã ��á Ü±Ú Û�Ü ø­Øæ·á±ç¢ã�æÁÜQG�ÛÊø Ü±Ý��ñÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��
OkW

�Òä·ÞïÚ ÝßäÁè©ÿ¢Ú äÁá
747 normal

Û�Ü±Ý¿Þ¤à á±ãïÚ�æ·á ç¢Þïé±àâá¾ÞÒäÁí­Ø­ÝdJ
DoS

óNWÃ�­Ø­áÍæ�B�û��ôø Ú©æ·í·ÿ Ý·ÛÊøîÜ¾Ý�� Ú	�+� Ýßç¢ã ��äÁÝ��
OkW

� ÿ¢á±ã¤à¿Ø­á¾Þ ìßÚ	��D­Ü á±ç øîÚ¦êëÝ�D ìßÚ©Ü éL�Áø+H á¶ÛÊáæ·Ý���Ds�·Þ �ôí©Ü á ç á±û �Áè���Ý·ûÓÚ­Ø¢Ü¢Þ¤Û�Ü±ÝßÞ¤àôã¤Ûëá±Þ¤û­ó
��� 	ë��
����Ï��� ���)��� Î°�§£©��Ë �¾Î¾É±¡ µëÉÑ«¦� Ä¦� µÁ��Ë Ç¿¡Ë� ÉÅ« µ·»¾Î°«§¨ «

DsetUCI vxw ®¾½¿¸y�±¸Å»¾Çß«	Ë �°Æ§¡ ½¿� úÒÎ�¾Î°�§³¢�°Æ§¡ µëÉ ®¶ÉÑ�ÂµëÉÑ«¦¡ ÄÁ¸Å���¶ÉÑ«©¥¶³­� Î§�§£¦�¬�¾Î§É±¡ µÊÉÅ«©� Ä¦� µ·��ËýÇ¿¡Ë�¶ÉÑ«©¥Â¯±»°«Ì�§¨§Çß«­Æ§� ½¿� «©¥�Ë
UKW

£¦� ¡
OkW

��¾Î§É±� µÊÉÅ«¦¡ ÄÁ�¦Õ
Iris

�_�¦è¦ÛÊøüÓäÁè©ÿ¢Ú
Setosa Versicolour VirginicaS ë	ìN�Kë�ìN� ìN�dì ìN�dì

J ì��Eì ��êN�O�/& �O�Eë
� ì��Eì �O�EJ ��êN�N��ë

¥kjRé ¥§ö3v©«8ï�r��E¯òvkt¹p t � ¥§öd¨�ï±ym¯��Åw©r��
W�áÙÚ+�©Ü í¬Ü¾Ý¬ì¿á êëè	�ÁÚÁÞ¤Ý=�­æ·Ú©ç¢Ý��¦ÛëÞïè©Û�Ü ø©ìßÚ­Ø ÿ�D¦Ý¬Ü ç¢ÝÁæ·ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊá±ÞËû�Ü±Ý��²Ú	�	�ôÝ·ç­ã ��äÁÝ��

k-windows
�æ·Ý�� Ú©ìßÝ��ÁÝ�����Ý�D­Ø ä·Þ�Úîæ·ç¢í·ÛÊêëÚ©Ü ø Ü è¦ÛÊøîÛ�Ü¾Ý¢Ø�Ü±Ý·äÁé±ÚîÜQGÙØ Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��ä+GÙØîÝßäÁÚ©ÿ¢ÝÁæ·ÝßãËø¦ÛÊø¦û�� æ·ç Ý·û



ö�$ W[,/4���4Ç�74�6 õ �5�K6Y> *=4#ñª.%�%$U47,<�ºÆ_2�4#ñ
k-windows

Ü ø­Ø à ç�F¦ÛÊø íßÛÊÝ Ü±Ý ÿ��­Ø­Ú©Ü í¢Øîæ·á ç­Þ¤ÛÊÛÊí©Ü á ç¢ø©ûÂæ��Áø¦ç Ý·ê�Ý·ç¢ãïÚ¦ûÓÚ©æ·í Ü ø­Ø Ü±ÝÁæßÞ�ì�F ÿ Ý·ä�F Ü^GÙØîÿ á±ÿ Ý	�äÁéÍØ�GÙØ±�ÊÞïÚåÜ ø­Øîæ·Ú¦ç Ú	�NG��=F ìßÚ	�+D©Ü á±ç�GÙØîÝßäÁÚ©ÿ¢ÝÁæ·ÝßÞºF¦ÛÊáLGÙØ¹
 S êN�ÏJ+J��Ø�'&�� ó
eÂç àôÞ�ìßè æ·Ú¦ç Ý��¦ÛëÞïè¦ÛÊÚ¦äÁáñÜ¾Ú æ·ç�GÀÜ±Ú¦ç àôÞ�ìßè Ú©æ·Ý©Ü áL�Áé ÛÊäÁÚ©Ü¾Ú ä·ÞïÚ Ø­é Ú¦û æ·ç Ý·ÛëéL�O�ÊÞ¤ÛÊø¦û Û�Ü ø­ØÝ·äÁÚ¦ÿ Ý·æ·ÝßãËø¦ÛÊøN�ôæ·Ý��åà ç ø¦ÛëÞïäÁÝÁæ·Ý¿Þ�á¾ãôÜ ø­Ø ÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊø

Fractal
�¿Ü^GÙØîÛÊø¦äÁá¾ãbGÙØ±�ÊÞ�Ú Ø­Ú ìßÚ©Ü áQ����D­Ø­á¾ÞÜ ø­Ø í��Áø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ¿ó � æ·ç Ý©Ü á±Þ Ø­í·äÁáÍØ­ø ÿ¢ÞïÚ¦ÿ¢Þ�ìßÚ¦ÛëãïÚ ìßÚ���Ý·ÿ ø	�ôá±ãÀÜ ø¢Ø Ú	�	�ôÝ·ç­Þ ��ä·Þ�ì�F ÿ­Þ�Ú¦ÿ¢Þ�ìßÚ��ÛëãïÚ Ü±Ý��ñÚ��+�ôÝ·ç¢ã\��äÁÝ��

UKW
���©æ·Ý��¦Ý��Êãïõ Ý­Ø¢Ü±Ú¦ûåÛÊáÌìßè���á¢X�F¦äÁÚ ä·Þ�Ú�æ·ç¢Ý·ÛÊéL�O�ÊÞ¤ÛÊø�Ü ø¦û

Fractalÿ¢Þïè¦Û�Ü¾Ú¦ÛÊø¦û äÁá Ü ø à ç�F¦ÛÊø Ü ø¦ûñäÁáL��í·ÿ Ý��
box–counting

ó � æ·ç Ý·ÛÊéQ�N�ÊÞ¤Ûëø æ·Ý�� æ·ç¢Ý­Ü á¾ã Ø­áÍÜ¾Ú¦Þá æßÞ Ü ç éÍæ·á¾Þ Ü ø­Ø Ú­Ø­Ú©ìßè	���+¤ëø�æ·á±ç¢Þ¤Ý©à�BÙØ äÁáîÿ¢ÞïÚ¦êëÝßç áÍÜ¢Þ�ì�F
Fractal

ÿ­Þ�è¦Û�Ü±Ú¦ÛÊøN��Ú©ìßíßäÁÚ ìßÚÁÞ äÁé±ÛÊÚÛ�Ü ø¢Ø ãïÿ¢ÞïÚ ÝßäÁè©ÿ¢Ú¿ó�eM�	�ôí·ç­Þ ��äÁÝßÞ æ·Ý�� ä¦æ·Ý·ç Ý�D­Ø Ø­Ú áQH è	�ôÝ��­Ø Ü éÍÜ¾ÝßÞ¤Ý�� á±ãïÿ Ý��©û æ��Áø©ç¢Ý·êëÝ·ç­ã�ÚN�á¾ã Ø©Ú¦ÞÊæ·Ý���D©Ü¢ÞïäÁÝßÞ�ÛÊáÏÿ¢Þïè¦êëÝ·ç á±ûÌá±êëÚ¦ç äÁÝ�� é±ûÌíÁæ�G�û�Ú­Ø­è	�+�¦ÛÊø à ç Ý­Ø­ÝßÛÊá±Þïç�BÙØ���Ú¢Ø©è����¦ÛÊøåá¾Þ�ìßí­Ø­Ú¦û��ìßÚÁÞ�Þ�Ú©Ü ç¢Þ�ìßé±ûÌá±êëÚ¦ç äÁÝ�� é±û¢óÖ ×Àæ·á±Þ Ü¾Ú æ·ç¢Ý­Ü á¾ã Ø­Ú¦äÁáùÜ ø ÛK�­Ø­á ç��ôÚ¦ÛëãïÚ äÁá Ü±Ú+H�D Ü ø¦û Ü á à¿Ø©Þ�ì�F¦û
PCA

�¼ìßÚÁÞ²Ü±Ý�� Ú��+�ôÝ·ç¢ã\�=�äÁÝ��
UKW

�ÙìßÚ©Ü±Ú¦Ûôìßá^�¦è©õ¢Ý¢Ø­Ü±Ú¦û Ü±Ý­Ø Ú	�+�ôí·ç¢Þ\��äÁÝ
OkW


 S �/&N� S �+��� óxÀ á�Ú+�©Ü í¢Ø Ü±Ý­ØùÜ ç¢íÁæ·ÝÚ­Ø­Ú¦ÿ á¾ãCH¢Ú©äÁáîæ�G�û Ü á à¿Ø©Þ�ìßé±ûh�©æ·Ý��¦Ý��ÊÞ¤Û�Ü¢Þ�ì�F¦ûh�ôç Ú¦äÁä·Þºì�F©û è	�	�ôá�X·ç¢Ú©û ä¦æ·Ý·ç Ý�D­ØñØ­Ú[XßÝ·ø���F¦ÛÊÝ��­ØÚ	�+�ôí·ç¢Þ ��äÁÝ��¦ûÌÝ·äÁÚ¦ÿ ÝÁæ·Ý¿ãËø¦ÛÊø¦ûÓØ©Ú æ·Ú¦ç è	�ôÝ��­Ø æßÞ¤Ý Ú©æ·Ý·ÿ Ý©Ü¢Þ�ìßè�Ú©æ·Ý­Ü áQ�Áé ÛÊäÁÚ©Ü±Úâóý×ÙØ­ÿ¢ÞïÚ¦êëé±ç Ý��¦ÛÊÚäÁáQ�	�ÁÝ­Ø¢Ü¢Þ�ì�Fåá±ç áQ�­Ø­ø©Ü¢Þ�ì�F æ·ç íÁì��Áø¦ÛÊøN�ôêëÚÁã Ø­Ý­Ø¢Ü±ÚÁÞ Ø©Úåá±ã Ø­ÚÁÞÊøs� áÍØ©ã�ìßáQ�¦ÛÊø Ú	�©Ü¾Ý�DåÜ¾Ý��åÛÊàOF¦äÁÚ©Ü±Ý·ûÛÊáÂá±êëÚ¦ç äÁÝ�� é±ûÏæ·Ý�� øåÿ¢Þïè¦Û�Ü±Ú¦ÛÊøåÜQGÙØ ÿ á ÿ ÝßäÁé¹Ø�GÙØåá±ã Ø­ÚÁÞÊæ·Ý���D äÁáQ�ôè��Áøâó
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å�±]²�³o´mµ�¶ ���ª·¹¸»ºL¼�½©¾g¿«ÀÁ¿�ÂÁºÄÃ�ºx¾g¿ÅÀÆ¿ Ç

Τ
ÈÅÉBÊ&Ë�ÌPË � Ê�ÍPÎÏË�É¹ÐgËJÑÒÍpËJÊgÎÏË�É�ÓTÈmÑÒÍ�Ô�Õ¤Ê&Ó�ÊeÍxÖ ��× ÑÒØJÔgÊ&Ù�Ú	ÖÛÓpÉ�ÜÝÍ¤ÞLßpàâá¤ÑÒË � ÖÛÓpÉ¹ÑÒÍPÈÝÍgÔ¤ã�ÑÒÊ&Ó&ä
ÖÛÓpÉ�Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔyÍ �pæ ã�Ô�Ë�Ê�ÍPÈÛÖ � Ô¤Ë�çÄè	Égéëê � Ê&Õ�Ê�ß × Ë × ß�Ô�ÕLÉÁØ�çÄËeÈÛÑªãgÔ¤Ë�ÈâÊ&Ó�ÔÆÍ�Ô�ã¤ÞPÊ �pæ Ó
Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåpÚ>Ô�ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉUÞLß � åpÞLßLÙ&ßLì�Ô�Ô�Í�Ë æ ßLÙ&ì æ ß � ÔyÞPÌPÓ¤ÙgßLí�ßLÙ�ÎmÍÄÜîÍ¤ÞLÕïÐgÈÏÍpí�ß¤ä

Ù&Ë�ÊgÈmÑÒØ�É¬ðÒãpÖÛË�ÈÅÉÁÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô�ÊeÍ � Ê&Õ¤çñÙ&ß�Ô�ÍÄÜòÞLË�ÙgÈÅÖÛÖ�Õ�Ê&Ë�Ù&ß"Í¤ÞLÕxÍgÔ¤Í × ÑÒÍPÎÏÍÄé�óôÈÏÍ�Ê�ßïÌPÕ × ßxÍ � Ê&Õ
ßÒÈ�ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓ¤åPØJÔ�ßÒÈõÍ¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßÒÈõßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ÜôÞLÙ&ßLÖÛÞLÍgàòßLì�ÔBÔ�ÍïËJÔ�ßPÞLßÒÈÏápÖÛß � ÔöÊ�ß�Ô � ÞLßgÌPß¤ä× ÈÅÖÛåPÕ8åPË�Ê&Ó�ÔTË�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍ�è	ÖôÊ&Ë¹Ô¤ÍVÍ æ ÈÅßPÞLßÒÈÏápÖÛß � ÔVÕLÖÛß�Êeß�Ð � Ô¤Í�Ê&Õ�Ô1ÑÒÍ¤Ìpì¤Ê&Ë�Ù&ÍVÕ�ÌpË�É�ÊgÈÅÉ
ÞPÌPË � Ù&Ø�É�ËrÔ�ÕÒÉ�ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ�ß ��� ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊgÈmÑÒßLìyÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤ÌpÌpß�ÔgÊeßLÉ�éø ÍpÙ&Õ�Ìpß�ÞLß � Ø�çñß � ÔTÞLÙ&ß¤Ê�Í�àâË�Î	Í¤Ù&ÑÒËJÊ&Ø�ÉöÞLÙ&ßLÖÛË ×ñ× Î«ÖÛË�ÈÅÉ × ÈmÍVÊ&ÓgÔ1ÞLÍpÙ&ã¤Ì¤ÌPÓ¤ÌPÓTÑÒÍPÈ�ÑÒÍ¤ÊeÍ&ä
Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ�ÓxË æ ÕLÙ �¤æ ÓxÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏÍpÉ1ùmú¤ûªÜrüpýÄÜ¢üPþgÿ Ü>Ð&ËJÔ � ÞLã¤ÙgçÄß � ÔïÞLß�ÌpÌPØ�É�ÞLÙ&ßLÖÛË ×Ä× ÎÅÖ�Ë�ÈÅÉ�Ö�Êeß�Ô
ÊeßLåPØ�Í"Ê&Ó¤ÉÆßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�é � Ê&Ó�ÔöË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ù����¤úgÿ�ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�Î Ô�Ë�Ê�ÍPÈ�åLÈÏÍ"ÞLÍ¤Ùgã�ÌpÌPÓ¤ÌPÓöËJÑÒÐ&ß¤çñá"Êeß �
Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � DBSCAN Ü�ÑÒÍPÈ	Ö�Ê&Ó�ÔTË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ ù«û��¤ÿ Ü åLÈÏÍ)ÞLÍpÙ&ã¤Ì¤ÌPÓ¤ÌPá)ËJÑÒÐgß�çñá�Ê�ß � k-means é� ÈÝÐ&ìpßTÍ � ÊeßÒÎÝÍ�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßÒÈ æ Ë�ÑªÈ Ô�ßLì�Ô"åPËÆÕgÌPß)ÊeßTÖÛì�Ô�ßgÌPß)Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔöÔ�Í�ðÒÙgÎ«Ö�ÑÒËJÊeÍPÈôÖÛËÆØJÔ�Í
ÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕ�Ë æ�� ÞLÓ¤ÙgËJÊ&Ó¤Ê&áÄÜ	ÑÒÍPÈ Ø�ÞLË�È ÊeÍVÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ø�åPß � Ô)Ê�ÍVÐgË�Ð&ßLåPØJÔ�Í�Ö�ËyÐ�ÈmÍpíâßLÙ&ËJÊgÈmÑÒØ�É"åPÓpçñÍ�Ô�Ø�É
ÞLË�Ìpã¤Ê&Ë�Égé� � Ô�á�à�Ú	É�Ü	ÖÛË�ØrÔ�Í1ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ�ß � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊgÈmÑÒÕ�ÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤Ì¤ÌPß�ÔÒÜ�Êeß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>Ô
ËeÎ Ô¤ÍpÈ�ÐgÈÏãpÖ�ÞLÍpÙ�Ê�ßöÖÛË�ØJÔ�Í�Ô¹Í¤Ù�È àâåPÕ�ÜâÍ�ÞLÕöÐ�ÈmÍpíâßLÙ&ËJÊgÈmÑÒßÒì¤É©Ê&ÕPÞLß � É�é
	 ��Ê&Ö�ÈkÜ�ÍpÉ � ÞLßpàòØ�ÖÛß � åPË�Õ¤ÊgÈ
ÊeßUÖ�ìgÔ¤ßgÌPßÆÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>Ô X Ë�Î Ô�ÍPÈPÑªÍ�ÊeÍ�Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ¤ßUÖ�Ë m Ê&ÕPÞLß � É�ÜªÕLÞLß � ÑªãgàòËëØrÔ�ÍpÉ Í¤ÞLßpàâÓ¤ÑÒË�ìpË�ÈÊeßyÐ�È÷ÑªÕ�Ê�ß � ÖÛì�Ô�ßgÌPß Xi

× ÈÏÍ i = 1, . . . , m �
X =

⋃

i=1,...,m

Xi.

ê[ÑÒÕLåPÓTÍpÉ � ÞLßpàòØ�ÖÛß � åPËÆÑªÍpÈ�Ê&Ó�Ô"ì¤ÞLÍpÙ æ Ó1ËrÔ�ÕÒÉ�ÑªËrÔgÊ&ÙgÈmÑÒßÒìTÊ&ÕPÞLß � C Ü>ÞLß � àâÍxÞLË�ÙgÈÏØ�çÄËeÈÝÊ�ÍÊ&Ë�ÌPÈmÑÒãBÍ�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�ÍÁÊ&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�é� Ë"Í � Ê&Õ�Ê�ß�Ö�Ó¤åPËeÎÅß8åpÞLßLÙ&ßLì�Ô)Ô�Í × Î Ô¤ß � Ô�ÐgÈÏÍ¤íâßLÙ&Ë�ÊgÈ÷ÑªØ�É � ÞLßPàâØ�ÖÛËeÈÅÉ × ÈÏÍ�Ê&Ó�í�ìpÖÛÓ)Êeß �
ÞLË�ÙgÈ«ðLã¤ÌpÌPß�ÔgÊ�ßLÉ�Ë�ÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍpÉ�Í�Ô�ãpåPË�ÖÛÍUÖ�Êeß � É�Ê&ÕPÞLß � É�é�ê[Ù&ç�ÈmÑÒã¹åpÞLßÒÙ&ßLìpåPËYÔ�Í � ÞLßpàâØ�Ö�ß � åPË
Õ¤ÊgÈÄßÒÈÄÊ&ÕPÞLßÒÈñÖ � Ô¤Ð&Ø�ß�ÔgÊeÍpÈªåPËoØJÔ�Í ��
 Ó¤ÌPá¤ÉoÊ�Ípçñì¤Ê&Ó�ÊeÍpÉoÐgÎmÑLÊ � ß�ÜÄÑÒÍPÈÄËJÞÒÈ Ê&Ù&Ø�ÞLËJÊeÍpÈñÓUÍ¤ÞLßPÑÒã¤Ì ��
 Ó
Ê�Ú>ÔYÐ&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô[Ê�ß � ÑªÍgàòËrÔ�ÕLÉ Ê&ÕPÞLß � é>êYÔgÊgÎ àòËJÊ�ÍÄÜ¤àâÍ�åpÞLßLÙ&ßÒì¤Ö�Ë�Ô�Í × Î Ô�Ë�È¤ÑªÍpÈpÓ � ÞLÕpàâË�ÖÛÓ�Õ¤ÊgÈ`Ü
Êeß�ÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤Ì¤ÌPß�Ô � ÞLÍ × ßÒÙ&Ë�ìpË�ÈâËJÌPãpç�ÈÅÖ�Ê&Ó�ËJÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>ÔpÎmÍ�Í�Ô�ãpåPË�Ö�Í¹Ö�Êeß � É�Ê&ÕPÞLß � É�éëê � Ê&Õ�åpÞLßLÙ&ËeÎ
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�����������������! #"%$&��'(�*)�"+�����-,�)�"+.%/10��2"(34.657"+�8���
,�)�9:)
Ô�ÍyßLíâË�ÎmÌPËJÊ�ÍPÈòË�ÎÅÊ&Ë�Ö�Êeß�ÞLßgÌPì ��
 Ó¤ÌPÕ�ÑªÕLÖ�ÊeßLÉUÊ&Ó¤É©ËJÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>ÔpÎmÍpÉÁË�ÎÅÊ&Ë�ÖÛË�àâØ�åPÍ¤Ê�ÍBÍpÖÛíâã¤ÌpËeÈÏÍ¤É
ÑÒÍPÈÛÞLÙ&ßLÖ�Ú�ÞÒÈmÑLè>ÔBÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒé� ÊgÈ«É¹ËJÞLÕLåPËJÔ�Ë�ÉBËrÔ�Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�ÜõÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈ�Ðgì¤ß1ËJÑªÐ&ß�çñØ�É¹Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW Ü × ÈÏÍÊgÈÅÉ¬Ð&ìpßyÐ�ÈmÍpíâßLÙ&ËJÊgÈmÑÒØ�É � ÞLßpàâØ�ÖÛË�È«É�Ê�ß � ÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤ÌpÌpß�ÔgÊeßLÉ�Ë�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍpÉgé	 �>Ô�ÍöÍ¤ÑÒÕLåPÓöÖÛËJÔ�ãpÙgÈÅß"ÞLß � Ö � Ô�Í�ÔgÊ&ã¤Ê�ÍPÈòÖÛË�ÑªÍgàòÓ¤åPË�ÙgÈ Ô�Ø�ÉUË�íâÍpÙ&åPß × Ø�É�ù��<�=�gÿ ÜòËeÎ Ô¤ÍpÈîÓ�Í¤ÞLß¤ä
àâá¤ÑÒË � ÖÛÓyÊ�Ú>ÔyÐ�ÈmãpíâßLÙ�Ú>ÔïÈmÐ�ÈÅß¤Ê&á�Ê�Ú>ÔyÊ�Ú>Ô�Ë ×ñ× ÙgÍ¤í�è>ÔyÖÛË æ Ë�çªÚ	Ù�ÈÅÖ�ÊeßLìpÉÆßLÙ × Í�Ô¤ÈÅÖÛåPßLìpÉ�Ü�ÕPÞPÚ	É
Ê&Ù&ã¤ÞLË>;&Ë�É�Ü�Ë�Ê�ÍPÈÏÙ&Ë�ÎÏË�ÉBÞÒÈÅÖôÊ�Ú�ÊgÈmÑLè>Ô"ÑªÍ¤Ù&Ê�è>ÔÒÜÝÑªÍgàâè	ÉBÑÒÍPÈ�í�ßÒÙ&ßgÌPß × È÷ÑªØ�É � ÞLÓpÙ&Ë�Ö�ÎÏË�Égé1?BÓ�ÌPÍpÐ&á
ÖÛËÆÍ � Ê&á�ÔöÊ&ÓgÔöÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓÄÜÝÓïðÒãpÖÛÓïÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>Ô"Ë�Î Ô�ÍPÈôÐ�ÈmÍpçÄÚ	ÙgÈÅÖ�åPØrÔ�Ó�@�ÑÒã�àâËJÊeÍ�AªÜÝÑÒÍ�à�è	É¹Ë�Î«ä
Ô�ÍPÈòÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓpåPØrÔ�Ë�É©ßªÈõÈmÐ�ÈmÕ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�ÉUÊ&ÓpÉUÑÒã�àâË¬Ë ×ñ× ÙgÍ¤íâápÉgÜîÑÒÍPÈîÕ¤çñÈ�ßÒÈõÎÏÐgÈÏË�ÉÆßÒÈîË ×Ä× Ù&ÍpíâØ�É�é ø ÈÅß
Í � Ö�Ê&ÓpÙ&ãÄÜîÖÛËÁÍ � Ê&á�Ô�Ê&Ó�ÔyÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	Ö�ÓöÊ�ß1ÖÛì�Ô�ß�ÌpßTÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒÜ Q ÜôÍ¤ÞLß¤Ê&ËJÌPËeÎîÊ�ßxÑÒÍpÙ�Ê&Ë�ÖâÈmÍ�Ô�Õ× È Ô�ÕLåPËJÔ�ßyÊ�Ú>Ô¹Ö � Ô�Õ�Ì¤Ú>Ô Xi

ÜñÊ�ß � ÑÒã�àâË[Ê&ÕPÞLß � i = 1, . . . , m �
X = X1 × · · · ×Xm.

� ãgÔ�åLÈÏÍ�Ô¤ßLåLÈmÑÒá � ÞLÓpÙ&Ë�ÖâÎmÍÄÜPÞLÙ&ßÒÖ�ÞLÍ�àâßLìpÖÛË Ô�Í�ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÈÏápÖÛË�Èªã¤Ê�ßLåPÍÄÜLÖÛìpåPíÛÚ>Ô¤Í�åPË ÊgÈÅÉoßÒÈ«ä
ÑÒß�Ô�ßÒåLÈ÷ÑªØ�ÉYÊ�ß � É Ö � Ô�Í¤ÌpÌPÍ × Ø�ÉgÜ¤àâÍ¬á�ÊeÍ�Ô�Í�Ô�Í × ÑÒÍPÎÅßÆÍ¤ÞLÕUÊ�ß � É ßLÙ × Í�Ô¤È«ÖÛåPßLìpÉëÔ�Í¬Í�ÞLßLÑÒÍ¤Ìpì 
 ß � Ô
ÊgÈÅÉïÊgÈmåPØ�É�Ê�Ú>ÔVÈÏÐgÈÅß¤Ê&á¤Ê�Ú>Ô)ÞLß � ÑªÍ�Ê&Ø�çñß � ÔÒÜ × ÈÏÍ)Ê�ß�ÑÒã�àâË�ã¤Ê�ßÒåPß�é�ê � Ê&Õ�ÕLåpÚ	ÉïÍ�Ô�ÍpÐ&ËeÈ÷ÑLÔ�ìpË�È
ÐgÈmÑÒÍPÈÅß�ÌPß × ÓpåPØrÔ¤ÍyÐ�ÈmãpíâßLÙ&ÍÁàâØ�åPÍ¤Ê�Í¹ÍpÖÛíâã�ÌPËeÈmÍpÉ�Ê&ÓpÉ�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍpÉ�Ê�Ú>ÔÆÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒéB ß¹ÞLÍ¤ÙgÍ�ÞLã�ÔgÚ�ÞLÍpÙ&ãpÐ&Ë�È × åPÍÄÜÒÖÛÑªÈÏÍ × Ù&ÍpíâË�ÎÒÊ�ßÁÞPÚ	ÉoÍ�Ô�ÓpÖ � ç�ÎÏË�É × ÈÏÍ¬Ê&ÓgÔ�ÍpÖÛíâã�ÌPËeÈmÍ¬ÑÒÍPÈªÈÏÐgÈmÚ�ä
ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÄÜÝåpÞLßÒÙ&ßLì�ÔöÔ�Í1Í�ÞLß¤Ê&Ù&Ø 
 ß � ÔöÊ&Ó�ÔïÍgÔ¤Í × ÑÒÍpÖôÊgÈ÷Ñªá"Í¤ÞLßPÑÒã¤Ì ��
 ÓxÊ�Ú>ÔöÊgÈÏåpè>Ô"Í�ÞLÕ1ÑÒã�àâË
ßLÙ × Í�Ô¤È«ÖÛåPÕ�ÜâåPË�Í¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍÁÔ�ÍyÍ¤ÞLßpàâÍpÙ&Ù&ì�Ô�ß � ÔÆÊ&Ó�Ô¹ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍyßLåPÍpÐ&ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓpÉgéDC1Ë�Í � Ê&á�Ô
Ê&Ó�Ô¹ØrÔ&Ô¤ßÒÈÏãªÜòÓ�ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓyÑÒÍPÈòÓ�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÄÜîÖ � çÒÔ¤ãÆàâË�Ú	Ù&ßLì�ÔgÊ�ÍPÈÛÔ�ÍyË�Î Ô�ÍPÈ�ÍpÖÛìpå�ðÒÍ¤Ê&Ë�É�éB ß8ÞLÙ&ÕpðPÌPÓpåPÍ�ÕLåpÚ	É"Ð&ËJÔTðÒÙgÎÅÖ�ÑÒË�Ê�ÍPÈ]Ö�Ê&Ó�ÎÏÐgÈÏÍ�Ê&Ó�Ô)ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓÄÜëã¤ÌpÌpÍ�Ö�ÊeßgÔ)Ê&Ù&ÕLÞLß�ÞLß �
Í � Ê&á1ÞLÙ&Í × åPÍ¤ÊeßPÞLßÒÈÏË�Î ÊeÍPÈ`é8óôÈÏÍTÊ�ß�ÌPÕ × ß�Í � Ê&Õ � ÞLãpÙ&çñËeÈ�åLÈÏÍ)Ö � Ô�Ë�çÄè	É�Í �¤æ ÍgÔ¤ÕLåPËrÔ�ÓTÍ�Ô�ã × ÑÒÓ× ÈÏÍyÊ&ÓgÔyÍgÔ¤ã�ÞPÊ �pæ ÓyåPËràòÕLÐ�Ú>ÔÒÜòÞLß � Ø�çñß � Ô�ËJÔ�Ð&ß × ËrÔ�ËeÎÅÉ¹åPÓpçñÍgÔpÈÅÖÛåPßLìpÉ¬Ô�ÍyÞLÙ&ßLÖ�ÊeÍ¤Ê&Ë�ìpß � ÔBÊ&Ó�Ô
Ë�åpÞÒÈÅÖ�Ê&Ë � ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍBË � ÍPÎÅÖñàâÓ¤Ê�Ú>ÔÁÊgÈÏåpè>ÔÒéø ÍpÙ&Õ�ÌpÍTÍ � Ê&ãÄÜ�Ó1ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍxÊ&ÓpÉyßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉyåpÞLßÒÙ&Ë�ÎôÔ�ÍTÐgÈÏÍpåPßLÙ&í�Ú>àâË�ÎÝÑÒÍ¤Ê&ã¤ÌpÌpÓ¤ÌPÍÄÜ
è	ÖôÊ&Ë>Ô�Í�Ë�Î Ô�ÍPÈ¤Ö � å�ðÒÍ�Ê&áYåPË�ÊgÈÅÉ�Í¤ÞLÍPÈ Ê&ápÖÛË�ÈÅÉ�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍpÉ]ÑªÍpÈpÍpÖÛíâã¤ÌpËeÈÏÍ¤É�éÝóÝÈmÍ[Êeß�Ö�ÑÒßPÞLÕ©Í � ä
Ê&ÕBÞLÙ&ØJÞLËeÈªÔ�ÍÆËJÞÒÈ Ê&Ë � çÒàòßLì�ÔUÐ&ìpßBÖôÊ&Õ�çñßÒÈké	ê�Ù&ç�ÈmÑÒã¹ßÒÈÛÍ�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßÒÈ�ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�çñÙ&ËeÈmã�;&Ë�Ê�ÍPÈ
Ô�ÍUË�Î Ô�ÍPÈªË�íâÍ¤ÙgåPÕLÖ�ÈÏåPßÒÈÄçÄÚ	ÙgÎÅÉoÔ�Í©Í¤ÞLÍPÈ ÊeßLì�Ô¬Ê�ß¹Ð�ÈmÍpåPßÒÈÏÙ&ÍpÖÛåPÕÁÊ�Ú>Ô©Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>Ô¬ÍgÔ¤ã¤åPË�ÖÛÍ¬ÖôÊ�ß � É
ÈÏÐgÈÅßLÑLÊ&á¤Ê&Ë�É�Ê�Ú>Ô¹Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒé
E�Í¤Ê&ãÆÐ&Ë�ì¤Ê&Ë�Ùgß�ÌPÕ × ß�ÜÛÐ&ËrÔÆÞLÙ&Ø�ÞLË�È�Ô�ÍBËeÎ Ô¤ÍpÈÛË�íâÈmÑLÊ&á�Ó¹Ë æ Í × Ú × á
Ö � åpÞLË�Ù&ÍpÖÛåPã¤Ê�Ú>Ô[Í¤ÞLÕUÊ�Í¬Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í�Ê&ÓpÉ ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�éF�	ã�Ô�Í � Ê�ßªÎLßÒÈªÐ&ìpßÁÖ�Ê&Õ¤çÄßªÈLËJÞÒÈ«ä
Ê&Ë � çªàâßÒìgÔªÜÛÊ&Õ¤Ê&Ë�Ó�ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓ�Ð&ËJÔBÍ¤ÞLÍpÈÅÊ&Ë�ÎâÑÒÍ�Ô�ØrÔ¤Í�Ö � å�ðªÈ«ðÒÍ¤Ö�åPÕBÊ&ÓpÉ¬ÍpÖÛíâã¤ÌpËeÈÏÍ¤É¬ÑÒÍPÈÛÊ&ÓpÉ
ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ�Ê�Ú>ÔÁÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒÜÛËrÔ�è ÊeÍ � Ê&Õ¤çñÙ&ß�Ô�ÍBÖ � Ô�ËeÈÅÖÛíâØ�Ù&ËeÈ�Ö�Ê&Ó�ÔÆË æ Í × Ú × áÆÑÒÍ�àâß�ÌPÈmÑLè>Ô
Ö � åpÞLË�Ù&ÍpÖÛåPã¤Ê�Ú>ÔÒé � Ê&Ó�ÔG�>Ô�Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍGHÄémûÄÜgàòÍYÞLÍpÙ&ß � ÖâÈmÍpÖôÊ&Ë�Î¤åLÈÏÍYÊ&ÙgßPÞLßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó�Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß �
UKW ù��&úJI�ÿ ÜÄÞLß � ËJÞÒÈÅÊ ��× çñã�Ô�Ë�ÈÛÊ�ß � É�Ðgì¤ß�Í � Ê�ßLìpÉ�ÖôÊ&Õ�çñß � É�é
KMLJN O P1QRPTSVU:WYXZW&[\S1X ] W&PV^`_�ab_dceXZf6X gih<P j U:klhnmpo1qsr

qZ_sS1QtP uvqVoZw6hnfxQyXZz uvaYh>{M_&h|S�}~S�c>PVz
êYÔ�ÖôÊ&ÓpÙgÈÅçªàâßLìpåPË"ÖôÊgÈÅÉ � ÞLßpàâØ�ÖÛË�ÈÅÉ1ÞLß �ø� ÞLÍ × ßLÙ&Ë�ì¤ËeÈ�ØrÔ�Í8ÞLË�ÙgÈ«ðÒã�ÌpÌPß�Ô�Ë�Ìpãpç�ÈÅÖôÊ&Ó¤É1ËJÞÒÈ«ä

ÑÒßªÈ Ô�Ú>Ô¤ÎÏÍ¤É�Ü>Ë�Î Ô�ÍPÈ�Ð � Ô�Í¤Ê&Õ�Ô�Ô�Í"åPË�Ê�Í¤Ê&Ù&Ø 
 ß � åPËUÊ�ß�ÔïÍ¤Ì × ÕLÙ�È àâåPß UKW Ü�è	Ö�Ê&Ë©Ô�Í"ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�ËeÎmåPËeÈÊeßPÞÒÈmÑÒã�Ö�Ë�ÑÒã�àâË[Ê&ÕPÞLß�Ê&Ó�ÔÁÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍyßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤É¬ÑÒÍPÈÛÑªËrÔgÊ&ÙgÈmÑÒãBÔ�Í × Î Ô�ËeÈ�åPÕ�Ô�ß�ÓBÐ�ÈmÍpÐgÈ«ä
ÑÒÍpÖ�ÎÏÍÆÊ&ÓpÉ�Ö ��× çÄè>Ô�Ë � Ö�Ó¤É�é ø ÈÅßöÖ �¤× ÑÒËJÑÒÙ�ÈmåPØJÔ�ÍÄÜÛÖÛË[ÑÒã�àâË[Ê&ÕPÞLß i ÜÛËJÑLÊ&Ë�ÌpËeÎ Ê�ÍPÈ�ßyÍ¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ
UKW ÜÒÖÛË ÑÒã�àâË Ö�ìgÔ¤ßgÌPß Xi

æ Ë�çÄÚ	ÙgÈÅÖôÊ&ãÄé�ê � Ê&ÕUÊ�ß©ðÒápåPÍ�ÑÒÍ¤Ê�Í¤ÌPá × Ë�ÈLÖ�ËëåPË�ÙgÈmÑÒãUÖÛì�Ô�ß�ÌpÍ©Í¤ÞLÕ
ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í Wi

ÖÛË�ÑªãgàòË]Ê&ÕLÞLß�é	óôÈÏÍ�Ô�Í¬ÑÒÍ¤Ê�ÍpÖ�ÑÒË � Í¤ÖôÊ&Ë�ÎpÊeßUÊ&ËJÌLÈmÑÒÕÆÍ¤ÞLß�Ê&Ø�ÌPË�ÖÛåPÍÄÜPåPÕ�Ô�ßÁÊ�Í�Ö�ì&ä
Ô�ß�ÌPÍ¬ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô�åPËJÊeÍpí�Ø�ÙgßgÔ�Ê�ÍPÈLÖôÊ�ßÁÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕÆÊ&ÕPÞLß C é>ê � Ê&ÕLÉ�ÜÒßÁÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕLÉYÑÒÕLå�ðÒßLÉ[Ë�Î Ô�ÍPÈ� ÞLË�ì�à � Ô�ßÒÉgÜ × ÈÏÍïÊ&Ó"ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍxÊ&ÓpÉÆÖ �¤× çªè>Ô¤Ë � ÖÛÓpÉÁÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒÜ�è	ÖôÊ&Ë¬Ô¤ÍöÑÒÍ¤Ê�ÍpÖ�ÑÒË � Í¤ÖôÊ&Ë�Î



������$&��'+��)�"+�����-,�)������-���8�����������F���2"6�d�\������.��T�����*'8��'+��.65����F'8��� ���
ÊeßTÊ&ËJÌLÈmÑÒÕVÖÛì�Ô�ß�ÌPß)ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔöÞLß � Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßÒÖ�Ú�ÞLË�ìpË�ÈôÊ�ßVÊ&ËJÌLÈmÑÒÕVÍ¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍïÊ&Ó¤É�ßLåPÍpÐ&ß¤ä
ÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉgéÆê � Ê&Õ"ÊeßxÖÛì�Ô�ß�ÌPßTåPËJÊ�ÍpÐgÎÏÐ&Ë�Ê�ÍPÈîÞÒÎÅÖÛÚ�ÖÛËUÑÒã�àâËUÊ&ÕPÞLß1è	Ö�Ê&ËUÕ�ÌpßªÈîÔ�ÍïÍ¤ÞLßPÑÒÊ&á¤Ö�ß � Ô
Êeß�ÞPÌPápÙ&Ë�É�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÈ÷Ó¤åPØJÔ�ßïÖÛçñápåPÍÄÜ × ÈÏÍÆÊeÍBÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔ�ÍÆÊ�ß � É�é� ÖôÊ&ÕLÖÛß × ÈÏÍ�Ô¤Í[Í¤ÞLßLíâÍpÖ�ÎÅÖÛËeÈpß¬ÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕLÉ Ê&ÕPÞLßLÉ�Ê&Ó�ÔYÖ �¤× çÄè>Ô�Ë � ÖÛÓ[Ê�ß � ÑÒã�àâË-;&Ë �¤× ÍpÙgÈ«ßLì
ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô©çñÙ&ËeÈÏã�;gËJÊ�ÍPÈÄÊ&Ó�Ô©ÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏÍÁÊ�ß � É�ÞPÌPá�àâß � ÉYÊ�Ú>ÔÁÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô©ÞLß � ðÒÙgÎ«Ö�ÑÒËJÊeÍPÈñÖ�Ê&Ó�Ô
ÊeßLåPá¹Ê�Ú>ÔÁÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ôªé � È � ÞLßpàòØ�ÖÛËeÈÅÉ�Ê�ß � ÞLË�ÙgÈ«ðLã¤ÌpÌPß�ÔgÊ�ßLÉ¬ÕLåpÚ	ÉgÜâåpÞLßLÙ&Ë�ÎÛÔ�Í�Í�ÞLÍ × ßLÙ&Ë�ìpß � Ô
Ê&Ó�ÔBÍ¤ÞLßPÑÒã¤Ì ��
 ÓyÍ � Ê&ápÉ�Ê&ÓpÉ¬ÞPÌpÓpÙ&ßÒí�ßLÙgÎÏÍpÉUÌPÕ × Ú�ÍpÖÛí�ã¤ÌPË�ÈÏÍpÉ¬á ��
 Ó¤ÌPßLì�ÑÒÕLÖ�Êeß � É©Ë�ÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ�ä
Ô¤ÎÏÍpÉ�é���ÞLÕTÍ � Ê&Õ"ÊeßgÔöÞLË�ÙgÈÅßLÙgÈ«ÖÛåPÕVÐ&ìpßTËJÞÒÈmÑÒÍ¤Ì � ÞPÊ&ÕLåPËrÔ�Í"ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í�àâË�Ú	Ù&ßLì�ÔgÊ�ÍPÈîÞLã�ÔgÊeÍ"Õ¤ÊgÈ
Í�Ô�á¤ÑÒß � Ô�ÖôÊ&Ó�Ô¹ÎÏÐgÈÏÍ�ßLåPãpÐ&ÍÄÜ�çÄÚ	ÙgÎÅÉ©Ô�ÍyË æ ËJÊ&ã�;&ËJÊeÍPÈ�ßöÍpÙgÈÅàâåPÕLÉ©Ê�Ú>ÔBÑÒßªÈ Ô�è>ÔBÊ�ß � ÉUÖ�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒé	 �	Ê&Ö�È>ßÒÈ>ÞLÍpÙ&ãpåPËJÊ&ÙgßÒÈ θm

ÑÒÍPÈ θs
ÞLÍpìpß � Ô"Ô¤ÍVÈÅÖÛçñìpß � ÔÒéVê[ÑÒßgÌPß � àâËeÎ	åLÈÏÍ ��
 Ó¤ÌPßLìTËJÞÒÈmÞLØ�Ðgß �

ÞLË�ÙgÈ × Ù&Ípí�áBÊ�ß � Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � é
$&��'(��)�"+�����-,�)���.%����������3��t�-��.����
���������������F��.

DUKW� 3 � ÑÒã�àâË�Ê&ÕPÞLß i ÜÛåPË i = 1, . . . , m¡ �-'¢,���"+�2" Êeß�ÔÁÍ¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß UKW Ö�Ê�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß Xi s'¢"(����" Ê�ßyÊ&ËJÌLÈmÑÒÕ�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô Wi
Ö�ÊeßgÔÁÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕ�Ê&ÕPÞLß C é s'+�¢) ÑÒËrÔgÊ&Ù�È÷ÑªÕ�Ê&ÕPÞLß C� 3 � ÑÒã�àâË[Ê&ÕPÞLß i£ 0�¤�"+�D" ÊeÍBÖÛì�Ô�ß�ÌPÍÆÊ�Ú>ÔÁÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô Wi¥ ,¦�2"

W ←W ∪Wi¡ )������������2" Ê�Í¹Ë�ÞÒÈ÷ÑªÍ�Ì � ÞPÊ&ÕLåPËJÔ�Í¹ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô s'¢"(�§��" ÖÛË[ÑÒã�àâË�ÑÒÕÒå�ðLß i ÊeßyÊ&ËJÌLÈmÑÒÕ�ÖÛì�Ô�ßgÌPß W

KML©¨ O P1QRPTSVU:WYXZW&[\S1X ] WdPV^`_�ab_dceXVf%X f7U«ª ¬iXlql­Zz¯®°Psr
wM±#QyXlQtPZz ² c³{&Qy´�_

��ÞLßpàâØJÊeß�ÔgÊ�ÍpÉëÕ¤ÊgÈPßÒÈPÐ�ÈmãpíâßLÙ&ßÒÈLÊ&ÕPÞLßÒÈLËeÎ Ô�ÍPÈpÖ � Ô�Ð&Ë�ÕÒåPËrÔ�ßÒÈLåPË]ØJÔ�Í�ÐgÎmÑLÊ � ß ��
 Ó¤ÌpápÉ Ê�Ípçñì¤Ê&Ógä
ÊeÍ¤É�ÜñßBÍ¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPßÒÉ UKW åpÞLßÒÙ&Ë�ÎªÔ�ÍÆÐ�ÈmÍpåPßLÙgíÛÚ>àâËeÎ`ÜÄè	Ö�Ê&Ë Ô�ÍUÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�ËeÎmåPËeÈñÊ�ß � ÞLßgÌPß × È«Ö�ÊgÈmÑÒÕÑÒÕÒÖ�Ê�ßÒÉ¬çÄÚ	ÙgÎÅÉ�Ô�ÍBåPËeÈ÷è>Ô¤Ë�È�Ê&Ó�ÔÆÍ¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPË�ÖÛåPÍ¤ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÆÊeß � é�	 � ÞPÚ	É¬Ø�çñË�È�á¤ÐgÓ¹Ë�ÈmÞPÚ>àâËeÎÛÊeßyÐgì&ä
Ö�ÑªßgÌPß � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊgÈ÷ÑªÕÆðÒápåPÍ¬Êeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW ÜªËeÎ Ô¤ÍpÈªÊeÍ©Ë�Ù�Ú�Ê&ápåPÍ�ÊeÍ©Ð�ÈmÍpÖôÊ&á¤åPÍ¤ÊeßLÉ × ÈÏÍÊ&Ó�ÔÆÍgÔ¤Í�Ñªã�Ì ��
 Ó¹Ê�ß � ÞPÌpá�àâß � É�Ê�Ú>Ô¹ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔÆÑÒÍPÈ�Ê�ßyÑÒØJÔgÊ&Ù&ß�ðÒãpÙ&ß � É�Êeß � ÉgÜ�ÞLß � ÞLË�ÙgÈmÌPÍpå�ðÒã&ä
Ô�ß�ÔgÊeÍPÈîÖÛË�ÑÒã�àâË¬ÞLÍ¤Ùgãgà � Ùgß�é[óÝÈmÍ�Í � Ê&ÕöÊ�ß"ÌPÕ × ßïÑªÍ�ÊeÍ�Ô�Ø�åPß�ÔgÊeÍ¤ÉUÍ � Ê&ÕöÊ�ßöðLápåPÍyÖ�Ê&Ó�ÔBß � Ö�ÎÏÍ
Ø�çÄËeÈ�ÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓ�àâË�ÎÛÕgÌPßyÊ�ß � ÞLßgÌPß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒÕ"ÑÒÕLÖ�ÊeßLÉ�Êeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � éø ÈÅß©Ö �¤× ÑªËJÑÒÙgÈÏåPØJÔ�ÍÄÜpß¬Í�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ UKW Ü�ËJÑÒÊ&ËJÌPË�Î ÊeÍPÈ�ÖôÊ�ß�ÔoÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕ¬Ê&ÕPÞLß C Ü¤ÑÒÍPÈ�ÑÒã�àâËíâßLÙ&ã�ÞLß �¬× Î Ô�ËJÊeÍPÈÒåLÈÏÍ¬Ë�Ù�è�Ê&ÓpÖÛÓ�ÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßÒÉ × ÈmÍUØrÔ¤Í�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W ÜÒÖôÊ&ØJÌ¤Ô�ËJÊeÍPÈPÖ�ÊeßgÔ�ÑÒã�àâËÊ&ÕPÞLß i Ü�Ê�ß�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ßyÍ � Ê&Õ�Ü�ÑÒÍPÈ�ßªÈÛÊ&ÕPÞLßªÈ�Ë�ÞÒÈÅÖ�Ê&Ù&Ø�í�ß � ÔÆÊ�ß�ÞPÌPá�àâßLÉ�ÑÒÍPÈÛÊeß�ÑªØrÔgÊ&Ù&ß�ðÒãpÙ&ß � ÉÊ�Ú>ÔUÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔUÞLß � ÞLË�Ù�ÈmØ�çñßgÔ�Ê�ÍPÈÛÖôÊ�ß¹ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�Í¤ÞLÕBÊeß�ÐgÈmÑÒÕyÊeß � É�ÖÛì�Ô�ßgÌPß�é � Ë�åLÈÏÍ ��
 Ó¤ÌPßLì
Ë�ÞÒÈ÷ÞLØ�Ð&ß � ÞLË�ÙgÈ × Ù&ÍpíâáBß�Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPßLÉ©Ø�çñË�ÈÛÚ	É�Ë æ á¤É �
µ ���*0�����������.%�����D����3��R�
��.7���-���8�����������F��.

PUKW¡ �-'¢,���"+�2" Êeß�ÔÁÍ¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß UKW Ö�Ê�ß�ÔÆÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕ�Ê&ÕPÞLß C #"#�\0¢�R" Ë�Ù�è�Ê&ÓpåPÍ¹ÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßÒÉ × ÈÏÍBÞLÍ¤Ùgãgà � Ùgß W
"¶�F'¢,=��"+�
"&�����*0���������� �'¢"(����" Ö�ËYÑªãgàòËYÊ&ÕLÞLß i Ê�ß�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W l" ÑÒã�àâË[Ê&ÕPÞLß i Ü�V)����20������·" Êeß�ÞPÌPá�àâßLÉ¬ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô ni,W

ÑªÍpÈÛÊ�ßyÑÒØJÔgÊ&Ù&ßBðÒã¤Ùgß � É�Ê�ß � É gi,WÍ¤ÞLÕyÊ�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß Xi
ÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çñß�ÔgÊ�ÍPÈâÖ�Ê�ß W é



��¸ ���
�����������������! #"%$&��'(�*)�"+�����-,�)�"+.%/10��2"(34.657"+�8���
,�)�9:)
 s'¢"(����" Ö�Ê�ß�ÔÁÑÒËrÔ�Ê&ÙgÈmÑÒÕ�Ê&ÕPÞLß C Ê�Í ni,W

ÜñÑÒÍPÈ gi,w�b���*���¢�·34�
" Ê�Í nW =
∑m

i=1 ni,W
ÑÒÍPÈ gW = 1

nW

∑m
i=1 ni,W ∗ gi,W

ÞLß � Í¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPßLì�Ô
Ê�ßyÊ&ËJÌLÈmÑÒÕyÞPÌPágàòßLÉ�ÑÒÍPÈ�ÊeßyÑÒØrÔgÊ&Ùgß¹ðÒãpÙ&ß � É�Ê�Ú>ÔÁÖ�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔÒÜ
ÞLß � ÞLË�ÙgÈmÌpÍpå�ðÒã�Ô�ß�ÔgÊ�ÍPÈ�ÖôÊ�ß W é

óÝÈmÍÆÔ�Í¹Í�Ô�Í¤ÌPì¤Ö�ß � åPËoÊ&Ó�Ô©ÞLß�Ì � ÞPÌpßLÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍ¹Êeß � Í¤Ì × ßÒÙgÎ àâåPß � ÜñàòËJÚ	Ù&ßLìpåPË�Õ¤ÊgÈ�Ó¹Ð&ßÒåPá¹Ð&Ë�È«ä
ÑLÊeßLÐ&Õ¤Ê&ÓpÖÛÓpÉöÞLß � çÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈÏË�Î ÊeÍpÈ]ÖÛËyÑÒã�àâËyÑÒÕLå�ðÒß�ËeÎ Ô¤ÍpÈ ØrÔ�Í Multidimensional Binary
Tree (kd-tree) ù������gÿ é � Ë�Í � Ê&áUÊ&Ó�ÔÁÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	Ö�ÓÆåLÈmÍBË�Ù�è�Ê&ÓpÖÛÓÁÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßLÉ�Ø�çñË�ÈñÞLß�Ì � ÞPÌPß¤äÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�Í O(d n1−1/d + s) ù������gÿ ÜÄÕPÞLß � d Êeß¹ÞPÌPá�àâßLÉ[Ê�Ú>Ô©çñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ápÙgÈÅÖôÊgÈmÑLÚ>ÔÒÜ n Ê�ßBÖ � Ô¤ßgÌLÈmÑÒÕÞPÌPá�àâßLÉ�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒÜÒÑÒÍPÈ s ÜpÊ�ß©ÞPÌPágàòßLÉ Ê�Ú>Ô[ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎmÚ>Ô�ÞLß � ÞLË�ÙgÈmÌPÍpå�ðLã�Ô�ß�ÔgÊeÍPÈpÖ�Ê�ß©ÐgÈÏãpÖ�Ê&ÓpåPÍÄé� ÞLÕ¤Ê&Ë�Ó¹ÞLß�Ì � ÞPÌpßLÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍBåPË[Ê&Ó¹çñÙ&ápÖÛÓ m Ê&ÕPÞPÚ>Ô × Î Ô�ËJÊeÍpÈ �

O(d (n/m)1−1/d + s + ε(d, m)),

ÕPÞLß � ε(d, m) Ë�Î Ô�ÍPÈ	åLÈÏÍ�Ö � Ô¤ã¤Ù&Ê&Ó¤Ö�ÓTÞLß � Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßÒÖ�Ú�ÞLË�ìpË�È	Ê�ß�çñÙ&Õ�Ô�ß8ÞLß � çñÙ&Ë�ÈÏã�;&ËJÊeÍPÈ × ÈÏÍÊ&Ó�ÔxË�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍ�åPË�Ê�Í æ ì1Ê�ß � ÑªËrÔgÊ&ÙgÈmÑÒßÒì)Ê&ÕPÞLß � ÑªÍpÈ�Ê�Ú>Ô � ÞLÕ�ÌpßªÈ÷ÞPÚ>Ô m Ê&ÕPÞPÚ>ÔªéVê � Ê&áTÓÖ � Ô�ãpÙ�Ê&ÓpÖÛÓÄÜPË æ Í¤Ù&Ê&ã�ÊeÍPÈLåPÕ�Ô�ßÁÍ¤ÞLÕÁÊ�ßÁÞPÌPá�àâßLÉëÊ�Ú>Ô�çñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖôÊgÈmÑLè>Ô d ÜLÑÒÍPÈPÊeßÁÞPÌPágàòßLÉëÊ�Ú>ÔÊ&ÕPÞPÚ>Ô m Ü�ÑÒÍ�à�è	É©åPÕgÔ¤ßöÊ�ßöÞPÌPá�àâßLÉ¬Ê�Ú>ÔBÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ô¹ÑªÍpÈâÊeß�ÑÒØrÔgÊ&ÙgßyðÒã¤Ùgß � É¬Êeß � É©çñÙ&ËeÈmã�;&Ë�Ê�ÍPÈÔ�Í"åPËJÊ�ÍpíâØ�Ù&Ë�Ê�ÍPÈîÑÒÍPÈ�Õ¤ç�ÈõÊeÍ"ÎÏÐgÈÏÍïÊ�Í"ÖÛÓpåPË�ÎÏÍÄéUêYÔ�ÌpãgðÒß � åPË � ÞLÕ 
 È Ô�ÑÒÍPÈõÊ�Í"çÄÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈ«Ö�ÊgÈmÑÒã
Êeß � ÎÏÐgÈÅß � Ê�ß � ÐgÈmÑLÊ&ìpß � Ó�ÊgÈmåPá�Ê&ÓpÉ�Ö � Ô�ãpÙ�Ê&ÓpÖÛÓpÉ åpÞLßÒÙ&Ë�ÎPÖ�Ë ÑÒã�àâË]ÞLË�Ù�Î÷ÞPÊ�Ú	ÖÛÓ[Ô�Í � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�Ê&ËeÎ
åPË�Í�ÑªÙgÎ«ðLËeÈÏÍªé � ÞLÕ�Ê&Ë�åpÞLßLÙ&ßLìpåPËBÔ�Í � ÞLßgÌPß × Î«ÖÛß � åPË�ÍgÔ1ß�Í¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPßÒÉyåpÞLßÒÙ&Ë�ÎÝÔ�ÍTË�ÞÒÈ Ê&ìpçÄËeÈ
Ë�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�Ö�Ó¬ÖÛËëÖÛçñØ�ÖÛÓ�åPËëÊ&Ó�Ô�ÖÛË�ÈÏÙgÈÏÍ¤ÑÒá©Ê�ß � ØJÑÒÐgßLÖÛÓÄé	óôÈÏÍ�Ô�Í©Ö � å�ðÒË�ÎPÑªã�ÊgÈÒÊ&ØJÊeßÒÈÅßÁàòÍ�ÞLÙ&Ø�ÞLË�È
Ô�Í�ÈÅÖÛçñìpË�È �

O





d
(

n
m

)1− 1

d + s + ε(d, m)

d n1− 1

d + s



 6 1,

ÊeßyßLÞLßÒÎÅß × Î Ô�ËJÊeÍPÈ�ù��&ú¤ü�ÿ �
O(ε(d, m)) 6 O

(

d

(

n1− 1

d −
( n

m

)1− 1

d

))

. ¹ HÄé��»º
êYÔÆÓ¹Í�Ô¤ÈÅÖÛÕ¤Ê&Ó¤Ê�Í ¹ HÄé���º�ÈÅÖÛçñìpË�ÈkÜ�Ê&Õ¤Ê&Ë�ÓÁÞLÍ¤Ùgã�ÌpÌPÓ¤ÌPÓÆËJÑLÊ&Ø�ÌpË�ÖÛÓÁÊ�ß � Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPß � Ë�Î Ô�ÍPÈñÊeÍ&äçñì¤Ê&Ë�Ù&Ó�Ê&ÓpÉëÖÛËeÈÏÙgÈÏÍ�Ñªá¤ÉëØ�ÑÒÐ&ßLÖ�Ó¤É�é � Ë�ÑÒã�àâË ã�ÌpÌPÓ�ÞLË�Ù�Î÷ÞPÊ�Ú	ÖÛÓ�Ó�ÐgßLåPá�Ê�ß � ÐgÈmÑLÊ&ìpß � Ë�åpÞLßLÐgÎ¼;&Ë�ÈkÜ

Ê&Ó�ÔÆÕgÌPÓBÐ�ÈmÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍÄé
KML³½ ] W&PZ^¾_�a�_&ceXZf6X ² h<P1QyXZk#¿~SlQtPVzÀQÁXTS Â�^sh»}ÃQsh>{ÅÄ#QyXsr

QRP
Æ ÞLÙ�è�Ê&Óyí�ßLÙgãBÞLß � åPË�ÌpË�Ê&á�àâÓ¤ÑÒË�ÖÛË × ËrÔpÈ÷Ñªã�ÞPÌPÍPÎÅÖ�ÈÏÍ�ßïÍpÖÛíâÍ�ÌPápÉ � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPÕLÉÆÖ � Ô¤Í¤Ù{ä

Ê&ápÖÛË�Ú>ÔTÍ�Ô�ãpåPË�Ö�Í)Ð&ìpß�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�Éöá¤ÊeÍgÔVÍ¤ÞLÕ�Ê�ß�Ô Yao ù����¤ûgÿ é�ê[Ù × Õ¤Ê&Ë�Ù&Í�Ë�ÞLËJÑLÊ&ã�àâÓ¤ÑÒËöÖÛËÞLË�ÙgÈÅÖÛÖÛÕ¤Ê&Ë�Ù&Ë�É�Í¤ÞLÕ�Ð&ìpß�Ü�Ö�Ê&Ó�ÔÆË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ"ùÇ�JI�ÿ éCTÈÏÍ8ÞLÙ&ÕLÖ�í�Í¤Ê&Ó�ÞLÙ&ßLÖÛØ ×Ä× ÈÅÖ�Ó�ÖÛË"Í � Ê&Õ�Ê�ß�àâØ�åPÍÄÜ á¤Ê�Í�Ô�Ó�ÞLÙ&ßLÖ�àâá¤ÑÒÓÅ@&àòßLÙ&ìgðÒß � A�ÖôÊ�Í
Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔ�ÍÄÜPÞLÙgÈ Ô[Ê&Ó�Ô�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍ¬Ë æ ÕLÙ �¤æ Ó¤É × Ô�è	ÖÛÓpÉ�ù��pÜ úªÜÈ�¦�eÿ é�	 ��ÞLËeÈ Ê�Í©åPË Ê&Ó�çÄÙgá¤Ö�Ó�åPËràâÕLÐ&Ú>Ô
ÞLß � Ð&ËrÔïËeÎ Ô¤ÍpÈôË � ÍPÎÅÖñàâÓ¤Ê&Ë�É¹Ö�ÊeßïàâÕÒÙ � ðLßÛÜÝËJÑÒÊ&ËJÌPË�Î ÊeÍPÈôÓïÐ�ÈmÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍxÊ&ÓpÉ¹Ë æ ÕÒÙ �pæ ÓpÉ × Ôgè	ÖÛÓpÉgé� ÊgÈÅÉöË�Ù × ÍpÖ�ÎÏË�ÉVù÷úªÜJü�I�ÿ Ü × Î Ô�ËJÊeÍPÈ�åPËJÌPØJÊ&Ó × ÈÏÍ)Ê&Ó�ÔxÞLßLÖ�Õ�Ê&Ó¤ÊeÍTÊ&Ó¤ÉyÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏÍpÉöÞLß � åpÞLßLÙ&ËeÎ
Ô�Í � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�Ê&ËeÎëá�Ô�Í8Í¤ÞLßPÑÒÍ¤Ì � íÛàâË�Î × ÈÏÍ�Ê�Í8Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔ�Í8ÑªÍ�Ê&ã�Ê&Ó�Ô�ËJÑÒÊ&ØJÌPË�ÖÛÓ8Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåpÚ>Ô
ÊeÍ æ È Ô¤ÕLåPÓpÖÛÓpÉgÜñÑÒÍPÈñÞLÙ&ß¤Ê&ËeÎ Ô¤ßgÔ�Ê�ÍPÈ�Ê&Ù&ÕLÞLßÒÈ × ÈÏÍÆÊ&Ó�ÔUË�ÌpÍpç�ÈÅÖôÊ�ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓBÍ � Ê&ápÉYÊ&ÓpÉ�ÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏÍpÉgé



���ÈÉÊ���
�����������������!573 ��'(���*Ë:)�'+��.M'(�*)ÊÌÍ�¢3 9Î'*3|�2�¢'(��'(� ��Ï
Æ Ë æ Í × Ú × áBÑªÍgÔ¤ÕgÔ�Ú>ÔyÖ � ÖÛçñØJÊgÈ«ÖÛÓpÉ¬ÐgÈÏÍ¤Ê&ÓpÙ�è>ÔgÊ�ÍpÉ¬Ê&ÓgÔyÍ¤Ö�í�ã¤ÌPË�ÈÏÍBÖÛË¬ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓ¤åPØJÔ�Ë�É�ðÒã¤Ö�Ë�ÈÅÉ
Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô åPËJÌPËJÊ&ã¤Ê�ÍPÈ�ÖôÊ&ÓgÔ8Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ ùmþJI�ÿ Ü[ËJÔgè ÖôÊ&Ó�Ô ù��<���¤ÿ�ÖÛË1ÑÒã�àâËJÊeÍ8ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓpåPØJÔ�Ë�É
ðÒãpÖÛË�È«Égé	 � ÖÛß�ÔïÍ¤íâßLÙ&ã"Ê&ÓgÔïßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓÄÜ>ßÒÈ Vaidya ÑÒÍPÈ Clifton ÜôÞLÙ&Õ¤Ê&Ë�È Ô�Í�ÔïåLÈÏÍ"ÞLÙgßLÖÛÍpÙ&åPß × áÊeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � k-means ÜòçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉ¬ÞLßgÌpÌPã�ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍ�Í¤ÞLÕ�Ê�ß�Ô¹ÍpÖÛí�Í¤ÌPá � ÞLß�Ìpß × È«äÖÛåPÕ�ÞLßgÌpÌpè>ÔYß�ÔgÊ�ß¤Ê&á¤Ê�Ú>Ôªé�CTÈÏÍ�ËrÔ�Í¤ÌpÌPÍ¤ÑLÊgÈmÑÒá[ÞLÙ&ßLÖÛØ ×Ä× ÈÅÖ�ÓªÜpÞLÙ&ß¤Ê&ËeÎ Ô¤ËJÊ�ÍPÈpÖôÊ&ÓgÔoË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍÁù���ý¤ý�ÿ Ü
ÕPÞLß � Í¤ÞLßLí�Ë�ì × Ë�Ê�ÍPÈîÊ�ß1åPßÒÎÏÙ&ÍpÖÛåPÍ�Ê�Ú>Ô�Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒÜ�åPßÒÈÏÙ&ã�;&ß�ÔgÊeÍ¤ÉÆÍ�Ô�ãpåPË�ÖÛÍöÖ�ÊgÈÅÉÁß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É
ÞLÍpÙ&ÍpåPØJÊ&Ùgß � É¹åPß�ÔgÊ&ØJÌpÚ>ÔïÞLÍpÙ&Í × Ú × ápÉBÊ�Ú>Ô"Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒé B ØJÌPßLÉyÖ�Ê&Ó�ÔïË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ù��{ý�H�ÿ ÜÝÞLÙ&ß¤ä
Ê&ËeÎ Ô¤ßgÔ�Ê�ÍPÈÄåPØràâßLÐgßÒÈ�ÈÏË�Ù&ÍpÙ&ç�ÈmÑÒápÉ�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉ[çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßªÈ÷è>Ô�Ê�ÍpÉ�ÐgÈÏãpí�ßLÙ&ß � É × ËJÚ	åPË�Ê&ÙgÈmÑÒßLìpÉ
åPË�Ê�ÍpÖÛçñÓpåPÍ�ÊgÈ«ÖÛåPßLìpÉgé� Ë�Í � Ê&á�ÔUÊ&Ó�ÔÆËrÔ�Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÁðLÍpÖ�È¼;&ÕÒåPÍ¤ÖôÊ&ËYÖôÊ&Ó�Ô � ÞLÕpàâË�ÖÛÓ¹Õ¤ÊgÈkÜ�Ê�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPßyÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô¹Ë�Î Ô�ÍPÈ
ÑÒã�àâË�Ê�Í8ÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓpåPØrÔ�ß�ÖÛË1ÐgÈÏãpí�ßLÙ&Ë�ÉVß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�ÉJä Ê&ÕPÞLß � É�é~E�ã�àâË"ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÄÜYË�ÞÒÈ à � åPËeÎ Ô�Í
Ë æ ã × ËeÈ>ÖÛí�ÍPÈÏÙgÈmÑÒá × Ôgè	ÖÛÓ × ÈÏÍTÊ�Í)ÐgË�Ð&ßLåPØJÔ�ÍÄÜ	Í¤Ì¤ÌPãTÐ&ËJÔTËeÎ Ô¤ÍpÈ>Ð�ÈmÍ¤Ê&ËJàâË�ÈÏåPØrÔ¤Ó"Ô¤Í)Í�ÞLßLÑÒÍ¤Ìpì 
 Ë�È
ßPÞLßªÈmÍpÐ&á¤ÞLß¤Ê&Ë�ÊgÈÏåPá × ÈmÍ�Í � Ê&ãÆÖôÊgÈÅÉ � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLË�Égé óôÈÏÍÆÊ�ßyÖ�ÑÒßPÞLÕyÊ&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ÑÒã¤Ê�Ú�Í¤ÞLÕ
Í � Ê&Ø�ÉyÊgÈÅÉ � ÞLßpàòØ�ÖÛËeÈÅÉöÍ�Ô�Í¤ÞPÊ&ì¤Ö�ÖÛËJÊeÍpÈ�ØJÔ�ÍVÍ¤Ì × ßÒÙgÈ àâåLÈmÑÒÕ8ÖÛçñápåPÍ ù��&ú�I�ÿ Ü × ÈÏÍ)ÊeßgÔ)Í¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPß
UKW Ü�ÞLß � �
• êYÞLß¤Ê&Ù&Ø�ÞLË�ÈÛÊ&ÓgÔÆÍ¤ÞLßPÑÒã¤Ì ��
 ÓÆÊgÈÏåpè>Ô × ÈmÍBÊ�Í¹ÐgË�Ð&ßLåPØJÔ�ÍBÍ¤ÞLÕyßPÞLßÒÈÏÍpÐ&á¤ÞLß¤Ê&Ë�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó�ÊeÍÄé
•
B Í�Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�Ö�åPÍ�ÊeÍ)Ê&ÓpÉïßLåPÍpÐ&ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓpÉxÐgËrÔVÍ¤Ì¤ÌPã�;&ß � Ô)ÑÒÍ�àâÕ�ÌPß � Í¤ÞLÕ�Í � Ê&ã)ÞLß � àâÍ
ÞLÙ&ßLØ�Ñ � ÞPÊ�Í�Ô¹Í�ÔÁÓÆðLãpÖÛÓÆÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô¹á¤Ê�Í�ÔÁËJÔ¤ÈÏÍPÎmÍÄé
ø Ù&Ø�ÞLË�ÈÝËJÞÒÎÅÖÛÓpÉ¹Ô�ÍxÖ�Ó¤åPËeÈmÚ>àâË�ÎôÕ�ÊgÈkÜôàâËJÚ	Ù&ßÒì¤åPËÆÕ¤ÊgÈôÑÒãpåLÈÏÍxÍ¤ÞLÕTÊgÈÅÉ�Ë�åpÞPÌPËJÑÒÕÒåPËrÔ�Ë�ÉBß�ÔgÊ&Õ¤ä

Ê&Ó¤Ê&Ë�É[Ð&ËJÔUË�Î Ô�ÍPÈÐ@¤åPß�çªàâÓpÙ&á=AªÜñÐ&Ó¤ÌpÍpÐ&áUÐ&ËJÔUÖ�ÑÒßLÞLË�ìpË�ÈñÖôÊ&ÓgÔ©ÞLÍ¤ÙgÍ × Ú × áUÌPÍgÔgàâÍpÖÛåPØrÔgÚ>Ô¬Í¤ÞLß¤Ê&Ëiä
ÌPË�Ö�åPã�Ê�Ú>ÔÒé�ê � Ê&á�Ó � ÞLÕpàâË�ÖÛÓ�àâËJÚ	ÙgË�Î ÊeÍpÈ�ÐgÈmÑÒÍPÈÅßgÌPß × Ó¤åPØJÔ�ÓÄÜ�ÑÒÍ�à�è	ÉÁÖ � Ô�á�à�Ú	ÉUßÒÈõß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É
ÞLß � Ë�åpÞPÌPØ�ÑÒß�ÔgÊ�ÍPÈÝÊ&ØJÊeßÒÈÏË�ÉBË�í�ÍpÙ&åPß × Ø�É�Ü>Ø�çñß � Ô"åLÈmÍ1Ë × ÑÒÍ�àòÈÏÐ&Ù � åPØJÔ�Ó"Ö � Ô¤Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍÄÜôÞLÍpÙ&ã"ØJÔ�Í
ÞLÙ&ÕÒÖ�ÑÒÍPÈÏÙ&ß8Ö � Ô�ËJÊeÍpÈÏÙgÈ«ÖÛåPÕ�é Æ ÑªÍ�ÑªáTÞÒÎÅÖ�Ê&ÓTàòËJÚ	Ù&ËeÎ Ê�ÍPÈ�Õ¤ÊgÈ�ÊgÈÏåpÚ	Ù&Ë�ÎÅÊ�ÍPÈ	ÖÛËyåPÓ)Í¤Ì × ßÒÙgÈ àâåLÈmÑÒÕ
ÞPÌPÍPÎÅÖ�ÈÅßÛé� ÊgÈ«É�Ë�ÞLÕLåPËrÔ�Ë�ÉVÞLÍpÙ&Í × Ù&ãpí�ß � ÉVàâÍ × Î Ô�Ë�ÈYåLÎÏÍ Í�Ô�Í¤Ì � ÊgÈmÑÒá Ø�ÑPàâË�Ö�Ó Ê�Ú>Ô ÞLÙgß�Ê&ËeÈ Ô�ÕLåPËrÔ�Ú>Ô
Ë�ÞLËJÑLÊ&ãpÖÛË�Ú>Ô"Ö�ÊgÈÅÉ�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmË�ÉyÊ&Ó¤É�@¤Í¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ<AÒÜ-@¤åPË�Ê�Í¤ÑªÎ Ô�ÓpÖÛÓpÉÑAªÜ�@�Ð�ÈmË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓpÉÑA"ÑÒÍPÈ@¤ËrÔ¤ßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ<AÆÊeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � UKW é
ÒÁÓÕÔÁÓ³Ö ×vØ�Ù�ÚÕÛ`ÜRÝÎÜÁÞÈßtà`ß¯á-âYãåäçæRØDæ�èVéêØDâdã

	 � ÞPÚ	ÉYØ�çñË�ÈñápÐ&ÓUË�ÈmÞPÚ>àâË�ÎñÖôÊ�ß`E¬Ë�í�ã¤ÌPÍPÈÅß¹ûÄÜªß�Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPßLÉ UKW
æ ËJÑÄÈ Ô¤ãUåPËoÊ&Ó�Ô¬Ê � çÄÍPÎÏÍ

ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓ ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔªÜYÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ¤ß � åPË × ØJàâß � Égé � Ê&Ó�Ô8ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ Í � Ê&áªÜYÊgÎmÞLß�ÊeÍ Ð&ËJÔ
ËeÎ Ô¤ÍpÈ�ÐgÈÏÍpí�ßLÙ&Ë�ÊgÈmÑÒÕ�é\E�ã�àâË�ßgÔ�Ê&Õ�Ê&Ó¤ÊeÍ¹åpÞLßLÙ&ËeÎ�Ë�ÞÒÈ÷ÌPØ æ Ë�ÈÛÊgÈÅÉ�ÊgÈÏåPØ�É�Ê�Ú>ÔÆÑÒØrÔgÊ&Ù&Ú>ÔÁÊ�Ú>Ô¹Í¤ÙgçñÈmÑLè>Ô
ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô�Ê � çñÍPÎÏÍÄÜYÑÒÍ�à�è	ÉVÑÒÍPÈëÊ�ß åPØ × ËJàâßLÉ)Ê�Ú>Ô�ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔªÜYÕLÖÛß�Ô Ípí�ßLÙgã8ðÒØiðÒÍPÈÏÍ8Ê�Í
ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒãÆçñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖ�ÊgÈmÑÒãUÊ&ÓpÉ�é � ËYÍ � Ê&ÕÁÊeßUðÒápåPÍ©Ð&ËJÔ©Í¤ÞLÍPÈ Ê&Ë�Î ÊeÍPÈÒÑªÍ¤åLÈÏãÁË�ÎÏÐ&ß � É�Ë�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍ
Í�Ô�ãpåPË�Ö�ÍÆÖ�ÊgÈÅÉ�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�é
ÒÁÓÕÔÁÓìë í î�á�æ·Û�Ú�ã·ïRà�î-ÚñðòÛ¾æ:ÚVóôÚõî�ötØ÷é�ãGàsî-Úøð

C1Ë�Ê&ãxÊ&Ó�Ôxß�ÌPßPÑLÌPápÙ�Ú	ÖÛÓTÊeß � ðLápåPÍ¤Ê�ßÒÉBÊ&ÓpÉyÍ¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�Ü	ÑÒã�àâËBß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�Í × ÔgÚ	ÙgÎ¼;&ËeÈ
¹ Í=ºoÊgÈ«ÉUÖ � Ô�Ê&ËJÊ�Í × åPØrÔ¤Ë�É©Ê�Ú>Ô�ÑªØrÔgÊ&Ù�Ú>Ô�Ê�Ú>ÔyÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒÜ × ÈÏÍ�ÊgÈÏåPØ�ÉÆÈÏÐgÈÅß¤Ê&á¤Ê�Ú>Ô�ÞLß � ÑªÍ�Ê&Ø�çñË�ÈÑÒÍPÈ ¹ ð¶º�Êeß1åPØ × ËràâßLÉ¹Ê�Ú>ÔöÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô × ÈÏÍïÊgÈ«ÉBÎÏÐgÈÏË�ÉBÖ � Ô�Ê&ËJÊ�Í × åPØrÔ¤Ë�É�é¹êYÞLÕTÍ � Ê&Ø�ÉÆÊgÈ«ÉÆÞPÌPÓ&äÙ&ßÒí�ßLÙgÎÏË�É1åPÕ�Ô�ßÛÜ ÑªãgàòËïß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó�ÊeÍ�åpÞLßÒÙ&Ë�Î Ô�Í�ÞLÙ&ßLÖÛÐ�ÈÅßLÙgÎÅÖ�Ë�È Ê�ß ÖÛì�Ô�ßgÌPß8Ê�Ú>Ô�ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔVÞLß �
Í � Ê&áïàòËJÚ	Ù&ËeÎÝÕ¤ÊgÈ�Ë�ÖÛÚ�ÑLÌPË�ÎÅß�ÔgÊeÍpÈ>Ö�ËBØrÔ¤Í1Ö ��× ÑÒË�ÑÒÙgÈÏåPØrÔ¤ßVÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�é � Ö�Ê&ÕLÖÛßÛÜ�Êeß�Í¤ÌPÓ�àòÈ Ô�Õ
ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�ÜÄÊ�Ú>Ô©ÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ô©ÞLß � Ë�Ö�Ú�ÑLÌPËeÎÅß�ÔgÊ�ÍPÈ�ÖôÊ�ßÆÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�ÜÄÖÛìpåPíÛÚ>Ô�ÍUåPË Êeß¹ÞPÌPápÙ&Ë�É[ÖÛì�Ô�ß�ÌPß
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çñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖôÊgÈ÷ÑÒè>Ô1Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPË�Î ÊeÍPÈÝÍ¤ÞLÕ�Ê&ÓgÔïÊeßLåPá1Ê�Ú>ÔTÖ � Ô�ÕgÌpÚ>Ô"Ê&ÓpÉ�ÑÒã�àâËBß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ�él	 �>Ô�Í
ÞLÍpÙ&ãpÐ&ËeÈ × åPÍUÍ¤ÞLËeÈ÷ÑªßgÔpÎÇ;gËJÊ�ÍPÈñÖôÊ�ß � çñápåPÍªéùHÄé��pÜªÕPÞLß � Êeß¹ÖÛì�Ô�ß�ÌPß¹Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔUÍ�ÞLÍpÙ�ÊgÎ¼;&Ë�Ê�ÍPÈÄÍ¤ÞLÕ
þÁÐgÈÏÍpí�ßÒÙ&ËJÊgÈmÑÒã¹Ð�ÈÅÖÛÐgÈÏãpÖ�ÊeÍ�ÊeÍÁÖÛÓpåPË�ÎÏÍÄé��	ÞÒÎÅÖÛÓpÉgÜÄàâË�Ú	Ù&ßLìpåPË[Õ�ÊgÈÄÊeß � ÞLãpÙ&çñß � ÔUÐgì¤ß�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó�Ê&Ë�ÉgÜ
Í¤ÞLÕÁÊgÈÅÉYßPÞLßÒÎÏË�É[Ó©åLÎÏÍ©Ø�çñË�ÈÒÊgÈÅÉYÊgÈmåPØ�ÉëÊ&ÓpÉoÐgÈÏãpÖ�ÊeÍpÖÛÓpÉ x × ÈÏÍ©Ê�Í¬ÐgË�Ð&ßLåPØJÔ�Í©ÑÒÍPÈÒÓUã¤Ì¤ÌPÓ�Ê&ÓpÉYÐgÈÏã&äÖôÊ�ÍpÖÛÓpÉ y é � ÈªÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏË�É × ÈÏÍ©Êeß¹ÑÒØJÔgÊ&Ù&ßÆÑÒÍPÈÄÊeß¹åPØ × ËràòßLÉoÊeß � ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ&ß � �¤ÜLðÒÙgÎÅÖ�ÑÒß�ÔgÊeÍPÈÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓpåPØrÔ�Ë�ÉÆÖ�ÊgÈÅÉBÐ&ìpß1ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�éy	 �	Ê&Ö�È�ÓöÞLÙ&è�Ê&Óïß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó�ÊeÍ × ÔgÚ	ÙgÎ¼;&ËeÈõÊeßTÑÒØrÔgÊ&ÙgßxÊeß �
ÑÒÍPÈÝÊ�ß�åPË × ËràâÕÒÉBÊeß �1× ÈÏÍ1Ê&Ó�Ô"Ö � ÔgÊ&ËJÊeÍ × åPØJÔ�Ó x Ü>ÑÒÍPÈ>ÖÛìpåPí�Ú>Ô�Í"åPË¹Í � Ê&á�ÔïÊ�ßVÖ�ìgÔ¤ßgÌPß)Ê�Ú>ÔÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ô V1

ÞLß � ÞLË�ÙgÈmÑLÌPË�Î«ßgÔ�Ê�ÍPÈ�ÖôÊ�ßxÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgßïË�Î Ô�ÍPÈ V1 = {P1, P2, P3, P4, P5} éoêoÔgÊgÎ«äÖôÊ�ßÒÈÅçñÍ × ÈÏÍ¬Ê&Ó�Ô¬ã¤ÌpÌpÓ©ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó�ÊeÍÄÜÒÞLß � Ø�çñËeÈLÊgÈÅÉYÞPÌPÓpÙ&ßLí�ßÒÙgÎÏË�É × ÈmÍUÊeßÁÑÒØrÔgÊ&ÙgßÆÑÒÍPÈªÊ�ß¹åPØ × ËJàâßLÉ
Ê&ÓpÉ¬Ð�ÈmãpÖôÊ�ÍpÖÛÓpÉ y Ü�ÊeßöÍ�ÔgÊgÎÅÖ�ÊeßÒÈÅçñß"Ö�ìgÔ�ß�ÌPß V2

ÜòË�Î Ô�ÍPÈ V2 = {P1, P3, P4, P7} é�	 � ÞPÚ	É¬Ë�Î Ô�ÍPÈÞLÙ&ßÒí�Í�Ô�Ø�É�ÊeßBÍ¤ÌPÓ�àòÈ Ô�Õ¹ÖÛì�Ô�ß�ÌPßBÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô V ÞLß � Ë�Ö�Ú�ÑÒÌpËeÎÅß�ÔgÊ�ÍPÈ�ÖôÊ�ßBÞLÍ¤Ùgãgà � Ùgß�Ü × ÈÏÍÆÊ�ßBÞPÌPá&äÙ&Ë�É�ÖÛì�Ô�ß�ÌPßyÖ � Ô�Ê&ËJÊ�Í × åPØrÔ�Ú>Ô<úªçÄÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈ«Ö�ÊgÈmÑLè>Ô x, y Ë�Î Ô�ÍPÈ V = V1 ∩ V2 = {P1, P3, P4} é�Ý� ÞLß�ÌPß × ÈÅÖ�åPÕLÉ¬Í � Ê&ápÉYÊ&ÓpÉ�ÊeßLåPápÉ × Î Ô�Ë�Ê�ÍPÈ�ÖÛìpåPí�Ú>Ô�ÍÁåPËYÊeßBÞLÙ&Ú�Ê&ÕPÑÒß�Ì¤ÌPß � ÞLßgÌPß × ÈÅÖÛåPßLìBÊ�ß¤ä
åPápÉÆÖ � Ô�Õ�ÌpÚ>ÔÒÜ × ÈÏÍxÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒØ�É¹ðÒã¤Ö�Ë�ÈÅÉÆÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔïÞLß � ÞLÙgß�Ê&ã�àâÓ¤ÑÒËÁÖôÊ&ÓgÔöË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ùÇ�J��ÿ Ü�ÑÒÍPÈ
Ë�ÞÒÈ Ê&Ù&ØJÞLËeÈpÊ�ß�Ô � ÞLßgÌPß × È«ÖÛåPÕUÊ&Ó¤É ÊeßLåPápÉ�Ê�Ú>Ô æ Ë�çÄÚ	ÙgÈÅÖôÊ�è>Ô�Ö � Ô�Õ�ÌpÚ>Ô[çÄÚ	ÙgÎÅÉëÔ�Í�Í¤ÞLßPÑÒÍ¤ÌPì�ÞPÊ&Ë�Ê�ÍPÈ
ÓÆÊeÍ � Ê&Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÁÊ�Ú>Ô¹ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔUÞLß � Í�Ô�á¤ÑÒß � Ô¹Ö�ÊeßBÑÒã�àâË�ØJÔ�Í¹Ë�ÞÒÈmåPØ�Ù&ß � É�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�é
ê � Ê&ÕBÊeßyÞLÙ�Ú�Ê&ÕPÑÒß�ÌpÌpß�ÞLË�ÙgÈmÌPÍ¤å�ðÒã�Ô�ËeÈ`Ü�ßLåPßpä åPßLÙgíâÈmÑÒãBÖ�çÄápåPÍ¤Ê�ÍÁÑªÙ � ÞPÊ�ß × Ùgã¤íâÓpÖÛÓpÉ�ÑÒÍPÈÛåPÓ

ËJÔ&à � åPßLìpåPËrÔ�ß � É�ÞLßgÌ � Ú>Ô � åLÈmÑÒßLìpÉ � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPßLìpÉ�é\û�ËJÚ	Ù&ËeÎÛåLÎÏÍBÍ¤ÞLÕyÊgÈÅÉ�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�Ö�ËoàòØ�ÖÛÓ
Ë æ�� ÞLÓ¤ÙgËJÊ&Ó¤Ê&áÄÜ ÑªÍpÈ]ÊgÈÅÉ � ÞLÕ�ÌpßªÈ÷ÞLË�É1ÞLËJÌPã¤Ê&Ë�É1Í � Ê&ápÉ�é�	 �	çñËeÈ�ËJÞÒÎÅÖÛÓpÉ1Í¤ÞLßLÐ&Ë�È«çÒàòË�Î�Õ¤ÊgÈ åPËïÊ&Ó�Ô
çñÙ&ápÖÛÓ)Êeß �©� ÞLß�Ìpß × Î¼;&ËJÊeÍpÈ Ö�Ú	ÖôÊ&ã)Ó)Ê�ßÒåPáVÊ�Ú>Ô)Ö � Ô�Õ�ÌpÚ>ÔTÑªÍpÈ ÐgÈÏÍ¤Ê&Ó¤ÙgË�Î ÊeÍpÈ Ó�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍ
Ê�Ú>Ô"Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>Ô × ÈÏÍxÕ�ÌPË�ÉBÊgÈÅÉ�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�é ø Ë�ÙgÈÅÖÛÖ�Õ�Ê&Ë�Ù&Ë�ÉBÞPÌPÓ¤ÙgßLí�ßLÙ�ÎmË�É�Í�Ô�ÍpíâØ�Ù&ß�ÔgÊeÍpÈôÖ�Ê&Ó
Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍxùü�J�¤ÿ é� Ê&Ó�Ö � Ô�Ø�çñË�ÈÏÍÄÜ	ÕPÞPÚ	É�ÑÒÍPÈ�ÖôÊ�ß�ÔTÑÒÍ�Ô�ß�Ô¤ÈmÑÒÕ8Í�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß UKW Ü � ÞLßgÌPß × ÎÇ;gËJÊ�ÍPÈ ß�åPØ�ÖÛßLÉÕLÙgßLÉ�Ê�Ú>ÔÆÖ�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔUÞLß � ðÒÙgÎÅÖ�ÑÒß�ÔgÊeÍPÈ�åPØ�ÖÛÍÆÖÛË�ÑÒã�àâË�ØrÔ¤Í¹ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�é � Ë�Í � Ê&áÆÊ&Ó�ÔUÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú�ä
ÖÛÓ�ðLØrðÒÍpÈÏÍÄÜõÑÒã�àâËÁß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�Í � ÞLß�Ìpß × Î¼;&Ë�È æ Ë�çÄÚ	ÙgÈ«Ö�Ê&ãïÊeßTåPØ�ÖÛß1ÕLÙ&ß × ÈÏÍïÊ�Í"çÄÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈ«Ö�ÊgÈmÑÒã
ÞLß � ÑÒÍ¤Ê&Ø�çñËeÈ�ÑªÍpÈòåPË�Ê�Í¤ÑªÈ Ô�Ë�ÎâÍ�ÔgÊgÎÅÖôÊ�ßÒÈÅçñÍyÊ�ßïÞLÍ¤Ùgãgà � Ùgß�é�ê � Ê&áyÓBÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ�ËJÞLÍ�Ô�Í¤ÌPÍ¤å�ðÒã�Ô�Ërä
ÊeÍpÈkÜ�åPØ�çñÙgÈñÔ�Í¹åPÓ�ÔÁËeÈÅÖÛØ�Ù&çñßgÔ�Ê�ÍPÈñÔ�Ø�ÍÆÖÛÓpåPË�ÎÏÍÆÖ�ÊeßBÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ßyÕPÞPÚ	É�ÑªÍpÈÛÖ�Ê&Ó�Ô©ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓÆÊeß �
ÖÛËeÈÏÙgÈÏÍ�ÑªßLìöÍ¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW é*E�ã�àâË�í�ßÒÙ&ã�ðÒØiðÒÍPÈmÍ�ÞLß � ÞLÙ&Ø�ÞLË�ÈâÔ�Í � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�Ê&ËeÎîÊ�ßxÖÛì�Ô�ß¤äÌPß�Ê�Ú>Ô1Ö�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔxÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çñß�ÔgÊ�ÍPÈ�Ö�Ë�ØJÔ�ÍTÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�Ü × Î Ô�ËJÊeÍPÈ>çÄÙgá¤Ö�ÓTÊ�ß � ÞLÙ&Ú�Ê�ßPÑÒÕ�ÌpÌPß �� ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPßLì�Ê�ßÒåPá¤É¬Ö � Ô�ÕgÌpÚ>ÔÆåPË�ÐgÈÏÍ¤Ê&á¤ÙgÓ¤Ö�ÓÁÊ&Ó¤É�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ�é
óÝÈmÍ Ê&ÓgÔ8ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ Ê&ÓpÉTÐgÈÏË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓpÉ�ÜYÞLß � Ë�Î Ô�ÍPÈ�Ê�ß�ËJÞLÕÒåPËrÔ�ß ðÒápåPÍ8Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß �
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UKW ÜÛÊ�Í�ÞLÙ&ã × åPÍ¤Ê�ÍyÐ&ËrÔBËeÎ Ô¤ÍpÈ�ÞLß�ÌpìyÐgÈÏÍpí�ßLÙgËJÊgÈmÑÒãÄéD?¹Ë�Ð&ßLåPØrÔ¤ß � Õ�ÊgÈòÓyÐgÈÏË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓ�Ë æ Ë�Ê&ã�;&ËiäÊeÍpÈòÖÛË¬ÑÒã�àâËUÐgÈÏã¤ÖôÊ�ÍpÖÛÓyçÄÚ	ÙgÈÅÖ�Ê&ãÄÜòÑÒã�àâË¬ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�Í�åpÞLßLÙgË�ÎâÔ�ÍöË�ÑLÊ&ËJÌPØ�Ö�Ë�ÈâÊ&Ó�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍ × ÈÏÍ
ÑÒã�àâËUØrÔ¤ÍïÍ¤ÞLÕ"ÊeÍöçÄÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈ«Ö�ÊgÈmÑÒãöÊ&ÓpÉÆÖ�ÊeÍpÐgÈÏÍ�Ñªãªé:	 � ÊeÍ�ÔyçñÙ&Ë�ÈÏã�;&Ë�Ê�ÍPÈõß � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖ�åPÕLÉ¹Ê�Ú>Ô
ÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ô�ÞLß � ÞLË�Ù�È÷ÌPÍpå�ðÒã�Ô�ß�ÔgÊ�ÍPÈªÖÛË ØrÔ¤Í�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�ÜÒçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßªÈmËeÎ Ê�ÍPÈÄÞLã¤ÌLÈLÊeßÁÞLÙ&ßLÍ�Ô�Ípí�Ë�Ù{àâØJÔ
ÞLÙ�Ú�Ê&ÕLÑÒßgÌPß�é%�	ÞÒÎÅÖÛÓpÉöÞLÙ&Ø�ÞLË�È�Ô�Í�ÖÛÓpåPË�ÈmÚ>àâË�Î>Õ¤ÊgÈ�Ö�ËyÍ � Ê&á�Ô"Ê&Ó�Ô1ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ�Ë�Î Ô�ÍPÈ�Ð � Ô�Í¤Ê&Õ�Ô
Ô�ÍxçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈ«Ó�àâßÒìgÔxÑÒÍPÈôÐgÈÏÍpí�ßÒÙ&ËJÊgÈmÑÒØ�É¹ÊgÈÏåPØ�É × ÈÏÍxÊgÈÅÉ¹ÞLÍpÙ&ÍpåPØ�Ê&Ù&ß � É θe

ÑÒÍPÈ θc
ÜÝçÄÚ	ÙgÎÅÉ�Í � ä

Ê&Õ�Ô�Í�ËJÞLÓpÙ&Ë�ã�;&ËeÈ�Ê&Ó�ÔÁÌpËeÈ Ê�ß � Ù × ÎÏÍ�Ê�ß � Ö � Ô�ß�ÌPÈmÑÒßÒì�Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � ÜâÈmÑÒÍ�Ô�ßPÞLßÒÈmè>ÔgÊeÍ¤É�ðÒØiðÒÍPÈÏÍ¹Ê&Ó�Ô
Ö � Ô&àòá�ÑªÓ θc > 1 é
ÒÁÓÕÔÁÓÕÔ #iö%$lÙ'&YãRî�ötà ßÀáFâYã)( î"*:ÚÕÛ+&YãåäçæRØDæ�èVéêØDâdã
óÝÈmÍ)Ô�Í)ËJÑLÊ&Ë�ÌPË�Ö�Ê&ËeÎ>Ó)ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍTÊ&Ó¤ÉöÖ ��× çÄè>Ô�Ë � Ö�Ó¤É�Ü>ÞLÙ&ØJÞLËeÈ�Í�Ô1ËJÔgÊ�ßPÞÒÈ«Ö�Ê�ßÒìgÔ)ÊeÍTÞLÍ&ä

Ù&ã�à � Ù&Í¹ÞLß � Ë�ÞÒÈmÑÒÍ¤Ìpì¤ÞPÊeßgÔ�Ê�ÍPÈkÜâÖ�Êeß�ÞPÌPá¤ÙgË�É�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�Ê�Ú>ÔBçñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖôÊgÈ÷ÑÒè>ÔÒé � Ë�Í � Ê&á�ÔÆÊ&Ó�Ô
ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓUÑÒã¤ÊgÈÄÊ&ØJÊeßÒÈÅß¹àâÍÁÍ�ÞLÍPÈ ÊeßLìpÖÛË Ê&Ó�Ô©Í¤ÞLßPÑªã�Ì ��
 ÓÁÖÛÓpåPÍ�ÔgÊgÈmÑÒápÉYÞPÌpÓpÙ&ßÒí�ßLÙgÎÏÍpÉ�Í�Ô�ãpåPË�ÖÛÍ
ÖôÊgÈÅÉ�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�é	 � åpÚ	É�Ó�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍ�Ê&Ó¤É�Ö �¤× çÄè>Ô�Ë � ÖÛÓpÉ�ÜPÍ�ÞLßÒí�ÍpÖ�Î¼;&Ë�È × ÈÏÍ�ÊeßgÔ�Í�Ô[Ð&ìpß©ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍYàâÍ�Ö �¤× ä
çÄÚ>Ô�Ë � ÊeßLì�Ô1ÓTÕ¤çñÈ>Ö�ì¤åPí�Ú>Ô�ÍTåPË¹ÊeßVÞPÌPá�àâßLÉ�Ê�ßVÑªßÒÈ Ôgè>ÔxÊeß � ÉyÖ�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔÒé)óôÈÏÍ1ßLÞLßÒÈÏÍ¤Ðgá�ÞLß¤Ê&Ë;&Ë �¤× ãpÙgÈ�ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒÜÛÍ � Ê&Õ�åpÞLßLÙ&Ë�ÎÛÔ�Í � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊ&Ë�ÎòÐgÈÏÍ¤Ê&ÓpÙ�è>ÔgÊ�ÍpÉ¬Ê&ÓgÔBÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍÄÜ�åPË�Ê&Ó
çñÙ&ápÖÛÓxÊ�ß � ÞLÙ&ßÒÍgÔ¤Í¤íâË�Ù{àòØrÔgÊeßLÉBÞLÙ&Ú�Ê�ßPÑÒÕ�ÌPß � Ê�ßÒåPá¤ÉyÖ � Ô�Õ�ÌpÚ>Ô�ùü�J�¤ÿ éZC1Ë�Í � Ê&ÕTÊeßgÔxÊ&Ù&ÕPÞLß�Ü× ÈÏÍÆÑÒã�àâË[ØrÔ�Í ;gË �¤× ã¤Ù�ÈñÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒÜñÍgÔ¤Ë æ ãpÙ�Ê&Ó¤Ê�ÍÁÍ�ÔUË�ÞÒÈmÑÒÍ¤Ìpì¤ÞPÊeßgÔ�Ê�ÍPÈ�á¹Õ¤ç�È`ÜÛåpÞLßÒÙ&Ë�ÎÄÔ¤ÍÆÍgÔ¤Í&ä
ÑÒÍ¤Ì � í�àâËeÎ × ÈÏÍyÊ�ßïÖ � Ô¤ßgÌLÈmÑÒÕöÞPÌPá�àâßLÉ©Ê�Ú>ÔBçñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖôÊgÈ÷ÑÒè>ÔÒÜâÊeßöÞPÌPá�àâßLÉ©Ê�Ú>Ô¹ÑÒßÒÈ Ôgè>ÔyÊ�ß � É
ÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ôªé�	 ��ÞLËeÈ Ê�Í�Ö�ì¤åPí�Ú>Ô�Í[åPË	Ê&Ó[ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍ[Ê&ÓpÉ Ö �¤× çÄè>Ô�Ë � ÖÛÓpÉgÜpÓYÍ�Ô�Í¤ÌPß × ÎÏÍ[Ê�ß � ÞPÌPá�àâß � É
Ê�Ú>Ô¬ÑÒßÒÈ Ôgè>ÔÁÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô�ÑÒã�àâË�;&Ë�ì × ß � É[ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒÜÒÞLÙ&ßLÉ[Ê�ÍÁÖ � Ô�ß�ÌLÈ÷ÑªÕ¹ÞPÌPá�àâßLÉ[ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô�ÞLß �
ÞLË�ÙgÈÏØ�çñß � ÔÒÜòÑÒÍPÈâßªÈ�ÊgÈÏåPØ�É¬Ê�Ú>Ô¹ÞLÍ¤ÙgÍ¤åPØ�Ê&Ù�Ú>Ô θs

ÑªÍpÈ θm
Ü�ÑÒÍ�àâßLÙ�ÎÇ;gß � ÔBÊ�ßöÊ&Ë�ÌLÈ÷ÑªÕïÍ¤ÞLß�Ê&Ø�ÌPË�ÖÛåPÍ

Ê&ÓpÉÁßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉ ¹ �>Ô¤Õ�Ê&Ó¤ÊeÍöûªéÏû=ºJé � ËÁÍ � Ê&áyÊ&ÓgÔyÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓÄÜîÕLÞPÚ	ÉÁÑÒÍPÈõÖ�Ê&Ó�Ô�ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍÊ&ÓpÉ	ÐgÈÏË�ì¤Ù � Ô¤ÖÛÓpÉgÜ¤ÑÒã�àâË�ß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê�ÍoåpÞLßÒÙ&Ë�ÎgÔ�ÍYËJÞÒÈmÌPØ æ ËeÈ æ Ë�çÄÚ	ÙgÈÅÖ�Ê&ãYÊgÈÏåPØ�É × ÈÏÍYÊgÈÅÉ	ÞLÍpÙ&ÍpåPØ�Ê&Ù&ß � ÉgÜ
0 < θs, θm 6 1 ÜôÑÒÍPÈ�Ô�ÍxÐ�ÈmÍpåPßLÙgíÛè	ÖÛËeÈôÍ�Ô�ã¤ÌPß × ÍxÊ�ßTÊ&Ë�ÌPÈmÑÒÕ�Í�ÞLß¤Ê&Ø�ÌpË�ÖÛåPÍÄÜôÍ�Ô�ã¤ÌPß × Í1åPËÁÊgÈÅÉÐgÈmÑÒØ�É�Ê&ÓpÉ�Í�Ô�ã × ÑÒË�É�é
ÒÁÓÕÔÁÓ-, . ÝÎÜ/*RÜ/$1Úøà�á�ÚÕÛyïÀäçÜ/*GöêÝ�*tÜGÛ'0Dá-ßêáFæ

	 � ÞPÚ	É�Ø�çñËeÈÛápÐ&ÓÆÍ�Ô�Ípí�Ë�Ù{àâË�ÎÛÓÆÞLßgÌ � ÞPÌPßPÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍBÊ�ß � Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � UKW ÜªðÒÍpÖ�Î¼;&ËJÊeÍpÈÛÖ�Ê�ß� ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒÕ�ÑÒÕLÖôÊ�ßLÉYÞLß � Í¤ÞLÍPÈ Ê&Ë�Î ÊeÍPÈ × ÈÏÍUÊ&Ó�Ô21 ²43 16587:9 ´<;�; 9 ;
=p¶8>�?A@B?'C&´<;D@B>�¶LµE;F> 1 · ¹ �>Ô�Õ¤äÊ&Ó¤Ê�Í8ûÄé¼��º�é � ËTÍ � Ê&ágÔ�Ê&ÓgÔ�ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ�ÕLåpÚ	É�ÜYÞLÙ&Ø�ÞLË�ÈëË�ÞÒÎÅÖÛÓpÉxÔ�Í Ö � åpÞLË�ÙgÈmÌpÓpíÛàâË�Î]ÑÒÍPÈ�Êeß
ÑÒÕÒÖ�Ê�ßÒÉ¹Ê�ß �¹� ÞLßgÌPß × ÈÅÖÛåPßLìxÊ&ÓpÉÆÊ�ßLåPápÉ¹Ö � Ô¤ÕgÌpÚ>ÔïåPËÁÐgÈÏÍ�Ê&ápÙ&ÓpÖÛÓïÊ&Ó¤É�ÈmÐ�È÷Ú�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ�éBê � Ê&Õ
Êeß�ÑÒÕLÖôÊ�ßLÉëÐ�ÈmÍpçÄÚ	ÙgÎ¼;&Ë�Ê�ÍPÈPÖÛË]ËJÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÈÏÍ¤ÑÒÕ�ÜªÞLß � ÖÛçñËJÊgÎ¼;&Ë�Ê�ÍPÈpåPË	Êeß¬ÞPÌPá�àâßLÉ]Ê�Ú>Ô�åPÓ�Ô � åPã�Ê�Ú>Ô
ÞLß � ÞLÙ&ØJÞLËeÈâÔ�ÍöÍ�ÔgÊ�Í¤ÌpÌPÍ × ßLì�Ô�ÍgÔ¤ã¤åPË�ÖÛÍ�Ö�ÊgÈÅÉÁß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�ÜõÑÒÍPÈîÖ�Êeß � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒÕTÞLß � ÍgÔ¤Í&ä
íâØ�Ù&Ë�Ê�ÍPÈñÖ�Êeß � ËJÞÒÈmÞPÌPØ�ß�Ô � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖÛåPßÒì¤É�ÞLß � çñÙ&Ë�ÈÏã�;&ß�ÔgÊeÍpÈké B ß�ÑÒÕLÖôÊ�ßLÉ�Ë�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍpÉ�Í � ÊeßLì
Êeß � ÞLÙ�Ú�ÊeßPÑÒÕ�Ì¤ÌPß � Ë�Î Ô�ÍPÈ O(mlc)

ÜLÕPÞLß � Êeß m ÍgÔ�ÊgÈ÷ÞLÙgßLÖ�Ú�ÞLË�ìpËeÈpÊ�ß�Ô�Í¤Ù�È àâåPÕ©Ê�Ú>Ô�ß�ÔgÊ�ß¤Ê&á¤Ê�Ú>ÔÒÜÑÒÍPÈñÊeß lc
Êeß�åPØ × È«Ö�Ê�ß�åPØ × ËràòßLÉ�Ê�Ú>ÔÁÖ � Ô�ÕgÌpÚ>ÔÁÖÛËoÑªãgàòË � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPÕ�é êYÞLÕ�Ê&Ó�ÔUã¤ÌpÌpÓÁåPË�ÙgÈÏãªÜ

Êeß � ÞLßgÌPß × È«Ö�ÊgÈmÑÒÕUÑÒÕLÖôÊ�ßLÉ�Í�Ô�Ø�ÙgçÄË�Ê�ÍPÈ¤ÖÛË O(ml2c)
Ü¤Ê�ß�ßLÞLßÒÎÅßÁÕLåpÚ	É�ÜpËeÎ Ô�ÍPÈ�Ð � Ô¤Í�Ê&Õ�ÔëÔ�Í�åPËeÈ÷Ú>àòË�Î

ÖÛË O(m(lc + lc ln ln lc)
) ÜÒåPØ�Ö�Ú�åLÈÏÍ¤ÉYåPËràâÕÒÐ&ß � ÑÒÍ¤Ê�ÍpåPË�ÙgÈ«ÖÛåPßLì¬Ö�ËëÑÒß � ÊgÈÏã¬ÞLß � ÞLË�ÙgÈ × Ù&ãpí�Ë�Ê�ÍPÈ

ÖôÊ&ÓgÔÁË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍxùÇ�J��ÿ é
KML�G j UÁh<kTPVWdP1Qsh>{Åo H ab_#Q`UtqZ[Gf�W&PlQtP
óÝÈmÍ�Ô�Í¬åPË�ÌPËJÊ&ápÖÛß � åPË]Ê&ÓgÔ�Í¤ÑÒÙgÎ«ðÒË�ÈÏÍ¬Ê�ß � Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � DUKW Ü × ÈÏÍ�ÞLË�Ù�ÈÅðÒã¤ÌpÌPßgÔ�Ê�Í¬Ë�ÌPã¤ç�È«äÖôÊ&Ó¤É ËJÞÒÈmÑÒßªÈ Ô�Ú>Ô¤ÎÏÍ¤É�ÜLÞLß � ÞLÍpÙ&ß � ÖâÈmãpÖôÊ&Ó�ÑªË Ö�Ê&Ó�Ô·��Ô�Õ¤Ê&Ó�ÊeÍGHªé��pÜ�àòÍ[çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßªÈmápÖÛß � åPË]ÞLË�ÈÏÙ&ãgä
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åPÍ¤Ê�ÍBÞLß � ÑÒÍ¤Ê�Í¤ÌPá × ß � ÔBÖ�Ë�Í¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPØ�ÖÛåPÍ¤Ê�ÍBÞLß � ËJÞÒÈ Ê&Ù&Ø�ÞLß � Ô�Ê&Ó�Ô¹ãpåPË�ÖÛÓ�ßPÞPÊgÈmÑÒßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Óªé�óôÈÏÍ
ÊeßBÖ�ÑÒßLÞLÕ�Í � Ê&ÕBçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈ«ßLìpåPËYÊeß�Ð�ÈÅÖÛÐgÈÏãpÖ�ÊeÍ�ÊeßBÖÛì�Ô�ß�ÌPßBÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô Dsetd

ÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çÄËeÈ
10241 ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍ)ßLÙ × Í�ÔgÚ	åPØrÔ�ÍTÖÛË��1ßLåPãpÐ&Ë�É�é B ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPßVÍ � Ê&ÕÛÜ>Ð�ÈmÍpÖ�ÞLãpÖôÊ&Ó�ÑªËÆÊ � çÄÍPÎÏÍTÖÛË�ñÜmüÄÜLÑªÍpÈ8�»H�Ê&ÕPÞLß � É�é�	 ��ÞLËeÈ Ê�ÍÁË�í�ÍpÙ&åPÕLÖôÊ&Ó�ÑªËëßÆÍ�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ DUKW çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉ 256 Ü
64 Ü 32 ÑÒÍPÈ 16 ÍpÙ&ç�ÈmÑÒãUÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í¬Í�Ô�ã©Ê&ÕPÞLß × ÈÏÍ��¤Ü¶�ñÜªü©ÑÒÍPÈ8�»H©Ê&ÕPÞLß � É�Í�ÔgÊgÎÅÖ�ÊeßÒÈÅçñÍUè	Ö�Ê&Ë Ô�ÍØ�çÄß � åPË�Êeß�ÔÆÎÏÐgÈÅßïÊ&ËJÌLÈmÑÒÕ�Í¤Ù�È àâåPÕyÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔÒéB ß�ÖÛì�Ô�ß�Ìpß�Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔÁåPÍ�;gÎÄåPË Ê�ß�Í¤ÞLß�Ê&Ø�ÌPË�ÖÛåPÍ©Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß �Á× ÈmÍ 1 ÑÒÍPÈ 4 ÑÒÕLå�ðÒß � ÉíâÍpÎ Ô�Ë�Ê�ÍPÈ ÖôÊ�ß � çñápåPÍªé·Hªé úªÜ[ËJÔgè-Ö�Ê�ß � çñápåPÍ6HÄémû ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈoÊ�Í Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�ÖÛåpÊ�Í × ÈÏÍ
ü�ÑÒÍPÈ��»H�Ê&ÕPÞLß � É�éR	 � ÞPÚ	ÉÆË�Î Ô�ÍPÈòÞLÙ&ßLíâÍ�Ô�Ø�ÉÆÍ¤ÞLÕxÊ�ÍöÖÛçñápåPÍ¤Ê�Í�ß"Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉÆÑÒÍ¤Ê�ÍpíâØ�Ù{Ô�ËeÈâÔ�Í
Í�Ô�Í¤ÑÒÍ¤ÌPì 
 Ë�È�Ê&ÓgÔ ÞLÙ&Í × åPÍ�ÊgÈmÑÒáYÐ&ßLåPáëÊ�Ú>Ô�ÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô ÖÛË�ÕgÌPË�É	ÊgÈÅÉ�ÞLË�Ù�È÷ÞPÊ�è	Ö�Ë�ÈÅÉ�Ü��	ÞÒÎÅÖÛÓpÉ�ÞLÙ&Ø�ÞLË�È
Ô�ÍUÖÛÓpåPË�ÈmÚ>àâËeÎLÕ¤ÊgÈÄÖ�Ê&Ó�Ô�ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ¬Ê�Ú>Ô¬ü�ÑÒÍPÈ��»H¬Ê&ÕLÞPÚ>ÔÒÜªÍ�Ô�Í¤ÑÒÍ¤ÌPì¤ÞPÊ&ËJÊ�ÍPÈÒåLÎmÍUÍ¤ÑÒÕLåPÓUßLåPãpÐ&Í
ÞLß � Ë æ ÍPÈ ÊgÎÏÍpÉ�Ê�Ú>ÔÁÌLÎ × Ú>Ô¹ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔÁÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çñË�È�åpÞLßLÙ&ËeÎ�Ô�ÍÆàâËJÚ	Ù&Ó�àâËeÎñÑÒÍPÈÛÖ�ÍgÔUàâÕLÙ � ðÒßLÉ�é

ýÎþ�ÿ����I��� JK�ML �U�L¥e���{�&�2�����e���&���{¯î�
Dsetd

�g���¢�Á�{§g�������&�i�L�g���i�����{�{¨Ò�¤ N� ­ª�&�¤�
DUKW O ¨ª¦«�P �»�� {¦ �Û���i e£ � ¡¤�&¦�Q'�R����S{¦«£ � ����§g�¤���{°

ýÎþ�ÿ����I���UTV�ML �U�L¥e���{�&�2�����e���&���{¯î�
Dsetd

�g���¢�Á�{§g�������&�i�L�g���i�����{�{¨Ò�¤ N� ­ª�&�¤�
DUKW O ¨ª¦«�P�W �»�� {¦ �Û���i e£ � ¡¤�&¦YX����R����S{¦«£ � ����§g�¤���{°

B ÍBËJÞLÕLåPËJÔ�ÍÁÞLË�ÈÏÙ&ÍpåPÍ¤ÊgÈmÑÒã¹Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�ÖÛåPÍ¤ÊeÍUÍpíâßLÙ&ßLì�ÔÁÊ&ÓgÔUåPØJÊ&Ù&ÓpÖÛÓUÊ&ÓpÉ�ËJÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�ÖÛÓpÉ[ÞLß �
åpÞLßLÙgË�ÎñÔ¤ÍÆËJÞÒÈ Ê&ìpçñË�È�ßBÞLÍpÙ&ã¤ÌpÌPÓ�ÌPßLÉ�Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉ PUKW ÞLß � ÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã�;gËJÊ�ÍPÈ�ÖôÊ&Ó�ÔÁ�>Ô�Õ¤Ê&ÓgäÊeÍ`HÄéÏúªÜñÚ	É�ÞLÙ&ßLÉ¬Ê&ÓgÔÆÖÛËeÈmÙ�ÈmÍ¤ÑÒá�ËJÑLÊ&Ø�ÌPË�ÖÛÓÁÊeß � UKW éóÝÈmÍ�ÊeßxÖÛÑÒßPÞLÕ1Í � Ê&ÕïçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßªÈmá�àâÓ¤ÑÒËÁÓ�ÞLÙ&ß × Ù&ÍpåPåPÍ¤ÊgÈÅÖ�ÊgÈmÑÒá�ðªÈ«ðLÌPÈ«ßpàâá¤ÑÒÓ�ÞLÍpÙ&ã¤ÌpÌpÓ¤ÌPß �� ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPßLì PVM ÜâÖÛË × Ìpè	ÖÛÖ�Í¹ÞLÙ&ß × Ù&ÍpåPåPÍ�ÊgÈ«ÖÛåPßLì C++ ÜâÕPÞLß � ÑªÍpÈ � ÌPßPÞLßÒÈÏá�àâÓ¤ÑÒË¬ßöÍ¤Ì�ä× ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ PUKW é B ß8Õ�Ìpß8ÞLË�ÙgÈ«ðÒã�ÌpÌPß�Ô"ðÒÍpÖ�ÎÅÖôÊ&Ó¤ÑÒË�Ö�Ê�ß�ÌPË�È Êeß � Ù × ÈmÑÒÕ ÖÛìpÖ�Ê&ÓpåPÍ Debian
GNU, Linux é B ß � ÌLÈmÑÒÕTÞLß � çÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈÏágàòÓ�ÑªËÆÞLË�ÙgÈmÌPãpå�ðÒÍgÔ¤Ës�»H Pentium III 900MHzÞLÙ&ßÒÖ�Ú�ÞÒÈmÑÒßLìpÉ � ÞLßgÌPß × ÈÅÖ�Ê&Ø�ÉgÜÒåPË 32MB å¤Ô�ápåPÓpÉ RAM ÜpËrÔgè�ß©ÑÒËJÔgÊ&ÙgÈmÑÒÕLÉëÊ&ÕLÞLßLÉëÍ¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPßLì�Ô�ä



���[Zi T������"+�*0��2�-��'(��\Z ���)�"(3|�M]÷���*0 �*É
ÊeÍgÔ�Í¤ÞLÕÆØrÔ¤Í�ÞLÙ&ßLÖÛÚ�ÞÒÈ÷ÑªÕ � ÞLßgÌPß × È«Ö�Ê&á Pentium 4 1.8GHz åPË 256MB å¤Ô¤á¤åPÓpÉ RAM é�	 � ÌPßÊeßyÖ�ì¤ÖôÊ&ÓpåPÍUá¤ÊeÍgÔÆÖ � Ô�Ð&Ë�ÕLåPËrÔ¤ßyåPØ�Ö�Ú ËJÔ�ÕLÉ�Ð�È÷ÑÒÊ&ì¤ß � Ü Fast Ethernet 100MBit/s é�	ÞÒÎÅÖÛÓpÉïÑÒÍ¤ÊeÍ¤ÖÛÑÒË � ãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒË�ØrÔ¤Í)Ê&Ë�çªÔ�Ó¤Ê&Õ8ÖÛì�Ô�ß�Ìpß8Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô Dsetp

Êeß�ßPÞLßÒÎÅß Í¤ÞLß¤Ê&Ëiä
ÌPßLì�ÔgÊeÍgÔÆÍ¤ÞLÕ 21000 ÖôÊ�ßÒÈÅçñËeÎmÍ�åPË 50 çñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖôÊgÈmÑÒãÄÜÛßLÙ × Í�ÔgÚ	åPØrÔ�Í�ÖÛËÎ�{ýBßLåPãpÐ&Ë�É�é�	 � ÞPÚ	ÉÍ¤ÞLË�ÈmÑÒß�Ô¤Î¼;&Ë�Ê�ÍPÈ�Ö�Êeß � çÄápåPÍVHÄéü�ñÜÝß)Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉ × ÈÏÍ1Í � Ê&ÕTÊeß)ÖÛì�Ô�ßgÌPß)Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔïÑÒÍ¤Ê&ãpí�Ëiä
Ù&ËÆÔ�ÍTË�Î Ô�ÍPÈôÖ�çÄË�Ð&Õ�ÔZI1í�ßLÙ&Ø�ÉBÊeÍpçÄì¤Ê&Ë�Ù&ßLÉyÍ�ÞLÕVÊ�ß�Ô"ÖÛË�ÈÏÙgÈÏÍ¤ÑÒÕ�çÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉyÑÒÍPÈÝÊgÈÅÉ1�»H
åPÓpçñÍ�Ô�Ø�É�éT	 � ÞPÚ	ÉyÕLåpÚ	É¹ðLÌpØ�ÞLß � åPË¹Ö�ÊeßVÖÛçñápåPÍÄÜÝåPËJÊ&ãxÊ&Ó1çÄÙgá¤Ö�Ó"Ê�Ú>Ô"ü1åPÓpçñÍ�Ôgè>Ô � ÞLãpÙ&çñË�È
Í¤ÞLÕ¤Ê�ßLåPÓyÞPÊ�è	ÖÛÓ�Ê&ÓpÉ©Í¤ÞLÕLÐgßLÖÛÓpÉgé�ê � Ê&ÕïÖ � å�ðÒÍpÎ Ô�ËeÈ × ÈÏÍ¤ÊgÎîÍ¤ÞLÕöÊ�ßxÖÛÓpåPË�ÎÅßïÍ � Ê&ÕöÑÒÍPÈòåPËJÊ&ãyÊeß
ÞPÌPá�àâßLÉ[Ê�Ú>ÔÁåPÓ�Ô � åPã�Ê�Ú>Ô¬ÞLß � åPË�Ê�ÍpÐgÎÏÐ&ß�ÔgÊeÍpÈÛÖ�Ê�ß�ÐgÎmÑLÊ � ß�ËeÎ Ô�ÍPÈÄÊ&ÕLÖÛßBåPË × ã�ÌPß�ÞLß � ÞLË�Ù�ÈÅßLÙgÎ¼;&ËeÈ
Ê&Ó�ÔÆÍ�ÞLÕÒÐ&ßLÖÛÓBÊ�ß � Õ�ÌPß � Ö � Ö�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßLÉ�é
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Number of Computer NodesýÎþ�ÿ����^�V�`_V�ba §�¦ ��£��P�e�����¬�i���¬�{�{¨Ò�� N� ­ª�&�¤�
PUKW

�P ��&�Ò¦«�g�g§g�p¦Å�î�{�i���o�&�i�P {¦P¡p�&¦ P�W ���&�P�e�����{°

KMLdc e°´�WpabU:kToVf�W&P1QRP r)e°´#SVUÁhnfIf�_pkTo
?BßpàâØrÔ�Ê�ßLÉyÊ�ß �x× Ë × ß�Ô�Õ¤ÊeßLÉ�Õ�ÊgÈ>Ó1Í�Ô�ã¤ÞPÊ �pæ ÓxÍ¤ÞLßLÐgß�ÊgÈmÑLè>Ô1ÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓ¤åPØJÔgÚ>ÔïÑÒÍPÈÝÞLÍpÙ&ã¤Ìgä

ÌPÓ¤ÌpÚ>ÔyÍ¤Ì × ßÒÙgÎ àâåpÚ>ÔªÜôØ�çñË�È�ØrÔgÊeßgÔ¤ß1ËJÔ�ÐgÈÏÍpí�Ø�Ù&ß�ÔyÊeÍöÊ&ËJÌPË � ÊeÍpÎÏÍöçñÙ&Õ�Ô¤ÈÏÍÄÜ�ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒÍ�ÔyÖ�Ë
Í � Ê&Õ�Ê�ß8ÑÒË�í�ã¤ÌPÍpÈ«ß�Ü Ð&ìpß�ËJÑÒÐgß�çñØ�ÉxÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � UKW Ü × ÈÏÍ�ÑªÍ�ÊeÍ�Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ¤Í�ÖÛìpÖ�Ê&ÓpåPÍåPË�Ð�ÈmÍpíâßLÙ&ËJÊgÈmÑÒØ�ÉUÞLÙ&ßhg¤ÞLßpàâØ�ÖÛË�ÈÅÉ�éoóôÈÏÍ�ÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤ÌpÌpß�ÔgÊeÍ�åPË�ÞLßgÌPì�ÍpÙ × ã�ÐgÎmÑLÊ � ÍyËJÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>ÔpÎmÍpÉÁá
åPË©ØrÔgÊeßgÔ¤ÍBàòØ�åPÍ¤Ê�ÍyÍpÖÛí�ã¤ÌPË�ÈÏÍpÉ�ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒË�ÑÒÍPÈâåPË�ÌPËJÊ&á�àâÓ¤ÑÒË�Ó�Í¤ÞLÕLÐ&ßLÖ�Ó�Êeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î à�ä
åPß � DUKW ù���û���ÿ ÜªÞLß � Ö�Ê�ß¤çñË�ìpË�ÈÄÖÛËYÍ¤ÞLßLÐ&ß¤ÊgÈmÑÒã¹Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�ÖÛåPÍ¤ÊeÍ©ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ËJÌPÍpç�ÈÅÖ�Êeß¤äÞLßÒÈmè>ÔgÊeÍpÉÆÊ�ßTËJÞÒÈmÑÒßªÈ Ô�Ú>Ô¤ÈÏÍ�ÑªÕ)ÑÒÕLÖôÊ�ßLÉ�ÍgÔ¤ã¤åPË�ÖÛÍöÖ�Êeß � Ê&ÕPÞLß � É�é¾��ÞÒÎ«ÖÛÓpÉgÜÝÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã¤ÖôÊ&Ó¤ÑÒËÁß
ÞLÍpÙ&ã¤ÌpÌPÓ�ÌPßLÉ©Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPßLÉÆßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ PUKW ùü�gÿ ÜâÑÒÍPÈîåPËJÌPËJÊ&á�àâÓ¤ÑÒË¬Ó�Ë�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�Ö�Ó�ÞLß �åpÞLßLÙgË�Î]Ô�Í�ËJÞÒÈ Ê&Ë � çÒàòË�Î ÖÛË"Ö�çÄØ�ÖÛÓ�åPËöÊ&Ó�Ö�Ë�ÈÏÙgÈÏÍ¤ÑÒá�ËJÑLÊ&Ø�ÌPË�ÖÛÓÄé � È]ÞLÙ&ß¤Ê&ËeÈ Ô¤ÕLåPËrÔ�Ë�É1Ê&Ù&ßPÞLß¤ä
ÞLßÒÈÏápÖÛËeÈÅÉ�Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � åpÞLßLÙgË�ÎÝÔ�Í)Ð�è	Ö�ß � Ô ��
 Ó¤ÌPápÉ�Í¤ÞLÕLÐ&ßÒÖÛÓpÉ�ÌPìpÖÛËeÈÅÉ�Ö�Ê�ÍTÖÛì × çñÙ&ß�Ô�Í
ÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓpåPØrÔ�Í � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊgÈmÑÒãyÞLË�ÙgÈ«ðÒã¤Ì¤ÌPß�ÔgÊeÍªÜ�Í æ ÈÅßLÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉUÕLÖÛß�Ê�ß�Ð � Ô�Í¤Ê&Õ�ÔÆÑÒÍ¤ÌPì�Ê&Ë�Ù&ÍÆÊ&Ó
ÐgÈÏÍ�àâØ�Ö�ÈÏåPÓ � ÞLßgÌPß × È«Ö�ÊgÈmÑÒá�ÈÅÖÛçñì¹ÑÒÍPÈ�åPË�Èmè>Ô�ß�ÔgÊ�ÍpÉ�ÊeßyÑÒÕLÖ�ÊeßLÉ¬Ë�ÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍpÉgé�	ÞÒÎÅÖÛÓpÉgÜÛØJÔ�Í¹íâÍpÈ Ô�ÕÒåPËrÔ�ßyÞLß � Ö � Ô¤ÍgÔ�Ê&ã�ÊeÍPÈñÕgÌPß�ÑÒÍPÈ�Ö � çªÔ�Õ¤Ê&Ë�ÙgÍ¹Ö�ÊgÈÅÉ�ÞLÙgÍ × åPÍ¤ÊgÈmÑÒØ�É¬Ë�í�ÍpÙeä
åPß × Ø�É�ÜñËeÎ Ô�ÍPÈªÐ�ÈmãpíâßLÙ&ßÒÈñßLÙ × Í�Ô¤È«ÖÛåPßÒÎÄÞLß � Ø�çÄß � ÔUÐgÈÏÍ¤íâßLÙ&Ë�ÊgÈ÷ÑªØ�É�Í¤ÞLßpàâÓ¤ÑÒË � åPØJÔ�Ë�É�ÈÏÐgÈÏÕ�Ê&Ó¤Ê&Ë�É × ÈÏÍ
ÊgÈÅÉ[ÎÏÐgÈÏË�É[Ë ×ñ× Ù&Ípí�Ø�É�ÜªÔ�Í�àâØ�ÌPß � Ô�Ô�Í¬Ë�ÑLÊ&ËJÌPØ�Ö�ß � Ô¬Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � É[ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤É[çÄÚ	ÙgÎÅÉoÔ�ÍUÐgÈÏÍ&ä
ÑªÈ Ô�Ð � Ô¤Ë�ìpÖÛß � ÔoÊ&Ó�Ô[ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�Í�Ê�Ú>ÔYÐ&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ôªé>óÝÈmÍ�Í � Ê&Õ�Êeß�Ö�ÑÒßPÞLÕÛÜLÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒË	åLÈÏÍ
Ê&Ù&ßLÞLßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓ�Ê�ß � Í¤Ì × ßÒÙgÎ àâåPß � UKW Ü × ÈmÍBÑÒã�àâËJÊeÍÆÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�Ë�åPÓpåPØrÔ�Ë�É[ðÒã¤Ö�Ë�ÈÅÉ�ÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒÜÛåPËÖôÊ&Õ�çñßyÊ&Ó�ÔÁÐgÈÏÍ¤Ê&ápÙ&ÓpÖÛÓÆÊ&ÓpÉ�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍpÉ�Ê�Ú>Ô¹Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô"ù��&ú�Igÿ é Æ ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�È Ô�ÕÒåPËrÔ�ÓBÊ&Ù&ßPÞLß¤ä
ÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓÄÜ�Ø�çñË�ÈõåLÈmÑÒÙgÕ�Ê&Ë�Ù&ßTËJÞÒÈmÑÒßÒÈ ÔgÚ>ÔpÈmÍ¤ÑÒÕTÑªÍpÈ � ÞLß�ÌPß × ÈÅÖôÊgÈmÑÒÕTÑÒÕLÖôÊ�ßLÉ¹Í¤ÞLÕ1ã¤Ì¤ÌPË�É©ÞLÍpÙ&ÕÒåPßÒÈÏË�É
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åPËJàâÕLÐ&ß � É"ù��<�=�gÿ éÆêYÑÒÕÒåPÍªÜ�Ö�ÊeÍöÞPÌPË�ß�Ô�ËJÑÒÊ&á¤åPÍ¤ÊeÍöÊ&ÓpÉÆÖ � åpÞLË�ÙgÈmÌPÍpå�ðLã�Ô�ß�ÔgÊeÍPÈõßÒÈ�Ð � Ô¤Í�Ê&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É
Êeß � Í � Ê&ÕLåPÍ¤Ê�ß �a� ÞLß�ÌPß × ÈÅÖÛåPßÒìBÊeß � ÞPÌPá�àâß � É�Ê�Ú>Ô¹ßLåPãpÐ�Ú>ÔÁÑÒÍPÈ�Ê�Ú>ÔÆÞLßgÌPìBÍ¤ÞLßLÐgß�ÊgÈmÑLè>Ô¹Í¤ÞLß¤ä
Ê&Ë�ÌpË�ÖÛåPã¤Ê�Ú>ÔÒÜÄÞLß � ÑLÌPÓ¤ÙgßgÔ¤ßLåPßLì�ÔgÊ�ÍPÈâãpåPË�ÖÛÍÆÍ¤ÞLÕyÊ�ß�Ô¹ÍpÙ&ç�È÷ÑªÕöÍ�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß UKW é�	Ì¤ÞÒÈÏÐ&ßÒí�ÕLÙ&Ë�É�Ë�Ù&Ë � Ô¤Ó�ÊgÈmÑÒØ�É	ÑÒÍ¤Ê&Ë � àòìgÔ¤ÖÛË�ÈÅÉ�Ü�íâÍPÎ Ô¤ËJÊ�ÍPÈ�Ô�ÍëðÒÙgÎ«Ö�ÑÒß�ÔgÊ�ÍPÈgÞLÙ&ßLÉ]Ê&Ó�Ô�ÑªÍ�ÊeÍpÖ�ÑÒË � á
åPËJàâÕLÐ�Ú>ÔTÞLß � ËJÔ�ßPÞLßÒÈÅßÒìgÔVÊeß�Ô � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖÛåPÕ�åPËyÊ&Ó�Ô1Ë�ÞÒÈ÷ÑªßÒÈ ÔgÚ>Ô¤ÎÏÍÄÜ åPË�ØrÔ¤Í)Ê&Ù&ÕPÞLß�è	Ö�Ê&ËBÔ�Í
Í�Ô¤ÈÅçªÔ�Ë�ìpßgÔ�Ê�ÍPÈõÞLË�ÙgÈÅß¤çÄØ�É¹Êeß � çÄè	Ù&ß � Ê�Ú>ÔöÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒÜÝÓïË æ Ø�Ê�ÍpÖÛÓ�Ê�Ú>ÔößLÞLßÒÎmÚ>Ô�ÞLÙgÍ × åPÍ¤ÊgÈmÑÒã
Í¤ÞLÍPÈ Ê&Ë�ÎPÊ&ÓgÔ�ËJÞÒÈmÑÒßªÈ Ô�Ú>Ô¤ÎÏÍ©Í�Ô�ãpåPË�Ö�Í�Ö�ÊgÈÅÉëÐgÈÏÍpí�ßÒÙ&ËJÊgÈmÑÒØ�Éoß�ÔgÊ&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�É�é���ÞÒÎ«ÖÛÓpÉgÜÒÓ¬ËJÞLØJÑÒÊ�ÍpÖÛÓ�Ê�Ú>Ô
Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPË�Ö�åPã�Ê�Ú>Ô × ÈmÍTÊ&Ó�ÔxßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓ�åPËBÐgÈÏÍ¤Ê&ápÙ&ÓpÖÛÓ1Ê&Ó¤É�ÈÏÐgÈmÚ�ÊgÈmÑÒÕ¤Ê&Ó�ÊeÍpÉöÖÛËBË�Ê&Ë�Ù&ß × ËrÔ�ápÉ
ÑÒÍ¤ÊeÍgÔ¤Ë�åPÓpåPØrÔ�Ë�ÉyðÒãpÖÛË�ÈÅÉ"Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>Ô�íâÍpÎ Ô�Ë�Ê�ÍPÈ>Ô¤Í�ËeÎ Ô¤ÍpÈ ÍpÙ�ÑÒËJÊ&ã�ÖÛÓpåPÍ�ÔgÊgÈmÑÒá × ÈÏÍVÊ&Ó�ÔVãpåPË�ÖÛÓ
çñÙ&ápÖÛÓÆÊeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � Ö�ËYÞLÙgÍ × åPÍ¤ÊgÈmÑÒØ�É¬Ë�í�ÍpÙ&åPß × Ø�É�é
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Ο
ÈÛÞLË�ÙgÈ«ÖÛÖÛÕ¤Ê&Ë�Ù&ßªÈ�Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPßÒÈ�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉ�Ö�Ê&ÓpÙgÎ¼;&ß�ÔgÊeÍpÈÛÖ�Ê�ß × Ë × ß�Ô�ÕLÉ�Õ¤ÊgÈñÊeß�Ö�ì&ä
Ô¤ßgÌPßyÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÁØ�çñË�ÈñÐ&ÓpåLÈÅß � Ù × Ó�àâËeÎñËJÑ�Ê�Ú>Ô©ÞLÙgß�Ê&Ø�Ù�Ú>ÔUÍ¤ÞLÕ�åLÈmÍÁÖôÊ�Í¤ÊgÈmÑÒáUÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�ß¤ä
åPáÄé�	 � åpÚ	ÉgÜªÑÒÍ�à�è	É�Ö � Ì¤ÌPØ × ß�ÔgÊeÍPÈÒÊeÍÁÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔ�ÍÁË�Î Ô�ÍPÈÄÞÒÈÅàâÍ�Ô�Õ�ÔUÓÁÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍÁÞLß � Ê�Í

ÞLÍpÙ&ã × Ë�ÈÛÔ�ÍyÍ�ÌpÌPã æ Ë�ÈÛÑÒÍPÈòåPË�ÙgÈmÑÒØ�É©íâßLÙ&Ø�ÉUåPã¤ÌLÈÅÖ�ÊeÍªÜâÙ&Í × ÐgÍpÎÏÍÄé2	 �>Ô¤ÍBÊ&Ø�Ê�ßÒÈÅß"åPÓ�ÖôÊ�Í¤ÊgÈmÑÒÕ�ÞLË�ÙgÈ«ä
ðÒã¤ÌpÌpß�Ô�åpÞLßLÙ&Ë�ÎPÔ�Í�ÞLË�ÙgÈ × Ù&Ípí�ËeÎÒÍ¤ÞLÕUåLÈmÍ¬Ð � Ô�ÍpåLÈ÷Ñªá[ðÒã¤Ö�Ó�Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>Ô�Ö�Ê&Ó�Ô�ßPÞLßÒÎÏÍ¬Ö � å�ðÒÍPÎ Ô�ß � Ô
ËeÈÅÖÛÍ × Ú × Ø�É�Ô¤ØJÚ>ÔBÖ�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔBÑªÍpÈòÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�Ø�É�ÞLÍ¤ÌPÍpÈmè>ÔÒéëê[Ì × ÕLÙgÈ àòåPßÒÈîßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉ¬ÞLß � Ë�Î«ä
Ô�ÍPÈÛÑÒÍ¤Ê�ÍpÖ�ÑÒË � ÍpÖÛåPØJÔ�ßÒÈ × ÈÏÍBØJÔ�ÍÆÊ&Ø�Ê�ßÒÈÅß�ÞLË�ÙgÈ«ðÒã�ÌpÌPß�ÔÒÜñÞLÙ&ØJÞLËeÈñÔ�Í�Ö�Êeß�çñË�ìpß � Ô¹Ö�Ê&Ó�ÔÁÍgÔ¤ÍgÔ¤ØJÚ	ÖÛÓ
Ê&ÓpÉBßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ÖÛËÆÊeÍ¤ÑLÊ&ãTçÄÙgßgÔpÈ÷Ñªã1Ð�ÈmÍpÖôÊ&á¤åPÍ¤ÊeÍ"åPË¹ÊeßVËJÌPãpç�ÈÅÖ�ÊeßVÐ � Ô�Í¤Ê&Õ � ÞLßgÌPß × ÈÅÖ�ÊgÈ«ä
ÑÒÕ�ÑªÕLÖ�ÊeßLÉgé÷CTÈÏÍBÞLÙ&ßÒÖÛËJÑLÊgÈmÑÒáyËJÞÒÈ«Ö�ÑÒÕPÞLÓpÖÛÓBÊ�Ú>Ô¹Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåpÚ>ÔBßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ùmú¤ýgÿôÍ�Ô�Ø�Ð&Ë�È æ Ë
Õ¤ÊgÈõßÒÈ�ÞLË�ÙgÈ«ÖÛÖÛÕ¤Ê&Ë�Ù&ßªÈõÍ¤ÞLÕxÍ � Ê�ßLìpÉÆËeÎ Ô¤ÍpÈ�Í�ÑªÍ�Ê&ã¤ÌpÌPÓ¤ÌpßªÈ × ÈÏÍïÍ � Ê&ÕïÊeßxÖÛÑÒßPÞLÕ�é � ÈõË�í�ÍpÙ&åPß × Ø�É
Í � Ê�è>ÔBÊ�Ú>ÔöÍ¤Ì × ßÒÙgÎ àâåpÚ>Ô�Ë�Î Ô�ÍPÈîÞLß�ÌPìöÖÛÓpåPÍgÔ�ÊgÈ÷ÑªØ�ÉUÑÒÍPÈîÞLË�Ù�È÷ÌPÍpå�ðÒã�Ô�ß � Ô�Ê&Ó�ÔyÍ�Ô�ÍpÐgÈ«ßLÙ × ã�ÔgÚ	ÖÛÓ
ðÒãpÖÛËJÚ>Ô�Ð&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô�ù����pþgÿ ÜLÊ&Ó�Ô�Í�Ô�Í¤ÑÒã¤Ì ��
 Ó�ÞLÙ&ß¤Ê&ì¤ÞPÚ>Ô�çÄÙgá¤Ö�Ó¤ÉoÊ�ß � Internet ù���ý¤û�ÿ ÜLÑÒÍPÈªÊ&ÓgÔßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓBÑÒË�ÈÏåPØrÔ�Ú>Ôxù��<�=Igÿ é
ê[ÞLÕ�Ê�ß�Ë � Ù&ìTÞLË�Ð�ÎÅß�Ê&Ó¤É�Ë æ ÕLÙ �pæ ÓpÉ�Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔªÜ]åLÈÏÍ)åPØràâßÒÐ&ßLÉ × ÈÏÍTÊ&ÓgÔTÍ�Ô�Í�Ô�ØJÚ	ÖÛÓ1ÑÒÍgä

Ô�Õ�ÔgÚ>Ô�Ö � ÖÛçñØJÊgÈÅÖÛÓpÉ"ÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã¤ÖôÊ&Ó¤ÑÒËïÖ�Ê&Ó�Ô�Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍ ù÷ú¤ü�ÿ éi	 �>Ô�Í8Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉ × ËJÔ¤ÎmÑÒË � ÖÛÓpÉ× ÈÏÍ8Ê&Ó�Ô�Í �¤æ Ó�ÊgÈmÑÒá�Ö�ìgÔ¤ß 
 ÓÄÜ ÞLÙ&ß¤Ê&ã�àâÓ¤ÑÒËxÖ�Ê&Ó�Ô�Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ ù �=H�ÿ é 	 �>Ô�Í Í �pæ Ó¤ÊgÈmÑÒÕLÉTÍ¤Ì × ÕLÙ�È à�ä
åPßLÉ�ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉyÑÒË�ÈÏåPØJÔgÚ>ÔÒÜ�ÞLß � ÞLÙ&ßÒÖ�ÞLÍ�àâË�ÎôÔ�ÍTÐgÈÏÍ¤Ê&ÓpÙ&ápÖÛË�È�ßLåPãpÐ&Ë�É�åLÈmÑÒÙ&ápÉ�ÐgÈÏÍpåPØJÊ&Ù&ß � Ü
ÑÒÍ�à�è	ÉBÔ�Ø�ÍxÖôÊ�ßÒÈÅçñËeÎmÍ)ËeÈÅÖÛØ�Ù&çñßgÔ�Ê�ÍPÈ>Ö�Ê&ÓöðLãpÖÛÓ1Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>Ô"ÞLÙ&ß¤Ê&ã�àâÓ¤ÑÒË¹Ö�Ê&Ó�Ô"Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍ8ù÷úJ�¤ÿ é	 ��Ô�ÍpÉYÍ¤ÑÒÕLåPÓ on-line Í¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ�ÍpÖ�Ê&Ø�ÙgßLÉ × ÈÏÍUÊ&ÓgÔ¬ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓÁÑªË�ÈÏåPØrÔgÚ>ÔUØ�çñË�ÈªÞLÙ&ß¤Ê�Í�àâËeÎÖôÊ&ÓgÔ1Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ù I�ÿ é B Ø�ÌpßÒÉgÜ åLÈÏÍTÊ&Ù&ßLÞLßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓVÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � GDBSCAN

× ÈÏÍTÊ&Ø�Ê�ßÒÈÏË�É
Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒØ�É�ðÒãpÖÛË�È«É¬Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔBÞLÙ&ß¤Ê&ã�àâÓ¤ÑÒË¬ÖôÊ&ÓgÔ¹Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍTù � �gÿ ÜòÕPÞLß � ÑÒÍPÈâÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒÍ�Ô
ÞLËeÈmÙgÍ¤åPÍ¤ÊgÈmÑÒã©Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í × ÈÏÍ©Ê&ÓgÔ�Ë�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�Ö�Ó�ÞLß � ËJÞÒÈ Ê �¤× çñãgÔ¤Ë�ÈÄÖÛË�ÖÛçñØ�ÖÛÓ©åPË�Ê&Ó�Ô�ÞPÌPápÙ&Ó
Ë�ÞLÍgÔ¤ËJÑLÊ&Ø�ÌpË�ÖÛÓïÊeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � é�CxË�åLÈÏÍxÖ � Ô�ÍpíâáïÊ&Ë�çªÔ¤ÈmÑÒá1ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒË¹ÑÒÍPÈÝåLÈÏÍxÊ&Ù&ß¤ä
ÞLßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓ ù÷ü��gÿ[Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � OPTICS ù÷ügÿ ÜoÍ¤ÌpÌpã8åPË"ÞLßgÌPì�åLÈmÑÒÙ&Õ¤Ê&Ë�ÙgË�É)Ð � Ô�Í¤Ê&Õ¤Ê&Ó¤Ê&Ë�ÉË�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�Ö�Ó¤ÉYÍ¤ÞLÕ¹Í � Ê&Ø�ÉëÞLß � Í�Ô�Ípí�Ø�Ù&ß�ÔgÊ�ÍPÈªÖ�Ê&Ó�Ô¬Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ù � �&ÿ é�ê � Ê&ÕÆÍ¤ÞLßLÐgÎÏÐ&Ë�Ê�ÍPÈÄÍ¤ÞLÕÆÊ�ß � É
Ö �¤×ñ× Ù&Ípí�ËeÎÅÉÆÖ�Ê&Ó�åPË × Í¤ÌPì¤Ê&Ë�Ù&ÓyÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍïÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � OPTICS ÜõÑÒÍ�à�è	ÉÁÍ � Ê&ÕLÉËeÎ Ô¤ÍpÈÛÞÒÈÅßyÑÒÍ¤Ê&ã¤Ì¤ÌPÓ¤ÌPßLÉ × ÈÏÍBØrÔ¤ÍBË � Ù&ì¤Ê&Ë�Ù&ß�íâãpÖÛåPÍÆË�íâÍ¤ÙgåPß × è>ÔÒé� ËÆÍ � Ê&ÕxÊ�ß1ÑÒË�íâã¤ÌpÍPÈÅß1ÞLÙ&ß¤Ê&ËeÎ Ô¤ß � åPËUåLÈÏÍïË�ÞLØJÑLÊeÍpÖÛÓöÊ�ß � Í¤Ì × ßÒÙgÎ àâåPß � UKW ù���û=�gÿ Ü × ÈÏÍÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒØ�É�ðÒãpÖÛË�ÈÅÉxÐ&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô�ÖôÊgÈÅÉ"ßLÞLßÒÎÏË�É1Ö � å�ðLÍPÎ Ô�ß � ÔVË�È«ÖÛÍ × Ú × Ø�ÉöÔ�Ø�Ú>Ô�Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎmÚ>Ô�ÑÒÍPÈ
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ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�Ø�ÉöÞLÍ¤ÌpÍPÈmè>ÔÒé Æ ÞLÙgß�Ê&ËeÈ Ô�ÕLåPËrÔ¤Ó�ËJÞLØ�ÑLÊ�ÍpÖÛÓ�ËrÔ�ÖÛÚ	åPÍ�Ê�è>Ô¤Ë�È>Ê&ÓVÐgßLåPáVÐ&ËeÈ÷ÑÒÊ�ßLÐ&Õ¤Ê&ÓpÖÛÓpÉ
Bkd-tree ù����»H�ÿ é[ê � Ê&á�Ó�Ð&ßLåPá�Ë�Î Ô�ÍPÈîÈmÑÒÍ�Ô�áyÔ�ÍyÞLÍpÙ&ÍpåPË�Î Ô�Ë�ÈòÍ¤ÞLßLÐ&ß¤ÊgÈmÑÒá × ÈÏÍöåPË × ã¤ÌPßöÞPÌPágàòßLÉËeÈÅÖÛÍ × Ú × è>Ô�ÑªÍpÈªÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíÛè>ÔÒÜªÑÒÍPÈÒÞLÍpÙ&Ø�çñË�ÈªÖ�Ê�ß�Ô�Í¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPßBØrÔ�Í©åPÓ¤çñÍ�Ô¤ÈÅÖ�åPÕ × ÈÏÍ©Ê�ß¹Ö ��× çñÙ&ß¤ä
Ô¤È«ÖÛåPÕyÊ�Ú>Ô¹Í�Ô�Í�Ô�ËJè	ÖÛË�Ú>Ô©Ê&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�é� Êeß � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLß ÑÒË�í�ã¤ÌPÍPÈÅß�Ü�Ípí�ßLì ÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã¤Ö�ß � åPËxÊ&Ó Ð&ßLåPá Bkd-tree Ü�ÞLË�ÙgÈ × Ùgã¤íâß � åPËÊ&Ó�Ô8ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�È Ô�ÕLåPËJÔ�Ó Ë�ÞLØJÑLÊeÍ¤Ö�Ó�ÑÒÍPÈoÐ�Î Ô¤ß � åPË"àòËJÚ	Ù&Ó¤ÊgÈmÑÒØ�É�ÍgÔ¤Í�ÌPìpÖÛËeÈÅÉ)Ê&ÓpÉTÞLßgÌ � ÞPÌPßPÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ
Ê&ÓpÉ�éÊ	 ��ÞLË�È ÊeÍ�ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏã�;&ß � åPË1ÍgÔ¤Í�Ì � ÊgÈmÑÒã�ÞLË�ÈÏÙ&ÍpåPÍ¤ÊgÈmÑÒã�Í¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPØ�ÖÛåPÍ¤Ê�ÍÄÜ�ÑÒÍPÈ Ê�ß ÑÒË�íâã¤ÌpÍPÈÅß
ß�ÌPßPÑLÌPÓpÙ�è>Ô�ËJÊeÍPÈ�åPË�Ö � åpÞLË�Ùgã¤Ö�åPÍ�ÊeÍÄé
� LJN � ² _pWY­

Bkd-tree
� Ë	ðÒãpÖÛË�ÈÅÉ Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒÜPÞLß �¢� ÞLÕPÑÒË�È ÔgÊeÍPÈPÖÛË	åPË × ã¤ÌPß¬ÍpÙgÈÅàâåPÕ�Í�Ô�Í�Ô�Ë�è	ÖÛËJÚ>Ô × Î Ô�Ë�Ê�ÍPÈ¤Ð&ìpÖ�ÑÒß¤ä

ÌPßTÊ�ß)àâØ�åPÍ"Ê&Ó¤ÉBÐ&Ë�ÈmÑLÊeßLÐ&Õ¤Ê&ÓpÖÛÓpÉBÊ�Ú>Ô"Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒéVC1ÎÏÍ1Í¤ÞLßLÐ&ß¤ÊgÈmÑÒáTÐ&ßLåPá1Ð&Ë�ÈmÑLÊeßLÐ&Õ¤Ê&ÓpÖÛÓpÉgÜ
ÞLÙ&Ø�ÞLË�È�Ô¤ÍVØ�çñË�È�Ê�Í)çñÍpÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈÅÖ�ÊgÈmÑÒãÄÜ	Êeß � åLÈmÑÒÙ&ßÒì � ÞLßgÌPß × È«Ö�ÊgÈmÑÒßLì�ÑÒÕLÖôÊ�ß � ÉïÖôÊ&Ó1Ð�ÈmãpÙ�ÑªË�ÈÏÍ
Ê&ÓpÉ�ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍpÉ�Í�Ô�Í�Ô�ØJÚ	ÖÛÓpÉ�ÑÒÍPÈ�Ô�Í¹çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈÏË�Î�Ê�ßyÐgÈÏÍ�àâØ�ÖâÈmåPß�Í¤ÞLßpàâÓ¤ÑÒË � ÊgÈ÷ÑªÕyçÄè	Ù&ß�ÕLÖ�ß
Êeß Ð � Ô�Í¤Ê&Õ�Ô8ÑÒÍ¤Ìpì¤Ê&Ë�Ù&ÍÄé�óôÈÏÍ Í � Ê&Õ Ê�ß�ÌPÕ × ß çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈÅßLìpåPË)Ê&Ó�Ô8Ð&ßLåPá Bkd-tree Ü[ÞLß �ÞLÙ&ß¤Ê&ã�àâÓ¤ÑÒË¹ÖôÊ&Ó�ÔöË�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍ�ù����»H�ÿ Ü�ÓxßLÞLßÒÎÏÍ)Ø�çñË�ÈÝÊ&Ó"Ð � Ô¤Í�Ê&Õ¤Ê&Ó¤Ê�Í ��
 Ó¤ÌPápÉ¹Í æ ÈÅßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉ�Êeß �
çÄè	Ù&ß � ÑÒÍPÈªã¤Ù�ÈÅÖ�Ê&ÓpÉ Í¤ÞLÕLÐ&ßÒÖÛÓpÉoÖ�Ê&Ó©ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ©Í�Ô�Í�Ô�Ø�Ú	ÖÛÓpÉ Í�Ô�Ë æ ÍpÙ�Ê&á¤Ê�Ú	ÉëÊ�ß � ÍpÙgÈ àâåPßÒì¬Ê�Ú>Ô
Í�Ô�Í�Ô�Ë�è	ÖÛËJÚ>ÔÒé
ê � Ê&á Ó ÐgßLåPá8ðÒÍpÖ�Î¼;&ËJÊeÍPÈëÖ�ÊgÈÅÉ�ËJÞLËJÑÒÊ&ã¤Ö�Ë�ÈÅÉ)Ê&ÓpÉ)ÞLß�ÌPì × ÔgÚ	ÖôÊ&á¤É kd-tree Ð&ßLåPápÉ�Ü[ÞLß �ß�Ô�ßLåPã�;&Ë�Ê�ÍPÈ K-D-B-tree ù���úpúgÿ Ü>ÑÒÍ�à�è	É�ÑÒÍPÈ>Ö�Ê&ÓxÌPß × ÍpÙgÈÅàâåLÈmÑÒáVåPØràòßLÐ&ß × ÈÏÍTÊ&ÓTåPËJÊ�Í¤Ê&Ù&ßLÞLáåLÈÏÍpÉ�Ö�ÊeÍ¤ÊgÈ÷Ñªá¤É¬Ð&ßLåPápÉ¬ÖÛË�Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒáÄé
�	ÑLÊ&ËJÊeÍ¤åPØJÔ�Í¹ÞLËeÈÏÙ&ÍpåPÍ�ÊgÈmÑÒãyÍ¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�ÖÛåPÍ¤ÊeÍïù����»HgÿôØ�çñß � Ô

Ð&ËeÎ æ Ë�È�Õ¤ÊgÈkÜ>Ó1Ð&ßLåPá Bkd-tree çÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈÏË�Î>ÖÛçñË�ÐgÕgÔ1Ö�Ê�ßM��ýpý�� Ê�ßVÐ�ÈmÍ�àâË�Ö�ÈÏåPÕVçÄè	Ù&ß�éxÑÒÍPÈ
ÞLÍpÙ&Ø�çÄËeÈ�Ê&Ó × ÙgÓ × ÕLÙgÓBËJÞLË æ Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍBÊ�Ú>ÔÆË�Ù�Ú�Ê&ÓpåPã¤Ê�Ú>ÔÁÊ�ß � K-D-B-tree é B Í � Ê&Õ¤çÄÙgßgÔ¤Í�ËeÎ Ô¤ÍpÈÈmÑÒÍ�Ô�áUÔ�ÍÁÐgÈÏÍ¤Ê&ÓpÙ&ápÖÛË�ÈÄÍ � Ê&Ø�ÉYÊgÈÅÉ�ÈÏÐgÈÏÕ�Ê&Ó¤Ê&Ë�ÉYÑªã�Ê�Ú Í¤ÞLÕBØJÔ�ÍÁåPË × ã¤Ìpß¹ÞPÌpá�àâßÒÉ[Í�Ô�Í�Ô�Ë�è	ÖÛËJÚ>Ô�Ê&ÓpÉ
ðÒãpÖÛÓpÉ�Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔªéÆ Ð&ßLåPá Bkd-tree Ü�Í�ÔgÊgÎñÔ¤Í¹ÐgÈÏÍ¤Ê&Ó¤ÙgË�ÎÛåPÕ�Ô�ßöåLÈÏÍ�Ð&ËrÔ�ÐgÙ&ßLË�ÈÏÐ&á�Ð&ßLåPáBÊ&ÓgÔ¹ßPÞLßªÎmÍBÔ�ÍBÈ«ÖÛßLÙ&Ù&ßpäÞLËeÎÒÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒãUåPËJÊ&ã©Í�ÞLÕÁÑªãgàòË Ë�ÈÅÖ�Í × Ú × áUÖ�Ê�ßªÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒÜñÐgÈÏÍ�Ê&ÓpÙ&ËeÎÒØJÔ�Í¬Ö�ìgÔ¤ßgÌPßÆÍ¤ÞLÕ log2(n/M) ÜÖôÊ�Í¤ÊgÈmÑÒØ�É K-D-B-tree Ð&ßLåPØ�É�Ü�ÑÒÍPÈôßÒÈ�Í�Ô�Í�Ô�Ë�è	ÖÛË�ÈÅÉ�ËJÑLÊ&Ë�ÌPßLì�ÔgÊ�ÍPÈÝËJÞLÍ�Ô�ÍpÐ&ÓpåLÈÅß � Ù × è>ÔgÊeÍ¤É�ØrÔ�ÍÞLÙ&ßÒÖÛËJÑLÊgÈmÑÒã�ËJÞÒÈmÌPË × åPØrÔ�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß�Í¤ÞLÕ�Í � Ê&Ø�É�Ü	ÖÛË�Ê�Í¤ÑLÊ&ã)çñÙ&ß�Ô¤ÈmÑÒãVÐ�ÈmÍpÖôÊ&á¤åPÍ¤ÊeÍªé � Ê&Ó�ÔTØJÑpä
íâÙ&ÍpÖÛÓ log2(n/M) Êeß n Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßLÖ�Ú�ÞLË�ì¤ËeÈîÊ�ß"ÞPÌPágàòßLÉÁÊ�Ú>Ô�Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎmÚ>ÔyÑªÍpÈ M Ê�ß1åPØ × ËràòßLÉÊ&ÓpÉïÞLÙgßLÖ�Ú	ÙgÈ Ô�ápÉ"å¤Ô¤á¤åPÓpÉïÖ�ËöÞPÌPágàòßLÉ"ÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ôªé óÝÈmÍ�Ê&Ó�Ô�Í¤ÞLãgÔ�Ê&Ó¤Ö�ÓVåLÈÏÍ¤ÉxË�Ù�è�Ê&ÓpÖÛÓpÉxÐgÈÏÍ&ä
ÖôÊ&á¤åPÍ¤ÊeßLÉ©Ó�Ð&ßÒåPá Bkd-tree ÜõçÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈÏË�ÎõÕ�ÌPË�ÉÁÊgÈÅÉ log2(n/M) Ð&ßLåPØ�Égé ø ÍpÙ&ÕgÌPÍ�Í � Ê&ãªÜòÓÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑªÕ�Ê&Ó¤ÊeÍ¹Ê&ÓpÉ�çñË�ÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉ¬ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	Ö�Ó¤É¬Ë�Î Ô�ÍPÈ �

C = O
(

d n1−(1/d) + s
)

, ¹ þªé��»º
ÕPÞLß � Êeß s Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßLÖÛÚ�ÞLË�ìpË�È�Ê�ßyÞPÌPá�àâßLÉ�Ê�Ú>ÔÆÍ�Ô�Í¤ÑLÊ�è	åPËJÔgÚ>Ô¹Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒéM��ÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉ
ØJÔ�Í ðÒØJÌpÊgÈÅÖôÊ�ß O (n logm(n)) åPÍ�;gÈmÑÒápÉ	íâÕLÙ�Ê�Ú	ÖÛÓpÉ	Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPß�Ü¤åLÈÏÍoË�È«ÖÛÍ × Ú × áYËrÔ�ÕLÉ Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÅß �× Î Ô�ËJÊeÍPÈ�ÖÛË¬çÄÙgÕgÔ¤ß O (logm(n) log2 (n/M)) éDCTÎÏÍyÐ�ÈmÍ × Ù&Ípí�á × Î Ô�ËJÊeÍpÈòÍ¤ÞPÌpè	É¬Í�Ô�Í¤ÑÒÍ¤ÌPì¤ÞPÊ�ß�Ô�äÊeÍ¤ÉUÊ&ÓöÐ&ßÒåPá�ÞLß � Ê�ßxÞLË�Ù�ÈmØ�çñË�ÈkÜõÑÒÍPÈõØJÞLËeÈ Ê�ÍïÊ�ß1Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÅßTÐgÈÏÍ × Ù&ãpí�ËJÊeÍPÈîÍ�ÞLÕ1Í � Ê&ágÔªé:�	í�ÕÒÖÛß�Ô� ÞLãpÙ&çñß � ÔÆÊ�ß�ÞLßgÌPì log2 (n/M) Ð&ßLåPØ�É�ÜÛß�ÍpÙgÈ àâåPÕÒÉ�Ê�Ú>Ô � ÞLßgÌPß × ÈÅÖÛåpè>Ô¹ÞLß � ÞLÙgØJÞLË�È�Ô�ÍBÖ � å�äðÒßLì�Ô × ÈÏÍBÑÒã�àâË�ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâá¹Ë�Î Ô�ÍPÈÛÊ�ßyÞLßgÌPì log(n) log2 (n/M) ù����»H�ÿ é� ÈâËeÈÅÖÛÍ × Ú × Ø�É¬Ô�ØJÚ>Ô�ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎmÚ>ÔyÍ�ÔgÊgÈÏåPËJÊ�Ú�ÞÒÎÇ;gßgÔ�Ê�ÍPÈâÊ&ËJÌPË�ÎmÚ	ÉUÐgÈÏÍ¤íâßLÙ&Ë�ÊgÈ÷Ñªãªé � È�ÞLË�ÙgÈ«ÖÛÖÛÕ¤ä
Ê&Ë�Ù&Ë�É Ë�ÈÅÖ�Í × Ú × Ø�É ¹ (M−1) Í¤ÞLÕ�ÊgÈÅÉ M Ö � Ô¤Ë�çñÕLåPËrÔ¤Ë�É<º × Î Ô�ß�ÔgÊ�ÍPÈPÖôÊ&ÓYÐgßLåPá T0

ÞLß � ðÒÙgÎÅÖ�ÑÒË�Ê�ÍPÈ
ÖôÊ&ÓgÔ[ÞLÙ&ßLÖ�Ú	Ù�È Ô¤á�å¤Ô�ápåPÓÄé�	 � Ê�Í�Ô�Í � Ê&á�Ó�Ð&ßÒåPá¬Í¤ÞLßPÑLÊ&ápÖÛËeÈpÊ�ßÁåPØ × ÈÅÖôÊ�ßUÞPÌPá�àâßLÉëÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô ¹ M º
ÞLß � åpÞLßÒÙ&Ë�Î�Ô¤Í)Í�ÞLßPàâÓ¤ÑÒË�ìpÖÛËeÈ`Ü�Ê&Õ¤Ê&Ë � ÞLßgÌPß × Î¼;&Ë�Ê�ÍPÈ�Êeß�åLÈmÑÒÙgÕ�Ê&Ë�Ù&ß j Ü	Ê&ØJÊeßÒÈÅß�è	Ö�Ê&Ë�Ó)Ð&ßLåPá
Tj
Ô¤Í"Ë�Î Ô�ÍPÈîÑªËrÔ�áÄé 	 ��ÞLË�È ÊeÍÄÜÝÕ�ÌpÍ"Ê�ÍïÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍxÍ¤ÞLÕ1Ê&ÓïÐ&ßLåPá T0

ÑÒÍPÈõÊgÈÅÉ Ti

× ÈÏÍ 0 6 i < j Ü
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ËeÈÅÖÛã × ßgÔ�Ê�ÍPÈÒåPË ÊeßgÔ¬Í¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßÁåPÍ�;�È÷Ñªá¤ÉYí�ÕLÙ&Ê�Ú	ÖÛÓpÉ ÖôÊ&Ó�Ð&ßLåPá Tj

é�C1Ë ã¤ÌpÌpÍ�ÌpÕ × ÈÏÍªÜªÊ�Í�ÖôÊ�ßÒÈ«ä
çñË�ÎÏÍ�Ë�ÈÅÖÛØ�Ù&çñß�ÔgÊ�ÍPÈ	ÖôÊ&ÓVÐ&ßLåPá T0

Ü ÑªÍpÈ ÞLË�Ù�ÈÅßLÐgÈmÑÒã�ßLÙ × Í�Ôgè>Ô�ß�ÔgÊeÍpÈ]ÖÛË�Õ�Ìpß8ÑªÍpÈ åPË × Í¤ÌPì�Ê&Ë�Ù&Ë�É
K-D-B-tree Ð&ßLåPØ�Égé
� L©¨ ] H qlg�Äpklh���W&_pz

UKW
f�U ² ´#SZPVWÅh>{M[Gz � oVf�Uyhnz

² U:^¾_pWd[÷S�}~S
Æ ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�È Ô�ÕLåPËJÔ�ÓïÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒá"Ë�ÞLØJÑLÊeÍpÖÛÓöÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW Ü�çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßªÈmËeÎõÊ&ÓïÐgßLåPá

Bkd–tree é Æ ËJÞÒÈmÌPß × á�Í � Ê&á¤É¬Ê&ÓpÉ©Ð&ßÒåPá¤É�ÜîØ × È Ô�Ë × ÈÏÍ�ÊgÎòË�ÞÒÈ Ê&Ù&ØJÞLËeÈòÊ&Ó × Ù&á × ßLÙ&Ó�Ë�ÞLË æ Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍÊ�Ú>ÔÁË�Ù�Ú�Ê&ÓpåPã�Ê�Ú>ÔUÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßÒÉgÜÄÑÒÍPÈ�ÊeÍ � Ê&Õ¤çñÙ&ß�Ô�ÍÆÞLÍpÙ&Ø�çñËeÈ�ØrÔ�Í¹ÑÒÙgÈ Ê&ápÙgÈÅßÛÜ × ÈmÍ¹Ê�ßyÖ �¤× çñÙ&ß�Ô¤È«ä
ÖÛåPÕÛÜLÊ�Ú>Ô�ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�Èmè>Ô¬Í�Ô�Í�Ô�ØJÚ	ÖÛÓpÉ�Êeß � Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�ÖÛåPÍ¤Ê�ßLÉ�Ê&ÓpÉ ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�é B ßÁÞLÍ¤ÙgÍ�Ñªã�Ê�Ú
ÖÛçñápåPÍÆÖ � Ô�ß 
 Î¼;&Ë�ÈÛÊgÈÅÉ�ÌPË�ÈÅÊ�ß � Ù × ÎÏË�É¬Ê�ß � Ð � Ô�ÍpåLÈ÷ÑªßLìBÍ¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß � �
�pé·��ÞLßpàòØJÊ�ß � åPË�Õ¤ÊgÈÝÓTË�ÑLÊ&ØJÌPË�Ö�Ó"Êeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � ÖôÊ&ÓxÍpÙ&ç�ÈmÑÒáxðÒãpÖÛÓxÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô1Ø�çñË�È× Î Ô�Ë�ÈkÜñÑÒÍPÈÛØ�çÄËeÈñÑÒÍ¤Ê�Í¤ÌPá æ Ë�ÈÛÖÛËYØJÔ�ÍÆÖÛì�Ô�ß�ÌPß�Í¤ÞLÕ�ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍÁÞLß � Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPßLì�ÔUÊeß�Í¤ÞLß¤Ê&Øiä
ÌPË�ÖÛåPÍÁÊ&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�é

úªé � Ë�Ö �¤× ÑÒËJÑªÙgÈÏåPØrÔ�Í�çÄÙgßgÔpÈ÷ÑªãBÖÛÓpåPË�ÎÏÍ¹Ë�ÑLÊ&ØJÌPË�ÖÛË �
¹ Í�� º�êoÔ�ÊgÈmåPË�Ê�è�ÞÒÈÅÖÛË�ÊgÈÅÉ¬Ë�ÈÅÖÛÍ × Ú × Ø�É�Ô¤ØJÚ>Ô¹Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ôªé
¹ ðh� º�êoÔ�ÊgÈmåPË�Ê�è�ÞÒÈÅÖÛË�ÊgÈÅÉ¬ÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíâØ�É�Ê�Ú>ÔÁÞLÍ¤ÌLÈmè>ÔÁÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒé

ûÄé·C1ËJÊ&ã�ÊeßUÊ&ØJÌPßLÉëÊeß � ÑÒã�àâË�ËrÔ¤ÕLÉoÍ¤ÞLÕ©Ê�Í�ÞLÍpÙ&Í¤ÞLã�ÔgÚVðLápåPÍ¤Ê�Í�Í�Ô�Í�Ô�Ø�Ú	ÖÛË Ê�ßUÖÛì�Ô�ß�ÌpßUÊ�Ú>Ô
ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔUãpÙ&ÍBÑÒÍPÈ�ÊeßyÍ¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍÁÊ&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤É�é

C1Ø�Ö�Ú Í � Ê�ßLì8Êeß � ÖÛçñápåPÍ¤Ê�ßLÉ1Ó�Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒá ËJÞLØ�ÑLÊ�ÍpÖÛÓ�ÞLß � ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�Î Ô�ËJÊeÍPÈ�Ë�Î Ô�ÍPÈëÐ � Ô�Í¤Ê&Õ�Ô
Ô�ÍBÞLÙ&ßLÖÛÍpÙ&åPÕ¦;&Ë�ÈâÖ � Ô�Ë�çÄè	É�ÊgÈ«É©Í�Ô�Í¤ÑÒÍ¤Ì � í�àâØJÔgÊ&Ë�É�ßLåPãpÐ&Ë�É¬ÖôÊgÈÅÉ�Í¤ÌpÌpÍ × Ø�É�Ê�Ú>ÔBÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÆåPË
åLÈmÑÒÙ&ÕÁÑªÕLÖ�ÊeßLÉgé � ÊgÈÅÉoË�ÞLÕLåPËrÔ�Ë�ÉoËJÔ�Õ¤Ê&Ó�Ê&Ë�É�àâÍ¬ÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã¤Ö�ß � åPË�ÑÒã�àâËëØrÔ�Í©Í¤ÞLÕÁÊ�Í�ðÒápåPÍ¤Ê�Í�Êeß �
ÖÛçñápåPÍ¤Ê�ßLÉ æ Ë�çÄÚ	ÙgÈÅÖôÊ&ãªé
  ÓìëÎÓ³Ö ×�ãDáDÚ¢¡yî�á£&dÝyÚñà`ßôá
ßRð j Úøàsæ�$1â¤$�ïRð¦¥¨§�âYã #�áFÜÁÚøÙ`î-Þìâdã
ê�Ù&ç�ÈmÑÒãÆàòËJÚ	Ù&ßLìpåPË[Õ¤ÊgÈñÓÆË�í�ÍpÙ&åPß × áÆÊ�ß � Ö�ÊeÍ�ÊgÈmÑÒßÒì UKW Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � Ø�çÄËeÈ × Î Ô�Ë�È�ÖôÊ&Ó�ÔÍpÙ&ç�ÈmÑÒá�ðLãpÖÛÓ¬Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒÜªÑÒÍPÈLØ�çÄËeÈLÞLÍpÙ&ã × Ë�ÈªØrÔ¤Í¬ÖÛì�Ô�ß�ÌPß©ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô�ÞLß � ÞLË�ÙgÈ × Ùgã¤íâß � Ô¬Ê&Ó�Ô

ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓBÊ�Ú>Ô¹Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔªéE¬Ígàâè	É1ß�ÍpÙgÈ àòåPÕLÉTÊ�Ú>Ô�Ë�ÈÅÖ�Í × Ú × è>Ô�Ô�ØJÚ>Ô8Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒÜ�Í�Ô�Í × Ñªã�;gË�È Ê&Ó�Ô�Ð&ßÒåPá T0
Êeß �

Bkd–tree ÜªÔ¤ÍÆÍ�ÞLßLÑLÊ&ápÖÛË�ÈªÊ�ß�åPØ × ÈÅÖôÊ�ß�ÞPÌpá�àâßÒÉYÖÛÓpåPËeÎ÷Ú>Ô ¹ M º ÞLß � åpÞLßLÙgË�ÎªÔ�ÍÁÍ¤ÞLßpàâÓ¤ÑÒË�ì¤Ö�Ë�ÈkÜ
ØJÔ�ÍBÞPÌPá�àâßLÉ¬ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô¹Í¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÈÏË�Î ÊeÍpÈõÞLãgÔ�Ú Ö�Ë�Í � Ê&ãBÊ�ÍyÖÛÓpåPË�ÎÏÍÄé
	 ��ÞLË�ÈÅÊ�ÍÄÜâÊeÍ¹ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í� ÞLÕPÑÒËeÈ ÔgÊ�ÍPÈÝÖ�ÊgÈÅÉ�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmË�É�åPË�Ê�Í¤ÑªÎ Ô�ÓpÖÛÓpÉÆÑÒÍPÈÝÐgÈÏË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓpÉBÊ�ß � Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � UKW ÜõÌpÍpå�äðÒã�Ô�ß�ÔgÊ�ÍpÉ©ÕLåpÚ	É � ÞLÕ 
 È Ô¹Ê�ßöÞPÌPápÙ&Ë�É Bkd–tree ÜòÑÒÍPÈ�Õ¤ç�ÈîåPÕ�Ô�ßöÊ&ÓBÐgßLåPá T0

éDC1Ë�Ê&ãBÊeßöÊ&ØJÌPßLÉ
Í � Ê�è>ÔUÊ�Ú>ÔÁÐ�ÈmÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�Èmè>ÔÒÜ�Ê�ÍÁÔ�Ø�ÍÆÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í¹åPÍ�;gÎ�åPË[ÊeÍ¹ÞLÍ¤ÌPÍpÈÏã � ÞLÕPÑªË�È ÔgÊ�ÍPÈ�Ö�Ê&Ó¹ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ
ËJÔ�ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤ÉÁÊeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � UKW é B ß1Ê&ËJÌLÈmÑÒÕ1ÖÛì�Ô�ß�Ìpß"ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>ÔyËeÎ Ô¤ÍpÈòÑªÍpÈ�Í � Ê&Õ"ÞLß �ÞLË�ÙgÈ × Ù&ãpí�ËeÈ�Ê&Ó�ÔUßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓBÊ�Ú>Ô¹Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ôªé�	 �>Ô�ÍBÞLÍ¤Ùgã¤ÐgË�È × åPÍÆÊ&ÓpÉ�ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍpÉ�Í¤ÞLË�ÈmÑÒß¤ä
Ô¤Î¼;&Ë�Ê�ÍPÈñÖ�Êeß � çñápåPÍÁþªé��¤é ø ÈÅßyÖ �¤× ÑªËJÑÒÙgÈÏåPØJÔ�ÍÄÜÄÖÛËYÍ � Ê&Õ¹Ê�ßBÖ�çÄápåPÍÄÜªßªÈÄÑÒì¤ÑLÌPßÒÈñÍ�Ô�Í¤ÞLÍ¤Ù�ÈÅÖ�ÊeßLì�Ô
ÊeÍöÍ¤ÙgçñÈmÑÒãöÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍöÞLß �[� ÞLápÙ&çñÍgÔ�Ö�Ê&Ó¹ðÒã¤Ö�ÓªÜîËrÔ�è ßÒÈõÐgÎ«Ö�ÑÒßÒÈîÊeÍöË�ÈÅÖ�Ó × åPØJÔ�ÍöÖ�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍÄé B Í
ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í W1 ÑªÍpÈ W2 Ü�Ø�çñß � Ô¹ßLÙgÈÅÖôÊgÈ÷ÑªßPÞLßÒÈ«Ó�àâËeÎòÍ�ÞLÕyÊ&Ó�ÔÆÍ¤ÙgçñÈmÑÒáyËJÑÒÊ&ØJÌPË�ÖÛÓÁÊeß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅà�äåPß � é B Í�ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍ W3 ÑÒÍPÈ W4 ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßªÈÅßLì�ÔgÊ�ÍPÈ Ö�ÊeÍVÖ�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍ�ÞLß � Ø�çÄß � ÔVËeÈÅÖÛÍpçªàâË�ÎkÜÑÒÍPÈ�Ípí�ßLì1ËJÞLË æ Ë�Ù × ÍpÖôÊ�ßLì�Ô"Í¤ÞLÕ)ÊgÈÅÉyÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏË�É�åPËJÊeÍ�ÑÄÎ Ô¤Ó¤Ö�Ó¤É¹ÑÒÍPÈÝÐ�ÈmË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓpÉgÜ � ÞLÕPÑÒËeÈ Ô�Ê�ÍPÈ
åPÍ�;gÎòåPË©Ê�Í�ÍpÙ&ç�È÷ÑªãöÖ�Ê&ÓyÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍöËJÔ�ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓpÉgé B ÍyÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í W1 ÑÒÍPÈ W3 àòËJÚ	Ù&ßLì�ÔgÊeÍPÈ
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Õ¤ÊgÈîÑÒÍ¤ÌPì¤ÞPÊ�ß � ÔöåPØ�Ù&Ó�Ê&ÓpÉÆÎÏÐgÈÏÍpÉ¹ßLåPãpÐ&ÍpÉgÜ�ËJÔgè�ÊeÍöÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í W2 ÑÒÍPÈ W4 ÜâàòËJÚ	Ù&ßLì�ÔgÊeÍPÈõß¤ÊgÈÑÒÍ¤ÌPì¤ÞPÊ�ß � ÔÆÊ&Ó�ÔÆÎÏÐgÈÏÍ�ßLåPãpÐ&Í¹ßPÞLÕ¤Ê&Ë�ÐgÈÏÍ × Ù&ãpí�ËJÊeÍPÈ�Ê�ßyÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W2 é

W2 W4

W3

W1

ýÎþ�ÿ����I©E�ª�	�M« �e�{��¦«�g�����õ§�¦ ���©�¢¯î���i¦ �L�e¨L¯î¨L�î�����&�g���÷¯î�[�{§��¬�i�{���{�{¨Ò�� {¦ ­ª�&�ª°

êYÔ�àâËJÚ	Ù&ápÖÛß � åPËxØrÔ�Í�ã�ÔgÚ'í�Ù&ã × åPÍ L
× ÈÏÍ�ÊeßgÔ8ÍpÙgÈ àâåPÕ Ê�Ú>Ô8Ë�Ù�Ú�Ê&ÓpåPã¤Ê�Ú>Ô8ÐgÈÏÍpÖ�Ê&ÓpåPãgä

Ê�Ú>Ô©ÞLß � Ë�ÞÒÈ Ê&Ù&Ø�ÞLßgÔ�Ê�ÍPÈÛÖôÊ�ß�ÔUÍ¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß × ÈÏÍÆÊ&Ó�ÔUË�ÞLË æ Ë�Ù × Í¤ÖâÎmÍ¹Ê�ß � ÑÒã�àâËYÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ&ß � ÜñÊ&Õ¤Ê&Ë
åpÞLßLÙgßLìpåPË[Ô�Í¹ÐgÈÏÍ¤Ê � ÞPè	ÖÛß � åPË[Ê�ß�Í¤ÑÒÕgÌPß � àâß�ÌPápåPåPÍ �
¬ ���-�
� ���­!��¯® ° @B>�± D > 1 @4² 9�1´³	1 >�± 9 ;i²J³o´Uµ 7:9 n @B> 1 ´ ³�¶�·¸± 9 @B>�?º¹K»D@B?�C6¶�C 1 µ½¼ 9 ± 9 ¿® ° @B>�±�¶ ¾ ·¾@B? ·2¿ >e´K@KÀeµ8¹K;D· 9�1 À 9 m ¶�´¾@Y; 5 ± 5 ¼ · @E> 1 ´ ³Á¶d·¸± 9 ¾ 1 À�@�³%?LµE;F>�·¸= 1 À 9 > 1 @4² 9�1´³	1 D′

¿
® ° @B>�±I;�µ ¿ µÂ? ¿ >e´ 1 ; ³65 ¿ ²î´Ã3�µ 1 · UKW Ä ¶dµ8>�¶ ³ ¶�·�>�;p´Å@B> 1 @4² 9�1´³41 D Ä ³ô²B?A@Û´mµ 1 ¾ 1 ´ 7:9 >�; · k =
c|D| Ä 0 < c 6 1 Ä ;i²J³Y´`µh» ¾ ;i²4»D3YÀi²4; ¾ 1 À�µh;F>�; ³ ¶ 581 À 9 @8¶ λ >�¶ ³ ´Uµh» ¾ ;i²4»D3AÀ¢²4; ¿ÇÆÂ¿ >�¶ Ä ?¾ ² 1 >�¶�´ 9 ¿ µ½¶ 9 ?ÈC6À 9 ;�µ�´`µª¶È¶ ¾ ¼dµA>�;D@B?É> 1 ÀÊ; ³6581 ²4·Ã3�µ 1 À Ä ¶dË	;i²ñµ 1 @�µ½¼ 9 ?Ì@E> 1 @4² 9�1´³41 D ∪ D′ Ä³ô²E?Y@�´÷µ 1 ¾ 1 ´ 7b9 >�; · k′ = c|D′| ;i²J³o´Uµh» ¾ ;i²4»D3YÀi²4;�; ¾6¿ > 1 @4² 9�1´³	1 D′ Ä µh;p´ ³ ;�µ8¹K» 9�1�9 >�; ·
À ¾�¿FÍ ´ 9 >�; λ

¾ ;i²4»D3YÀi²4;º@B>�?�C&´<;DC&´Uµh;D@4·<;Î>�? · ¶ 9�1 ¾ 1 ·<?A@B? · Ä ¼d³Á¶�´�µh; ³ ²h>�¶ ²E? ¾ 1­³ À ¾ ³	1 µ ¿ >�?Ï>�;
³Á¶�´ ² ¿ >�¶ ²B? ·¬¾ ¶ ²4· ¾ >�±:@B? · Ä ± ·©¾ ² 1 · > 1�9 @B>�;F>e´`µ ¿ ; ³65 ¿ ²î´Ã3�µ 1 ¶dËB;i²ñµ 1 @ñµ½¼ 9�1 @E> 1 @4² 9�1­³	1 D ∪
D′ ³ô²B?A@Û´mµ 1 ¾ 1 ´ 7:9 >�; · k′′ = c|D ∪D′| ;¢²�³o´`µY» ¾ ;i²4»D3YÀi²4; ¿
± ¾6¿ C6¶�´¸Ð�? ¿ ê[ÑÒß�ÌPß � à�è>ÔgÊ�ÍpÉ�ÊgÈ«É>ÞLÍ¤ÙgÍ�ÞLã�ÔgÚ � ÞLßpàâØ�Ö�Ë�ÈÅÉ>ÑÒÍPÈ{ÑªãgÔ¤ßgÔ�Ê�ÍpÉ	çñÙ&ápÖÛÓ�Ê&ÓpÉ>ÖÛçñØ�ÖÛÓpÉ ¹ þªé��»º�ÜÓ1ÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍTçñË�ÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉ�ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓpÉ × ÈÏÍxÊeß�ÔxÖ�ÊeÍ�ÊgÈmÑÒÕ UKW Í¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß�Ë�í�ÍpÙ&åPß¤äÖÛåPØJÔ�ßyÖ�Ê�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß D ∪D′ ËeÎ Ô�ÍPÈ �

Cs = O
(

L k′′ (d|D + D′|1−(1/d) + s1)
)

=

O
(

L c|D + D′| (d|D + D′|1−(1/d) + s1)
)

, ¹ þªé ú�º
ÕPÞLß � s1

ÜªÊeß�ã�ÔgÚ ÕÒÙgÈÅßyÊ�Ú>ÔÁÖ � Ô�ßgÌLÈmÑLè>ÔÁÍgÔ¤Í�ÑÒÊ&ÓgàòØrÔgÊ�Ú>Ô©Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒé]ÞLß � í�Ù&ãpÖÛÖ�ËJÊ�ÍPÈÄÍ¤ÞLÕ¹Êeß
åPØ × ËJàâßLÉBÊ�ß � Ö � Ô�Õ�Ìpß � |D + D′| éyêYÞLÕ)Ê&Ó�Ôïã¤ÌpÌpÓÄÜôÓxÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒáxØ�ÑÒÐ&ßLÖ�Ó"Êeß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß �Ø�çÄËeÈ�ÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑªÕ�Ê&Ó¤ÊeÍBçñË�ÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�ÙgÓ¤É¬ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓpÉ �

Cd = O
(

L k′ (d|D′|1−(1/d) + s2)
)

=

O
(

L c|D′| (d|D′|1−(1/d) + s2)
)

, ¹ þªéÏû�º
ÕPÞLß � s2

Ü]Ê�ß�ã�ÔgÚ ÕÒÙgÈÅß�Ê�Ú>Ô)Ö � Ô¤ßgÌLÈmÑLè>ÔVÍ�Ô�Í¤ÑLÊ&Ó�àâØrÔgÊ�Ú>ÔTÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎmÚ>ÔÒÜ�ÞLß � íâÙ&ãpÖÛÖÛËJÊeÍPÈ�Í¤ÞLÕ
Êeß�åPØ × ËràâßÒÉ"Êeß � Ö � Ô¤ÕgÌPß � |D′| é B è	Ù&Í�Ë�íâÕLÖÛß�ÔÒÜ |D + D′| < |D′| Ë�Î Ô�ÍPÈ	ÞLÙgßLí�Í�Ô�Ø�ÉxÕ¤ÊgÈ
Cd < Cs

é
  ÓìëÎÓìë ×�ãDáDÚ¢¡yî�á£&dÝyÚñà`ßôá
ßRð«óôÚõæ�$lØ�æ�ÑsïtðÒ#�á�ÜyÚñÙ`î-ÞeâYã

Æ ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�È Ô�ÕÒåPËrÔ�ÓUÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒá©Ø�ÑÒÐ&ßLÖ�Ó©Êeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � Ü × ÈÏÍ©Ô�ÍUÍ�ÔgÊgÈÏåPËJÊ�Ú�ÞÒÎ«ÖÛË�ÈªÊgÈÅÉ[ÐgÈÏÍ × ÙgÍ&ä
íâØ�É�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒÜâÐgÈÏÍ�Ê&ÓpÙ&ËeÎ�åLÈÏÍ¹Ð&Ë�ì�Ê&Ë�Ù&ÓÆÐ&ßLåPá Bkd-tree é-E¬ãgàòËYíâßLÙ&ãÆÞLß � ØrÔ�ÍÆÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÅßïÐgÈÏÍgä× Ù&ãpí�Ë�Ê�ÍPÈñÍ¤ÞLÕBÊ&Ó�Ô¬ðLãpÖÛÓÆÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÁÊ&Õ�Ê&Ë[Í � Ê&ÕBË�È«ÖÛã × Ë�Ê�ÍPÈ�ÖôÊ&ÓUÐgË�ì¤Ê&Ë�Ù&ÓÆÍ � Ê&áÆÐ&ßLåPáÄé�	 � Ê�Í�Ô
Êeß åPØ × ËJàâßLÉ1Ê&ÓpÉxÐ&Ë�ì¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉ1Ð&ßLåPápÉTíÛÊ&ãpÖÛË�È]Êeß åPØ × ÈÅÖôÊ�ß ÞPÌpá�àâßÒÉ1Ö�Ó¤åPËeÎmÚ>Ô�ÞLß � åpÞLßLÙ&ËeÎ]Ô�Í
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Í¤ÞLßpàâÓ¤ÑÒË�ìpÖÛË�ÈkÜÒØJÔ�Í�ÞPÌPá�àâßLÉoÞLÍ¤ÙgÍgàòì¤Ù&Ú>Ô�ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßÒÈÏËeÎ Ê�ÍPÈñÞLã�ÔgÚ8Ö�ÊeÍ¬ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�ÕLåPËJÔ�Í¬ÖôÊ�ßÒÈÅçñËeÎmÍÄé
ê � Ê&ã�Ê�Í¬ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÄÜLËJÞLË æ Ë�Ù × ã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈªÍ¤ÞLÕÁÊgÈÅÉoÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏË�É[åPËJÊeÍ¤ÑªÎ Ô�ÓpÖÛÓpÉ�ÑÒÍPÈÒÐgÈÏË�ì¤Ù � Ô¤ÖÛÓpÉgÜÒåPË
ÞPÌPÓpÙ&ßLíâßLÙgÎÏË�ÉYÕLåpÚ	É åPÕ�Ô�ßÁÍ¤ÞLÕ©Ê&Ó¬Ð&ßLåPá�Ê�Ú>Ô�Ð�ÈmÍ × Ù&Ípí�ÕÒåPËrÔgÚ>Ô�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒé�	 ��ÞLË�È ÊeÍ©Ë æ ËJÊ&ã�;&ß�Ô�ä
ÊeÍpÈ × ÈÏÍ�ßLåPßÒÈÏÕ¤Ê&Ó�ÊeÍ�Í�ÞLÕïÊ&Ó�ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ�ËrÔ�ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ�ÜòåPË¬Ê�Íyá¤ÐgÓ�Ë�ÞLË æ Ë�Ù × Í¤Ö�åPØrÔ�Í�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÄé
êYÔ"ØrÔ�ÍxËJÞLË æ Ë�Ù × ÍpÖÛåPØJÔ�ß1ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgßïðÒÙ&ËJàâË�Î�Ô�ÍxË�Î Ô�ÍPÈôÕÒåPßÒÈÅßVåPËÆØJÔ�ÍxÍ¤ÞLÕTÊeÍïÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍöÊ�Ú>Ô
ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�ÕLåPËJÔgÚ>ÔUÖ�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔÒÜÒÊ&Õ¤Ê&ËoÍ � Ê&Õ¹ÐgÈÏÍ × Ù&ãpí�Ë�Ê�ÍPÈké�êoÔ¬ÞLË�ÙgÈÏË�ÎÅçñË[ØrÔ�ÍÁÍpÙ�ÑÒË�Ê&ãÁåPË × ã¤Ìpß�ÍpÙgÈ à�ä
åPÕÁÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔÒÜPÊ&Õ¤Ê&Ë]Ô�Ø�Í�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í�ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßÒÈÅßÒìgÔ�Ê�ÍPÈñÖÛË�Í � Ê&ãÄÜpÑÒÍPÈªËJÞLË æ Ë�Ù × ã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈLÑÒÍ�Ô�ß�Ô¤ÈmÑÒã
ÖÛÍ�Ô�Ô�Ø�Í"ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍªé � ËÆÍ � Ê&Õ"ÊeßxÖÛÓpåPËeÎÅß�ÜôÓïÐgßLåPáöÞLß � ÑÒÙ&Í¤Ê&ãöÊ�Í"ÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíâÕLåPËrÔ�Í"Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÏÍ
ÍpÐ&ËeÈmã�;&ËeÈké� Êeß � çñápåPÍªé�þÒé úªÜÝÍ¤ÞLË�ÈmÑÒß�Ô¤Î¼;&Ë�Ê�ÍPÈ�ØrÔ�ÍxÞLÍpÙ&ãpÐ&Ë�È × åPÍ1Í � Ê&ápÉÆÊ&ÓpÉ�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍpÉ�é � ÈôÑÒì¤ÑLÌPßÒÈ
Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßLÖÛÚ�ÞLË�ìpß � ÔÒÜ�Ê�ÍBÍ¤ÙgçñÈmÑÒã�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍ¹Ê&ÓpÉ[ðÒãpÖÛÓpÉ�ÜÄËJÔgè�ßªÈÛÐgÎÅÖÛÑÒßÒÈkÜÛÊ�Í�ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâÕLåPËrÔ¤Íªé B ß
ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W1 Ü Ø�çñË�È ápÐ&ÓVßLÙgÈ«Ö�ÊgÈmÑÒßPÞLßÒÈ÷Ó�àâË�Î Í¤ÞLÕ�Ê&ÓgÔ)ÍpÙ&ç�ÈmÑÒá�Ë�ÑLÊ&ØJÌPË�Ö�Ó)Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � éB ÍTÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í W2 ÑÒÍPÈ W3 Ü>Ø�çñß � ÔTÍ¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÈ«Ó�àâËeÎ�ÞLã�ÔgÚ+Í¤ÞLÕVÊeÍ1Ð�ÈmÍ × Ù&Ípí�ÕÒåPËrÔ�Í)ÖÛÓpåPËeÎmÍÄéê�í�ßLìÁË�ÞLË æ Ë�Ù × Í¤ÖôÊ�ßLì�ÔÁÍ�ÞLÕ¹ÊgÈÅÉ�ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmË�É�åPËJÊeÍ�ÑÄÎ Ô¤Ó¤Ö�Ó¤ÉoÑÒÍPÈñÐgÈÏË�ìpÙ � Ô�ÖÛÓpÉ�ÜÄË æ ËJÊ&ã�;&ß�ÔgÊeÍPÈ × ÈÏÍ
ßLåPßªÈmÕ¤Ê&Ó¤Ê�Í8åPËöÊeß ÍpÙ&ç�ÈmÑÒÕ ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß�Ü W1 é B ß�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W1 Ü ÈmÑÒÍ�Ô�ßPÞLßÒÈÏË�ÎëÊ�ß8ÑÒÙgÈÅÊ&á¤Ù�ÈÅßßLåPßªÈmÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉ1åPËöÊ�Í�ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í W2 ÑÒÍPÈ W3 Ü�ßPÞLÕ¤Ê&Ë"Ð�ÈmÍ × Ù&ãpí�Ë�Ê�ÍPÈkéi�	í�ÕÒÖÛß�Ô�ÞLË�ÙgÈÏËeÎÅçñË"ØrÔ¤ÍåPË × ã¤ÌPßxÞPÌpá�àâßÒÉ¹ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔÒÜõÊ&Ø�ÖÛÖÛË�ÙgÍyÔ�Ø�ÍöÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í"Í¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÈÅßLì�ÔgÊeÍpÈ�ÖÛËÁÍ � Ê&ãÄÜõÞLß � ÑÒÍ¤ÊeÍ&ä
ÌPá × ß � ÔxÖ�ÊgÈÅÉ�àâØ�ÖÛË�È«É W4 Ü W5 Ü W6 ÑÒÍPÈ W7 é1ê � Ê&ã1Ê�Í1ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í1ËJÞLË æ Ë�Ù × ã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈ>Í¤ÞLÕÊ&Ó�Ô"ÐgÈÏÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍTËrÔ�ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓpÉgé B ß)ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ß W7 Ð�ÈmÍ × Ù&ãpí�Ë�Ê�ÍPÈÝÑÒÍ�à�è	É�ÈmÑÒÍ�Ô�ßLÞLßÒÈÏË�Î>Êeß)ÑÒÙgÈ«äÊ&ápÙgÈÅßxßLåPßÒÈÏÕ¤Ê&Ó¤Ê�ÍpÉÁåPË�Ê�ß"ÞLÍ¤Ùgãgà � Ùgß W4 ÜîËrÔ�è Ê�Í�ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍ W5 ÑÒÍPÈ W6 àâËJÚ	ÙgßLì�ÔgÊ�ÍPÈòÕ¤ÊgÈÑÒÍ¤ÌPì¤ÞPÊ�ß � Ô¹åPØ�ÙgÓÆÊ&ÓpÉ�ÎmÐ�ÈmÍpÉ�ßÒåPã¤ÐgÍ¤É�é

W1

W2

W3

W5

W6W4
(a) (b)

W7

ýÎþ�ÿ����Ó©B� JE�
(a)

« ���Ä�� ��&�e¨L®y�i�����{�{¨Ò�¤ �� ­Ä�&���y�Û�i���e¦÷�e¨Ò ����Ä�¤�&���{�����&�&���÷�p°
(b)

L �y���¢�g¦«¡¤£§g�� e£e­ª�� e��§g�¤��§g�� �£e¨Ò�r¦Ò�Ô�e�e�{���g¦«¡¤�����{�{¨Ò�� {¦ ­ª�&���{°

� åPÍ¤ÐgßPÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉ Ê�Í�ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�ÕLåPËJÔ�Í[Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÏÍÄÜLß�Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒÕLÉ�Í¤Ì × ÕLÙ�È àâåPßLÉ�ÜPË�Î Ô�ÍPÈpÈmÑÒÍ�Ô�ÕLÉ]Ô�Í
Í�Ô�Í × ÔgÚ	ÙgÎÅÖ�Ë�ÈñÊeÍÁÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍ©ÞLß � çÄÙgË�ÈÏã�;&ß�ÔgÊ�ÍPÈ�Ë�ÞLÍgÔ¤Í¤Ë�ÞLË æ Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍªÜÄÑÒÍPÈ�Ø�Ê&Ö�ÈñÍ�Ô�ÍpÐgÈÅßLÙ × Í�Ôgè>Ô�ËeÈ
Êeß©ÍpÙ&ç�ÈmÑÒÕ©Ê�ß � Í¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍÄé�C1Ë�Í � Ê&Õ¬Ê�ß�ÔYÊ&Ù&ÕLÞLß�ÜÒÓ�ËJÞÒÈÅÊ&ã¤ç � Ô�ÖÛÓ�ÞLß � åpÞLßLÙ&Ë�ÎPÔ�Í�ÞLÙ&ßLÖ�í�Ø�ÙgË�È
ß1Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒÕLÉÆÍ¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPßÒÉ¹Ð&ËrÔ�Ë æ ÍpÙ�Ê&ã¤ÊeÍpÈîåPÕ�Ô�ß1Í¤ÞLÕ"Êeß"ÞPÌPá�àâßLÉUÊ�Ú>Ô�ÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíÛè>Ô�Í�ÌpÌPã�ÑÒÍPÈ
Í¤ÞLÕ1ÊgÈÅÉBÍ¤ÌpÌPÍ × Ø�ÉÆÞLß � ËJÞÒÈ«ðÒã�ÌPß � ÔïÖ�ÊeßTÍ¤ÙgçñÈmÑÒÕ)Í¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍöÊ&ÓpÉ¹ßLåPÍpÐ&ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓpÉgé B ß)Í¤ÑÒÕ¤ä
ÌPß � àâß¯Õ�á¤åPåPÍÆåpÞLßÒÙ&Ë�ÎÛÔ�ÍBÐ�ÈmÍ¤Ê � ÞPÚ>àâËeÎ`Ü � ÞLÕyÊ&Ó�Ô � ÞLÕpàòË�ÖÛÓ¹ËJÔ�ÕLÉ©åPØ × ÈÅÖ�Êeß � ÍpÙgÈÅàâåPßLìÄÜ L ÜÛÖôÊ�ÍË�ÞÒÈ Ê&Ù&ËJÞLÕÒåPËrÔ�Í�Ë�Ù�Ú�Ê&ápåPÍ¤Ê�ÍÆÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�ßÒÉ × ÈmÍ¹Ê&ÓgÔÆËJÞLË æ Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏÍBÊ�ß � ÑªãgàòË�ÞLÍ¤ÙgÍgàòì¤Ùgß � é
¬ ���-�
�&�������/® ° @E>�± D > 1 ;i²J³o´Uµ ¿ @4² 9�1´³41 n @B?LµÖ¶d·¸± 9 @B>�?Ö¹K»D@B?%C6¶�C 1 µ½¼ 9 ± 9 ¿Ø×ë¾ 1 3D¼�> 1 À�µÖ¶¿ >e´K@KÀ�µÏ¹K;�· 9�1 À 9 m C&´<; 5 ²	;�ËB¼ · @B> 1 ´ ³Á¶d·¸± 9 ¾ 1 À¯@�³%?LµK;F>�·Ù= 1 À 9 > 1 @4² 9�1´³	1 D0 ⊂ D Ä À ¾6¿ > 169¾ ¶ ²î´ 1 ²ò´Ã@ñµ ¿ |D0| 6 0.5 |D|

¿�×ë¾ 1 3D¼�> 1 Àeµ½¶2;Dµ ¿ µ:? ¿ >e´ 1 ; ³65 ¿ ²ò´Ù3�µ 1 · UKW Ä ¶dËB;¢²�µ ¿ =�¶�>�;¤´
@B> 1 @	² 9�1­³	1 D ³ô²E?Y@�´÷µ 1 ¾ 1 ´ 7b9 >�; · k = c|D| Ä 0 < c 6 1 ;i²J³o´Uµh» ¾ ;i²4»D3AÀ¢²4; Ä ¾ 1 À/µh;F>�; ³ ¶ 581 À 9
@8¶ λ >�¶ ³ ´Uµh» ¿ ® ° @E>�± ¿ >e´ Ä ?Ú¶dËB;i²ñµ 165 ¶�> 1 À^; ³6581 ²4·Ù3�µ 1 À UKW Ä @E> 1 @4² 9�1´³41 D − D0³ô²E?Y@�´÷µ 1 ¾ 1 ´ 7b9 >�; · k′ = c|D −D0|

¾ ;i²4»D3YÀi²4; Ä µh;F>�; ³ ¶ 5 ¶�´B@8¶ λ′ >�¶ ³ ´`µh» ¾ ;i²4»D3YÀi²4; Ä ¶ 9�7 ?
¶�Ë	;i²ñµ 165 ¶�> 1 ÀÎ@E> 1 @4² 9�1´³	1 D0 Ä ³Ý²B?A@Û´mµ 1 ¾ 1 ´ 7b9 >�; · k0 = c|D0| µh;F>�; ³ ¶ 5 ¶�´½@8¶ λ0

>�¶ ³ ´Uµh»¾ ;i²4»D3AÀ¢²4; ¿¤ÆÂ¿ >�¶'?ÈCFÀ 9 ;�µ�´`µÄ¶�¶ ¾ ¼dµA>�;�@E?�> 1 ÀÛ; ³65Ï1 ²4·Ù3gµ 1 ÀÌ¼d³Á¶�´½µh; ³ ²�>�¶ ²B? ¾ 1­³ À ¾ ³	1 µ ¿ >�?Ï>�;



¸EÜ ���-���8���������������
"75%��)����23|�2,¦.%/10��2"(34.657"+�8���
,�)�9:)
³Á¶�´ ² ¿ >�¶ ²B? ·ö¾ ¶ ²4· ¾ >�±:@E? · ; ¾�¿ > 169 @B>�;F>e´`µ ¿ ; ³65 ¿ ²ò´Ù3�µ 1 Ä ¶d» 9 Ä |D′| 6 |D| − 2|D0|

¿P¾ 1 À D′

¶�· 9 ;p´E> 1 À ¾ 1 � @	² 9�1­³	1 >�± 9 @B?Lµ½¶�·¸± 9 > 1 À D Ä @B>�; 1 ¾ 1 ·¸;';¢²�³o´`µ 1 ¾ 1 ´ 1 ² 9 >�;p´ 9 ¼¢; ¾ ;¢²	»�3AÀi²4; ¿
± ¾6¿ C6¶�´¸Ð�? ¿ ê[ÞLÕÁÊgÈÅÉ � ÞLßPàâØ�ÖÛËeÈÅÉëÊeß � ÌPápåPåPÍ¤Ê�ßLÉ�ÜÒÓ�ÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑªÕ�Ê&Ó¤ÊeÍ©çñË�ÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉ ÞLË�Ù�Î÷ÞPÊ�Ú	ÖÛÓpÉgÜÊeß � ÖôÊ�Í¤ÊgÈmÑÒßLì¹Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß � ÜÛË�í�ÍpÙ&åPßÒÖÛåPØrÔ�ß � Ö�ÊeßyÖ�ìgÔ¤ßgÌPß D −D0

ËeÎ Ô�ÍPÈ �
Cs = O

(

L k′ (d|D −D0|
1−(1/d) + s1)

)

=

O
(

L c|D −D0| (d|D −D0|
1−(1/d) + s1)

)

, ¹ þªéÇ�=º
ÕPÞLß � ÕPÞLß � s1

ÜPÊ�ßUãgÔ�Ú�ÕLÙgÈ«ß©Ê�Ú>Ô�Ö � Ô¤ßgÌLÈmÑLè>Ô�ÍgÔ¤Í�ÑÒÊ&Ó¤åPØJÔgÚ>Ô[ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎmÚ>ÔÒÜLÞLß � íâÙ&ãpÖÛÖÛË�Ê�ÍPÈpÍ¤ÞLÕ
ÊeßyåPØ × ËràâßLÉ�Ê�ß � Ö � Ô¤ÕgÌPß � |D −D0|

é
ê[ÞLÕ8Ê&Ó�ÔTã¤ÌpÌPÓVåPË�Ù�ÈmãÄÜ Ó)ÞLßgÌ � ÞPÌPßPÑÒÕ¤Ê&Ó¤Ê�Í�çñË�ÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉöÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓpÉ × ÈÏÍVÊeß�Ô)Ð � Ô¤Í¤åLÈmÑÒÕ

Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßyËeÎ Ô�ÍPÈ �
Cd = O

(

L k0 (d|D0|
1−(1/d) + s2)

)

+ O
(

L k′′ (d|D −D0|
1−(1/d) + s3)

)

= O
(

Lc|D0| (d|D0|
1−(1/d) + s2)

)

+ O
(

Lc|D′|(d|D −D0|
1−(1/d) + s3)

)

,

ÕPÞLß � Ê�ß k′′ Í�ÔgÊgÈmÞLÙ&ßLÖÛÚ�ÞLË�ìpË�ÈLÊ�ßUÞPÌPágàòßLÉ�Ê�Ú>Ô�Ô�Ø�Ú>Ô�ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô�ÞLß � ÞLÙ&ØJÞLËeÈpÔ�Í�ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßªÈ«ÓgäàâßÒìgÔªÜ�ÞLã�ÔgÚ)Í¤ÞLÕ�Ê�ß D′ Ü¤ÑÒÍPÈ s2
Ü s3
ÜpÊ�Í[ã�ÔgÚ)ÕLÙgÈÏÍ[Ê�Ú>ÔoÖ � Ô�ß�ÌLÈ÷ÑÒè>ÔYÍ�Ô�Í¤ÑLÊ&Ó�àâØrÔgÊ�Ú>ÔoÖ�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒÜ

ÞLß � í�Ù&ãpÖÛÖ�ßgÔ�Ê�ÍPÈ�Í¤ÞLÕBÊeÍBåPË × ØJàâÓÁÊ�Ú>Ô¹Ö � Ô�Õ�ÌpÚ>Ô |D0|
ÑÒÍPÈ |D −D0|

ÜÛÍ�ÔgÊgÎÅÖ�ÊeßÒÈÅçñÍÄé� í�ÕLÖÛß�Ô |D0| 6 |D −D0|
ÑÒÍPÈ s2 6 s3

ÜÛØ�çñß � åPË�Ê�ß�Í¤ÑÒÕ�Ìpß � àòßyÕÒÙgÈÅß × ÈÏÍ¹Ê�ß Cd �
Cd 6 O

(

L c|D0| (d|D−D0|
1−(1/d) + s2)

)

+

O
(

L c|D′|(d|D −D0|
1−(1/d) + s3)

)

6 O
(

L c (|D0|+ |D
′|) (d|D−D0|

1−(1/d) + s3)
)

. ¹ þªé ��º
B è	ÙgÍBË�íâÕLÖÛß�Ô¹Ø�çñß � åPË � ÞLßpàâØ�Ö�Ë�ÈÛÕ¤ÊgÈkÜ |D′| 6 |D| − 2|D0| �

|D0|+ |D
′| 6 |D −D0|. ¹ þªé¼H�º

��Ù&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈmè>ÔgÊeÍpÉ�ÊgÈÅÉ�Ö�çÄØ�ÖÛË�È«É ¹ þªéÇ�=º�Ü ¹ þªé ��º ÑªÍpÈ ¹ þªé¼H�º�ÜÛÈÅÖÛçñìpË�È�Õ�ÊgÈ �

O
(

L c (|D0|+ |D
′|) (d|D −D0|

1−(1/d) + s3)
)

6

O
(

L c|D −D0| (d|D −D0|
1−(1/d) + s1)

)

. ¹ þªé þ�º
ê[ÞLÕyÊ�ÍÆÞLÙ&ßÒÓ × ßLìpåPËJÔ�Í¹ÑÒÍ¤ÊeÍ�ÌPá × ß � åPË�Ö�Êeß�Õ¤ÊgÈ Cd 6 Cs

é
  ÓìëÎÓÕÔ Ý ó¯ö·ãGæ�¡`ÚÕÛÁï j ÝØ§�ÛyáFæRà ß á�Ü:ö ×Þ*%$#ÜÎØ·Þ4èÌ¡yÜtö

UKW
ß ÍpÖ�È¼;&ÕLåPËJÔ�Ó�Ö�ÊgÈ«É ÞLÍpÙ&Í¤ÞLã�ÔgÚVÞLË�ÙgÈ × Ù&Ípí�Ø�É]ÞLÙgß�Ê&ËeÎ Ô�ß � åPË Ê&Ó�ÔYÍ¤ÑÒÕ�ÌPß � àâÓ�Í¤Ì × ßÒÙgÈ àâåLÈmÑÒá¬ÐgÈÏÍ&ä

ÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ × ÈÏÍBÊ&ÓgÔÆÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒá¹Ë�ÞLØJÑLÊeÍ¤Ö�ÓÆÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW é
56��)����
3|�2��.%����������3��t�-��.

UKW�Y�*�
3|�2�����������2" ÊgÈ«É�ÞLÍpÙ&ÍpåPØJÊ&Ù&ß � É�Êeß � Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß � UKW é�Y�*�
3|�2�����������2" ØJÔ�ÍÆÑÒËJÔ�Õ�ÖÛì�Ô�ß�ÌpßyÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô W é$&0¢�t" í�ßÒÙ&ãÆÞLß � ÓBÐ&ßLåPá T0

× Ë�åLÎÇ;gË�È ��Y�¢�23|�2�����������
" ØrÔ�Í¹Ö�ìgÔ¤ßgÌPß k ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô I ÞLã�ÔgÚ�Ö�ÊeÍ¹Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔ�ÍBÊ&ÓpÉ�Ð&ßLåPápÉ T0
é¡ �-'¢,���"+�2" ÊgÈÅÉ¬ÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmË�É¬åPË�Ê�Í¤ÑªÎ Ô�ÓpÖÛÓpÉ�ÑÒÍPÈÛÐgÈÏË�ì¤Ù � Ô¤ÖÛÓpÉ × ÈÏÍBÊ�ÍÆÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÆÖôÊ�ß I é¥ ,¶�
"

W =W ∪ I é



���ÈÉ µ "(3 �*���
��'*3|�20i�����¢'*"¶��,¦�2�-��'+� ¸½!
¡ �-'¢,���"+�2" Ê&Ó�ÔÆÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍ�ËrÔ�ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ × ÈÏÍÆÊeÍ¹ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÆÖ�Êeß W é¡ 0�) Ö � å�ðÒË�Î�ØJÔ�Í¹åPË × ã¤ÌPßyÞPÌpá�àâßÒÉ�ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�è>Ô ��Y�*�
3|�2�����������
" ØrÔ¤Í¹ÖÛì�Ô�ß�Ìpß k ÞLÍpÙ&Í�àâìpÙ�Ú>Ô D ÞLã�ÔgÚ Ö�ÊeÍ¹ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâØrÔgÊeÍ¹ÖÛÓpåPË�ÎÏÍÄé¡ �F'¢,���"+�2" Êeß�ÔÆÍ¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß UKW

× ÈmÍBÊ�ÍÆÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍBÖ�Ê�ß D é¡ 0*) ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍÆÍ�ÞLÕyÊeß D È÷ÑªÍgÔ¤ßPÞLßÒÈÅßLì�ÔBÊeßyÑÒÙgÈ Ê&ápÙgÈÅßößÒåPßÒÈÏÕ�Ê&Ó¤ÊeÍ¤ÉåPËYÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÆÖôÊ�ß W ��T�¢'*" ÐgÈÏØ × Ù&Í 
 Ë[Í¤ÞLÕyÊ�ß W Ê�ÍBÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÆÍ � Ê&ãÄé¡ 0�) ÊeÍ¹ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâÕLåPËrÔ¤Í¹ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&ÍÁÞLË�Ù�ÈmËeÎÅçñÍ�ÔBåPÓ¹ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâÕLåPËrÔ¤ÍBÖÛÓpåPË�ÎÏÍÄÜ
ËJÑLÊ&Ø�ÌpË�ÖÛË[Ê�ß�ÔÆÍ�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß UKW ÖÛË�Í � Ê&ãªé�V)�,Y]÷"+�*" Ê�ß�ÖÛì�Ô�ß�ÌPß W ÞLß � Í¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPË�ÎñÊ&Ó�ÔÁÊ&ËJÌLÈmÑÒáBßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓÄé

��Ù&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈmè>ÔgÊeÍpÉ�Ê�ÍÁÞLÙ&ßÒÓ × ßLìpåPËJÔ�Í2Õ ápåPåPÍ¤Ê�ÍÄÜÄÐgÈÏÍ�Ê � ÞPè>Ô�ß � åPËYÊ�ßyÍ¤ÑÒÕ�Ìpß � àòß¹àâË�è	Ù&ÓpåPÍÄÜ× ÈÏÍ¹ÊeßgÔÆÞLÍpÙ&Í¤ÞLã�ÔgÚ Í¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß �
¥ "+Ë �8���-�ç���­!��à® ° @B>�± ¿ >e´ 1 ´ÂÀ ¾ 1 3�¼�@8¶�´ · >�± 92á ?LµôµÖ»F>�± 9 ½e¿`Ã µh;p´ ½e¿Ïº Ä ´¾@&³â² 1 À 9 ¿�ÆÂ¿ >�¶ Ä1 C6À 9 ;�µ�´`µ ¿&· ; ³65 ¿ ²î´Ã3�µ 1 · UKW ¶ ¾ ´�>FÀ 5 ³â» 9 ¶�´>µ�´<;�µh; ³ ²h>�¶ ²E? ¾ 1­³ À ¾ ³	1 µ ¿ >�?Ï>�;Á³Á¶�´ ² ¿ >�¶ ²B? ·¾ ¶ ²	· ¾ >�±:@B? · ; ¾�¿ > 169 @B>�;F>e´`µ ¿ ; ³65 ¿ ²î´Ù3gµ 1 UKW

¿
± ¾6¿ C6¶�´¸Ð�? ¿ Æ Í�ÞLÕÒÐ&Ë�È æ Ó�Ë�Î Ô�ÍPÈ�ÞLÙ&ßÒí�Í�Ô�ápÉ�Í¤ÞLÕyÊ�Í�Õ�ápåPåPÍ�ÊeÍ¹þªé���ÑÒÍPÈâþÒé úªé

CTÈÏÍ ÖÛÓpåPÍ�ÔgÊgÈmÑÒá�ÞLÍpÙ&ãpåPËJÊ&Ù&ßÒÉ × ÈÏÍ8Ê&Ó�Ô�Ë�ÑLÊ&ØJÌPË�ÖÛÓ�Ê�ß � Í�ÔgÚ�Ê&Ø�Ù&ß � Í¤Ì × ßÒÙgÎ àâåPß � Ë�Î Ô�ÍPÈ�Ó
Ë�ÞÒÈ÷ÌPß × áªÜ>Êeß � åPË × Øràâß � É M Ü>Ê&Ó¤É�Ð&ßLåPápÉ T0

Ê�ß � Bkd-tree éxê � Ê&á"Ó1ÞLÍpÙ&ãpåPËJÊ&Ù&ßLÉ�Ø�åPåPË�ÖÛÍÑÒÍ�àâßÒÙgÎ¼;&Ë�ÈòÊeßgÔ�Ö �¤× çÄÙgßgÔpÈÅÖÛåPÕ�ÜòÊ�Ú>Ô�Í�Ô�Í�Ô�Ë�è	ÖÛËJÚ>Ô¹Ê&ÓpÉ�ðÒã¤Ö�Ó¤É©Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô)ù����»H�ÿ ÜâÓ�ßPÞLßªÎmÍöåPË
Ê&Ó�ÖÛËeÈÏÙ&ã�Ê&ÓpÉ æ ËJÑªÈ Ô�ã�ÑªÍpÈPÊ&ÓgÔ�Í�Ô�Í�Ô�ØJÚ	ÖÛÓ[Ê�Ú>Ô�Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPË�Ö�åPã�Ê�Ú>ÔoÊ&ÓpÉ�ßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤É�é	óôÈÏÍ�Í � Ê&Õ
ÊeßïÌPÕ × ßxÑÒÍ¤Ê&ã�Ê&Ó�Ô�ËJÞÒÈmÌPß × áöÊ&ÓpÉUÞLÍpÙ&ÍpåPØJÊ&Ù&ß � ÜòÞLÙ&Ø�ÞLË�ÈòÔ�ÍyÌPãgðÒß � åPË � ÞLÕ 
 ÓgÔyÊ&Ó�Ô�ÐgÈÏÍ�àâØ�Ö�ÈÏåPÓ� ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒáÆÈÅÖ�çÄìÄÜLÊeÍ¬Ë�ÞÒÈ à � åPÓ¤Ê&ã�ÐgÈÏÍpÖ�Ê&ápåPÍ¤Ê�Í�Í�Ô�Í�Ô�Ø�Ú	ÖÛÓpÉ�Ê&Ó¤ÉoßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷Ó¤Ö�Ó¤É�ÜÒÑªÍgàâè	É ÑÒÍPÈ
ÊeßyåPØ × ËràâßLÉ�Ê&Ó¤É�Ê&ÙgØ�çñß � ÖÛÍpÉ�Ë�íâÍ¤ÙgåPß × ápÉgé
� L³½ j UÁh<kTPVWdP1Qsh>{Åo H ab_#Q`UtqZ[Gf�W&PlQtP
óÝÈmÍïÊ&ÓgÔ�åPØJÊ&Ù&ÓpÖÛÓyÊ&ÓpÉÆÍ¤ÞLÕLÐ&ßLÖ�Ó¤ÉÁÊeß � ÞLÙ&ß¤Ê&ËeÈ Ô¤ÕLåPËrÔ�ß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � çñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈÏá�àâÓ¤ÑÒÍ�Ô

Ð&ìpßBÊ&Ë�çªÔ�Ó¤Ê&ãÁÖÛì�Ô�ßgÌPÍÆÐ&Ë�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô ¹ Dset1 ÑÒÍPÈ Dset2 º ÑªÍpÈñØJÔ�ÍÁÞLÙ&Í × åPÍ¤ÊgÈ÷ÑªÕ Dset3 é B ÍÆÐgì¤ßÊ&Ë�çÒÔ¤Ó�Ê&ã)ËeÎ Ô�ÍPÈ>ÐgÈÅÖÛÐgÈÏãpÖ�ÊeÍ¤Ê�Í × ÈÏÍTÔ�Í)ËJÞÒÈÅÊ&Ù&Ø 
 ß � Ô1Ê&Ó�Ô1ßLÞPÊgÈ÷ÑªßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓ�Ê�Ú>ÔTÍ¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPË�ÖÛåPã¤Ê�Ú>ÔªéB Ø�Ê�ßÒÈÅß � Ë�ÎÏÐ&ß � É ÖÛì�Ô�ßgÌPÍ[Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô[Ø�çñß � ÔoçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈ«Ó�àâËeÎ × ÈmÍYÊ&Ó�ÔoÍ æ ÈÅß�ÌpÕ × ÓpÖÛÓ[ÑÒÍPÈ�ã¤ÌpÌpÚ>Ô
Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåpÚ>ÔïùüH=�ÒÜlüPúªÜ �&ú¤ûgÿ éB ß Ö�ìgÔ¤ßgÌPß Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô Dset1 Ü[ÞLË�Ù�ÈmØ�çñË�È 1600 Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÏÍ ßÒÙ × ÍgÔ�Ú	åPØrÔ�Í Ö�ËZ��ßLåPãpÐ&Ë�ÉÐgÈÏÍpí�ßÒÙ&ËJÊgÈmÑLè>ÔTåPË × Ërà�è>Ôªé B ß�ÖÛì�Ô�ßgÌPßVÍ � Ê&ÕVçÄÚ	ÙgÎÅÖôÊ&Ó¤ÑÒË�Ö�Ë �)åPØ�Ù&Ó1Ê�Ú>ÔZ�pýpý1ÖÛÓpåPË�ÎmÚ>Ô"Êeß
ÑÒã�àâË�ØJÔ�Í�Ê � çñÍPÎmÍÄÜPÊeÍ�ßPÞLßÒÎÏÍ©ÞLÍ¤Ùgß � Ö�ÈÏã¤ÖôÊ&Ó¤ÑÒÍ�Ô[Ö�ÊeÍpÐgÈÏÍ�Ñªã¬Ö�Êeß�Ô�Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß�éFE�ã�àâË í�ßLÙ&ã¬ÞLß �
ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏã�;&Ë�Ê�ÍPÈLØJÔ�Í�åPØ�ÙgßLÉoÖÛÍ�Ô�Ë�ÈÅÖ�Í × Ú × á�Ô¤ØJÚ>Ô�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>Ô¬Ö�Ê&Ó�ðLãpÖÛÓ�ÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>ÔÒÜÄûpú�ÞLÍ¤Ùgã&ä
à � Ù&Í�ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßªÈmÕ�ÔgÊeß � ÖÛÍ�Ô©ÖÛË�Í � Ê&Õ�é B Í¬Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í�Ê&ÓpÉëÍ�Ô�Í�Ô�ØJÚ	Ö�Ó¤É�Ê&ÓpÉëßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉ
Êeß � ÞLÙ&ß¤Ê&Ë�È Ô�ÕÒåPËrÔ�ß � Ð � Ô�ÍpåLÈ÷ÑªßLìBÍ¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � ÜñÍ¤ÞLËeÈ÷ÑªßgÔpÎÇ;gßgÔ�Ê�ÍPÈ�ÖôÊ�ß � çñá¤åPÍ¹þªéÏûªé�	 � ÞPÚ	É�Ë�Î Ô�ÍPÈ
íâÍgÔ¤Ë�Ù&ÕVÖôÊ�ÍxÊ&åPápåPÍ�ÊeÍ (a) ÑÒÍPÈ (b) ß�Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉ�ÍgÔ¤Í × ÔgÚ	Ù�ÎÇ;gË�È>þ1ßLåPãpÐ&Ë�É�ÞLß � ÕPÞPÚ	É�í�ÍPÎ«äÔ�Ë�Ê�ÍPÈòßPÞPÊgÈmÑÒãöË�Î Ô�ÍPÈòÑÒÍPÈâÊ�ßxÖ�Ú	Ö�Ê&ÕöÍ¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍÄé � Ê�ßxÊ&åPápåPÍ (c) ÜîßÒÈòÞLã�ÔgÚ�Ð&Ë æ ÈmãyÑÒÍPÈòÑÒã¤Ê�ÚÍpÙgÈÅÖôÊ&Ë�Ù&ãÁßLåPãpÐ&Ë�É�ËrÔ�ßLÞLßÒÈÅßLì�ÔgÊeÍpÈkÜ�ßLÞLÕ�Ê&ËYÑÒÍPÈñÊ&Ë�ÌPÈmÑÒãÆí�Ê&ã�Ô�ß � åPËoÖôÊ�ß¹Ê&åPápåPÍ (d) Ü�ÕPÞLß � Ø�çÄß � ÔÍ�Ô�Í × ÔgÚ	ÙgÈÅÖôÊ&Ë�Î�Ö�Ú	Ö�Ê&ãÆßÒÈ(�BßLåPãpÐ&Ë�É�Ê�ß � Ö � Ô�Õ�Ìpß � éB ßÆÐgË�ì¤Ê&Ë�Ù&ßUÊ&Ë�çÒÔ¤Ó�Ê&ÕÁÖÛì�Ô�ß�ÌPßÆÐ&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>Ô Dset2 ÜªÞLË�ÙgÈÏØ�çÄËeÈ 2760 Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎÏÍ©ßÒÙ × ÍgÔ�Ú	åPØrÔ�ÍÖÛË]Ê&Ù&ËeÈÅÉ�Ñ � Ù�Ê&Ø�ÉëåPßÒÙ&í�ß�ÌPß × ÈmÑÒã©ÑÒÍPÈPåLÎÏÍ�åPÓ&ä Ñ � Ù�Ê&á�ßLåPãpÐ&ÍÄé�ê � Ê&Õ©Ê�ßUÖÛì�Ô�ß�ÌpßUçÄÚ	ÙgÎÅÖôÊ&Ó�ÑªË]ÖÛË\�
åPØ�Ù&ÓÄé B ß�ÞLÙ�è�Ê�ß�åPØ�ÙgßLÉ�ÞLË�ÙgÈÏË�ÎÅçñË 920 Ü�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍÄÜ�ËJÔgè ÊeÍ � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLÍs�BåPØ�ÙgÓ 460 é � ÊeÍ¤Ð�ÈmÍ¤ÑÒã
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Êeß¬ÑÒã�àâË åPØ�ÙgßLÉ�ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏã�;&ß�ÔgÊ�Í�Ô�ÖÛÍ�ÔYË�ÈÅÖ�Í × Ú × á�Ô�Ø�Ú>Ô�Ö�Ó¤åPËeÎmÚ>ÔÒÜPÖ�Ê�ß�Ô�Í�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß�ÜÒßUßPÞLßÒÎ«ßLÉ
ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßÒÈ«ßLìpÖÛËGHJ�ÁÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í©Ö�Ê�Í¬Ô�Ø�ÍUÖ�Ó¤åPËeÎÏÍ¬ÑÒã�àâËYí�ßLÙgãªé � Êeß � çñápåPÍUþªéÇ�ÄÜñÍ¤ÞLË�ÈmÑÒß�Ô¤Î¼;&Ë�Ê�ÍPÈ
ÊeÍÆÍ�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�ÍUÊ�ß � Ð � Ô�ÍpåLÈ÷ÑªßLì¹Í¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPß � é�	 � ÞPÚ	É�í�ÍPÎ Ô�ËJÊeÍPÈñÖ�Ê�ÍUÊ&åPápåPÍ¤Ê�Í (a) ÑÒÍPÈ (b) Üß8Í¤Ì × ÕÒÙgÈ àâåPßÒÉïÍ�Ô�Í¤ÑÒÍ¤Ìpì¤ÞPÊ&ËeÈ>ÊgÈÅÉïÐ&ìpß8ßLåPãpÐ&Ë�Égé � Ê&ÓVÖ � Ô¤Ø�çñË�ÈÏÍ�ÖôÊ�ÍTÊ&åPápåPÍ¤Ê�Í (c) Ü (d) ÑÒÍPÈ
(e) ÜÄÍ�Ô�Í × ÔgÚ	ÙgÎ¼;&ß�ÔgÊeÍPÈ�Ö�Ú	Ö�Ê&ãÁßÒÈñûÁÑ � Ù&Ê&Ø�É�ßLåPãpÐ&Ë�É�ÑªÍgàâè	ÉYÑªÍpÈñÓÆåLÎÏÍÆåPÓgä Ñ � Ù�Ê&áÄé � Ë[Í � Ê&Õ¹Ê�ßÖÛÓpåPËeÎÅß�ÜpÍ¤íâÍPÈmÙgßLì�ÔgÊ�ÍPÈ 460 ÖÛÓpåPË�ÎÏÍoÍ¤ÞLÕ�Ê&Ó ðÒã¤Ö�ÓoÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒÜpÑÒÍPÈ�Ë�ÑLÊ&ËJÌPËeÎ Ê�ÍPÈ¤ÓYÐ�ÈmÍpÐgÈmÑÒÍpÖ�ÎÏÍ[Ê�ß �Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒßLìxÍ¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � Ü�ÞLß � Í�ÔgÊgÈÏåPËJÊ�Ú�ÞÒÎ¼;&ËeÈõÊgÈÅÉBÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíâØ�ÉÆÖÛÓpåPË�ÎmÚ>ÔÒÜ�ÍpÙ&ç�ÈmÑÒßPÞLßªÈ÷è>Ô�Ê�ÍpÉsH��
ÞLÍpÙ&ã�à � Ù&Í©Ö�Ê�Í©ÐgÈÏÍ × ÙgÍ¤íâÕLåPËrÔ¤Í©ÖÛÓpåPËeÎmÍÄé�C1ËJÊ&ã©Ê�ßÆÊ&Ø�ÌpßÒÉgÜªÊ&Ó¤ÉoÐgÈÏÍ¤Ð�È÷ÑªÍ¤ÖâÎmÍpÉYÊ�ÍUÍ¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í
Êeß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � Í¤ÞLË�ÈmÑÒß�Ô¤Î¼;&ß�ÔgÊeÍPÈ�ÖôÊ�ßyÊ&åPápåPÍ (f) ÜñÊ�ß � � çñá¤åPÍ¤ÊeßLÉ¬þªéü�B ßÁÖÛì�Ô�ß�ÌPßÁÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>Ô Dset3 Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpËeÎPØrÔ¤Í�åPØ�Ù&ßÒÉëÊ�ß � ÐgÈÏÍ × Ú>Ô¤È«ÖÛåPßLì KDD 1999 ù«üpû�ÿ ÜÑÒÍPÈÄØ�çñËeÈÒÑªÍ�ÊeÍpÖ�ÑÒË � ÍpÖ�Ê&ËeÎLÊeß 1998 Í¤ÞLÕÆÊeß DARPA Intrusion Detection Evaluation Pro-
gram Ö�Ê�ß MIT Lincoln Labs é � Ö�ÑªßPÞLÕLÉ¬Ë�ÑÒË�Î Ô�ß � Ê�ß � ÞLÙ&ß × Ù&ãpåPåPÍ¤Ê�ßÒÉ�á¤Ê�Í�ÔUÓ¹Ë�ÞÒÈÅÖ�ÑÒÕLÞLÓ&äÖÛÓ©Ê&ÓpÉYØ�Ù&Ë � Ô�ÍpÉ[Ö�Ê&Ó�Ô�Í�Ô¤ÎÅçªÔ�Ë � ÖÛÓÁÐgÈÏÍpÙ&Ù&á æ Ë�Ú>Ô � ÞLßgÌPß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑLè>ÔÆÖ � Ö�Ê&ÓpåPã¤Ê�Ú>ÔÒÜÒêYÞLÕ¹Í � Ê&ÕÆÊeß
ÖÛì�Ô�ß�ÌPßïçñÙ&ÓpÖ�ÈÏåPßPÞLßÒÈÏá�àâÓ¤ÑÒÍ�ÔBÊ�ÍyÞLÙ�è�ÊeÍ 100000 ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍªé B Í 77888 Í¤ÞLÕïÍ � Ê&ã�Ø�çÄß � ÔyçÄÍgäÙ&Í¤ÑLÊ&ÓpÙgÈ«Ö�Ê&Ë�Î�ÖÛÍ�Ô normal ËJÔgè ÊeÍ � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLÍ 22112 Ü�ÖÛÍ�ÔÆËJÞÒÈ àòØ�ÖÛËeÈÅÉ�Ö�ÊeÍ¹Ö � Ö�Ê&ápåPÍ¤Ê�ÍUÊ&ì¤ÞLß �
Denial of Service (DoS) éñê[ÞLÕ�ÊeÍ 42 çñÍ¤ÙgÍ�ÑÒÊ&Ó¤Ù�ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒã�çÄÙgÓ¤ÖâÈmåPßLÞLßÒÈÏágàòÓ�ÑªÍgÔÆÊeÍ 37 Í¤Ù�È àâåPÓgäÊgÈmÑÒãÄéïê�í�ßLìxÊ�Í1Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ¤ÍxÍ�Ô�Í¤ÑÒÍ¤Ê&Ë�ì¤Ê&Ó¤ÑÒÍ�ÔÒÜ�çªÚ	Ù�ÎÅÖ�Ê&Ó¤ÑÒÍ�Ô"ÖÛË#��ý1åPØ�Ù&ÓxåPË 10000 Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍÊeß�ÑÒÍ�àâØrÔ�ÍÄé B ßöÑÒã�àâË¬åPØ�Ù&ßLÉ¬ÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖ�Ê&Ó¤ÑÒË�Ö�ÊeÍpÐgÈÏÍ�Ñªã�ÖôÊ�ß�Ô¹Í�Ì × ÕLÙgÈÅàâåPß�ÜòÖÛÍ�ÔBË�ÈÅÖÛÍ × Ú × Ø�É
Ô�Ø�Ú>Ô�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>Ô�ÖôÊ&ÓTðÒãpÖÛÓVÐ&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒé�óôÈÏÍVÔ¤Í�Í æ ÈÅß�ÌPß × ápÖÛß � åPË"Ê�Í�Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í)Êeß �
Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒßLì�Í�Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � àòÍTÊ�Í)Ö �¤× ÑÒÙgÎ Ô�ß � åPËyåPË�Í � Ê&ãTÊ�ß � Ö�Ê�Í¤ÊgÈmÑÒßLì UKW Ü>Õ¤Ê�Í�ÔTË�í�ÍpÙeäåPÕ ;gËJÊ�ÍPÈõÖ�Ë©ß�ÌPÕPÑLÌPÓpÙ&ß1Ê�ß1ÖÛì�Ô�ßgÌPß1Ð&Ë�ÐgßLåPØrÔgÚ>ÔªéÁ�	íâÍpÙ&åPÕ ;&ß�ÔgÊeÍ¤ÉÁÊeß�Ô�Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPß UKW ÖÛËß�ÌPÕPÑLÌPÓpÙ&ßÁÊ�ßÆÖÛì�Ô�ß�ÌPßÁÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>Ô¬åPËê�»H¬ÍpÙ&ç�ÈmÑÒã©ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍªÜPÍ � Ê&ÕLÉëÑÒÍ¤ÊeÍ�ÌPá × Ë�ÈÒÖÛË þ�ßLåPãpÐ&Ë�ÉgÜ
Í¤ÞLÕ�ÊgÈÅÉïßPÞLßªÎmË�É"åLÎÏÍ)ÞLË�ÙgÈÏØ�çñË�È 22087 ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍVÊ&ì¤ÞLß � DoS é � È � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLË�É"Ø æ È�ÞLË�Ù�ÈmØ�çñß � ÔÍ¤ÞLßPÑLÌPËeÈÅÖ�ÊgÈmÑÒã1Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍ1Ê&ì¤ÞLß � normal ÜÝËJÑÒÊ&ÕLÉ�Í¤ÞLÕTåLÎÏÍ"ÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çñË�ÈôÑÒÍPÈ 24 DoS Ü�Ö�ÊeßÒÈ«äçñË�ÎÏÍÄé Æ Ë�íâÍpÙ&åPß × áÆÊeß � Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒßLì¹Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � Ü�Í¤ÙgçñÈmÑÒßLÞLßÒÈmè>ÔgÊ�ÍpÉ¬ü¹ÞLÍ¤Ùgãgà � ÙgÍ©ÑªãgàòËYíâßLÙ&ã
ÞLß � ËJÞLË æ Ë�Ù × ã�;&Ë�Ê�ÍPÈÝØrÔ�Í"Ô�Ø�ßTÊ&åPápåPÍÄÜ�ÑÒÍ¤ÊeÍ�ÌPá × Ë�ÈÝÖÛËBúpúïßÒåPã¤ÐgË�É�é�	 � åPßÒÈÏÍïÞLã¤ÌLÈ � ÞLãpÙ&çñËeÈôåLÈÏÍ
ßLåPãpÐ&Í¬åPË 22087 Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍ©Ê&ì¤ÞLß � DoS ÜPËJÔgè�ßÒÈ � ÞLÕgÌPßÒÈmÞLË�ÉYßLåPãpÐ&Ë�É ÞLË�ÙgÈÏØ�çñß � Ô�Í¤ÞLßPÑLÌPË�È«Ö�ÊgÈmÑÒãÖôÊ�ßÒÈÅçñËeÎmÍyÊ&ì¤ÞLß � normal ÜòËJÑLÊ&ÕÒÉÁúJ��Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎÏÍ�Ê&ì¤ÞLß � DoS ÞLß � Ë�Î Ô�ÍPÈòÐgÈÏÍpÖ�ÑÒßLÙ�ÞÒÈ«ÖÛåPØrÔ�Í�ÖÛËt�ßLåPãpÐ&Ë�ÉgéZ	 � ÞPÚ	É�ËeÎ Ô¤ÍpÈÝÞLÙ&ßÒí�Í�Ô�Ø�É�ÓTÐ � Ô�ÍpåLÈmÑÒáTØJÑÒÐgßLÖÛÓ1Ê�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎÅàâåPß � ÑÒÍ¤Ê�Í¤ÌPá × ËeÈ>ÖÛË¹åLÎÏÍ
ßLåPÍpÐ&ßLÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓ�åPË�Ê&Ó�Ô)ÎmÐ�ÈmÍ�í � Ö�ÈmÑÒáVÍ�Ô�Í¤ÞLÍpÙ&ãpÖ�ÊeÍpÖÛÓ1ÞLß � ËJÞÒÈÅÊ ��× çñã�Ô�Ë�È ÓVßLåPÍpÐ&ßPÞLßªÎ«ÓpÖÛÓVÊeß �
ÖôÊ�Í¤ÊgÈmÑÒßLì UKW éB Ø�ÌPßLÉgÜ × ÈÏÍ�Ö �¤× ÑªÙgÈ ÊgÈmÑÒßLìpÉ¬ÖÛÑÒßPÞLßLìpÉ�åPË�ÊgÈÅÉ¬Ë�Ù × ÍpÖ�ÎÏË�É¹ù÷ü��ªÜ �&ú¤û�ÿ Ü�ËJÑLÊ&Ë�ÌPØ�Ö�Ê&Ó¤ÑÒÍ�ÔUÑÒÍPÈ�ÞLË�È«ä
Ù&ÍpåPÍ¤ÊgÈmÑÒØ�ÉÁåPË�Ê&Ù&ápÖÛË�ÈÅÉ©Ê&ÓpÉÁËJÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�ÖÛÓpÉ (Speedup) ÜõÞLß � Ë�ÞÒÈ Ê �¤× çÄã�Ô�ËeÈõß"Ð � Ô¤Í¤åLÈmÑÒÕÒÉÆÍ�Ì × Õ¤äÙgÈÅàâåPßLÉ�é�óÝÈmÍYÊ�ß�ÖÛÑÒßPÞLÕ�Í � Ê&Õ[ÑÒÍ¤Ê�ÍpÖ�ÑÒË � ãpÖôÊ&Ó�ÑªË&ÜgÊeß�ÖÛì�Ô�ß�Ìpß�ÐgË�Ð&ßLåPØJÔgÚ>Ô Dset4 Ü�ÞLß � ÞLË�ÙgÈÏØ�çñË�È
100 Ê � çÄÍPÎÏÍ¬Ð�ÈmÍpÖ�ÑªßLÙ�ÞÒÈÅÖÛåPØJÔ�Ë�É[ßLåPãpÐ&Ë�ÉoÖ�ÊeßÆÐgÈÏãpÖ�Ê&ÓpåPÍ [10, 200]10 éFE�ã�àâË�ßLåPãpÐ&Í©Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPËeÎ Ê�ÍPÈÍ¤ÞLÕ 1000 ÖôÊ�ßÒÈ«çÄËeÎÏÍoÞLß � Ø�çñß � Ô ÌPÓpí�àâËeÎ&Ð&ËeÈ × åPÍ¤Ê�ß�Ìpß × ÈmÑÒã�Í¤ÞLÕ�åLÈmÍYÑÒÍ�Ô�ß�Ô¤ÈmÑÒáYÑÒÍ¤Ê�Í�Ô�ßLåPá[åPË	ÐgÈÏÍgäÖ�ÞLßÒÙ&ã�ÖÛË�ÑÒã�àâË�ÐgÈÏãpÖ�ÊeÍpÖÛÓ�ØrÔ�Í�Ô�Ê � çñÍpÎ«ßUÍpÙgÈÅàâåPÕÁÖ�ÊeßUÐ�ÈmãpÖôÊ&Ó¤åPÍ [1, 3] é>óôÈÏÍ�Ô¤Í � ÞLßgÌPß × ÎÅÖÛß � åPËÊeß (Speedup) Ü>åPË�Ê&Ù&ápÖÛÍpåPËÁÊ�ß�Ô � ÞLß�Ìpß × ÈÅÖ�ÊgÈmÑÒÕ�çñÙ&Õ�Ô�ßVÞLß � çñÙ&ËeÈmã�;&Ë�Ê�ÍPÈ�ßVÖ�ÊeÍ¤ÊgÈ÷ÑªÕLÉ�Í�Ì × Õ¤äÙgÈÅàâåPßLÉ × ÈÏÍ¬Ô¤ÍUË�ÞLÍ�Ô�ËJÑLÊ&Ë�ÌPË�Ö�Ê&ËeÎÒÖôÊ&Ó�Ô¬ÍgÔ¤ÍgÔ¤ËJÚ	åPØrÔ¤Ó�ðÒãpÖÛÓ©Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔUÑÒÍPÈÒÊeßBÖ �¤× ÑÒÙgÎ Ô�ÍpåPË åPË
ÊeßyçñÙ&Õ�Ô�ßyÞLß � çñÙ&Ë�ÈÏã�;&ËJÊeÍPÈÛß�Ð � Ô�ÍpåLÈmÑÒÕLÉ¬Í¤Ì × ÕLÙgÈÅàâåPßLÉ�ÜB Í©Í¤ÞLß�Ê&Ë�ÌPØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í¬Í�ÞLËeÈmÑÒß�Ô¤Î¼;&ß�ÔgÊ�ÍPÈªÖ�Ê�Í � çÄápåPÍ¤Ê�ÍUþªé¼�ªÜPÑÒÍPÈªþªé¼Hªé>óôÈÏÍ�Ê&Ó�Ô�ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ�Ê�Ú>Ô
ËeÈÅÖÛÍ × Ú × è>ÔÁÔ�Ø�Ú>Ô¹Ö�Ê�ßªÈÅçñË�ÎmÚ>Ô ¹ � çñápåPÍBþªé¼��º�ÜÛß�Ð � Ô�ÍpåLÈ÷ÑªÕLÉ¬Í¤Ì × ÕLÙgÈ àòåPßLÉ�ÑÒÍ¤ÊeÍ¤íâØ�Ù{Ô¤Ë�ÈñÔ¤Í¹Ë�Î Ô�ÍPÈåPØ�çÄÙ�È¤ÑÒÍPÈ 906.96 íâßLÙ&Ø�É × Ù&Ó × ßLÙ&Õ¤Ê&Ë�ÙgßLÉëÍ¤ÞLÕ�Ê�ß�Ô�Ö�Ê�Í¤ÊgÈmÑÒÕ©Õ�ÊeÍ�ÔYÖ � å�ðÒÍpÎ Ô�ß � ÔÎ�{ýpý�Ë�È«ÖÛÍ × Ú × Ø�ÉÖôÊ�ßÒÈÅçñËeÎ÷Ú>Ô¹ÖÛË[åLÎÏÍ©ðÒã¤Ö�ÓÆÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÆåPË × Øràòß � É 90000 Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>ÔÒé]óôÈÏÍ¹åPË × Í¤ÌPì�Ê&Ë�Ù&ßBÍpÙgÈÅàâåPÕËeÈÅÖÛÍ × Ú × è>Ô 1000 Ü Ó�ËJÞÒÈÅÊ&ã¤ç � Ô�ÖÛÓ�ÞLÍpÙ&ÕgÌPß�ÞLß � Ë�Î Ô�ÍPÈ]åLÈmÑÒÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&Ó 92.414 Ü]Ð&ËeÎÅçªÔ�Ë�È Ô�Í�Ë�Î Ô�ÍPÈÍ�Ô�ã¤ÌPß × Ó�Êeß � ÌPÕ × ßUÊ�ß � Í¤Ù�È àâåPßLì�Ê�Ú>Ô[ËeÈÅÖÛÍ × Ú × è>Ô[ÞLÙ&ßÒÉ�Ê�ßUåPØ × ËràâßÒÉ�Ê&Ó¤É ðÒãpÖÛÓpÉ�Ð&Ë�Ð&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒé� Ê&Ó�Ô�ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓ�Ê�Ú>Ô�ÐgÈÏÍ × Ù&ÍpíÛè>Ô�Ö�ÊeßÒÈÅçñË�ÎmÚ>Ô ¹ � çñápåPÍ¬þªéÇH=º>ßÒÈÒËJÞÒÈ ÊeÍpçÄì�Ô�Ö�Ë�ÈÅÉ ËeÎ Ô�ÍPÈPÍ¤ÑÒÕLåPÓåPË × Í¤ÌPì¤Ê&Ë�Ù&Ë�Égé�óôÈÏÍ�ÞLÍpÙ&ãpÐ&Ë�È × åPÍÄÜîÕ¤Ê�Í�Ô�ÊeßïåPØ × ËràòßLÉUÊ&Ó¤É�ðÒãpÖÛÓpÉ©ËeÎ Ô¤ÍpÈ 900100 Ó�Ë�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô�Ö�Ó
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í�Ê&ãgÔ¤Ë�ÈõÊgÈ«ÉBÊgÈÏåPØ�É 2445.23 ÑÒÍPÈ 148.934

× ÈÏÍ 100 ÑÒÍPÈ 1000 ÐgÈÏÍ × Ù&Ípí�Ø�ÉBÍ�ÔgÊgÎÅÖôÊ�ßÒÈÅçñÍÄés	 � ÞPÚ	ÉË�ÞÒÎÅÖÛÓpÉ�í�ÍPÎ Ô�Ë�Ê�ÍPÈ�ÑÒÍPÈâÖ�ÊeßyÖ�çÄápåPÍ¹ÖôÊ&Ó�ÔUÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓyÍ � Ê&áBÓBËJÞÒÈÅÊ&ã¤ç � Ô�ÖÛÓBÐ&ËrÔ¹Ë�Î Ô�ÍPÈâåPß�Ô�Õ¤Ê�ß�Ô�Ó
Ú	ÉÁÞLÙ&ßÒÉ¹Ê�ß1åPØ × ËJàâßLÉÆÊ&ÓpÉ¬ðÒã¤Ö�Ó¤ÉÆÍpíâßLìïË æ Í¤Ù&Ê&ã�ÊeÍPÈòÑÒÍPÈ�Í¤ÞLÕ1Ê&ÓgÔ�åPËJÊeÍ&ðÒß�ÌPáöÞLß � Ë�ÞÒÈmíâØ�Ù&ß � Ô
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� L�G e°´�WpabU:kToVf�W&P1QRP r)e°´#SVUÁhnfIf�_pkTo
� ÈâÖ�ì × çñÙ&ß�Ô�Ë�É�ðÒãpÖÛË�È«É¬Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔÒÜòÖ ��× ÑÒËJÔgÊ&Ù�è>Ô�ß � ÔyÐ&Ë�Ð&ßÒåPØrÔ�ÍyåPË¬Ë�ÑLÞPÌPÓ�ÑÒÊgÈ÷Ñªã × Ù&á × ß¤ä

Ù&ß � É�Ù � àâåPßLìpÉgÜ × ÈÏÍ ÞLß�Ìpì ËJÑLÊ&ËJÔ�Ë�ÎÅÉ�çñÙ&ß�Ô¤ÈmÑÒØ�É�ÞLË�ÙgÈÏÕLÐ&ß � É�é ê � Ê&Õ Êeß × Ë × ßgÔ¤ÕLÉgÜ�Ø�çñË�È ÐgÓ&ä
åLÈÅß � Ù × ápÖÛËeÈñÔ�Ø�Ë�É�ÞLÙ&ßLÑLÌPá¤Ö�Ë�ÈÅÉ × ÈÏÍ¹Ê&Ó�ÔÁË æ ÕLÙ �¤æ Ó¹ÞPÌPÓpÙ&ßLí�ßÒÙgÎÏÍ¤É�é
CTÈÏÍ¹Ê&Ø�Ê�ßÒÈÏÍÆÞLÙ&ÕLÑLÌPÓ¤Ö�Ó¹Ë�Î Ô�ÍPÈ
ÓxÍgÔ¤ã�ÞPÊ �pæ ÓxÍ¤Ì × ßLÙ�Î àâåpÚ>ÔöÞLß � Ø�çñß � ÔïÊ&Ó�ÔïÐ � Ô�Í¤Ê&Õ�Ê&Ó¤ÊeÍªÜ�Ô�ÍïÞLÍpÙ&Í¤ÑÒß�ÌPß � àâápÖÛß � ÔïÊ&Ó�ÔöÍ¤ÌpÌPÍgä× áVÖôÊ&ÓgÔTßLåPÍpÐ&ßPÞLßÒÎ÷ÓpÖÛÓ)Ê�Ú>Ô)Ð&Ë�Ð&ßLåPØrÔ�Ú>ÔTÑªÍgàâè	ÉöÍ � Ê&á)Ö � å�ðÒÍPÎ Ô�Ë�È>ÖôÊ�ÍpÐgÈÏÍ¤ÑÒãÄé � Ë�Í � Ê&Õ�Êeß
ÑÒË�í�ã¤ÌPÍPÈÅßÆÞLÍpÙ&ß � Ö�ÈÏãpÖÛÍpåPË åLÈÏÍ©Ë�ÞLØJÑLÊeÍpÖÛÓ¬Êeß � Í¤Ì × ßLÙ�Î àâåPß � UKW Ü × ÈÏÍÁÐ � Ô�ÍpåLÈ÷ÑªØ�É ðLãpÖÛËeÈÅÉ[Ð&ËiäÐ&ßÒåPØrÔgÚ>ÔÒÜñÞLß � ËrÔ�Ö�Ú	åPÍ¤Ê�è>Ô�ËeÈªÊ&ÓÆÐ&ßLåPá¹Ð&ËeÈmÑLÊ�ßLÐgÕ�Ê&ÓpÖÛÓpÉ Bkd-tree é-��ÞÒÈmÞPÌPØ�ß�ÔUÞLÍpÙ&ß � ÖâÈmãpÖÛÍpåPË
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àâË�Ú	Ù&Ó¤ÊgÈmÑÒã8Í�ÞLß¤Ê&Ë�ÌpØ�ÖÛåPÍ¤Ê�Í × ÈÏÍ8Ê&Ó�Ô�ÞLß�Ì � ÞPÌPßPÑªÕ�Ê&Ó¤ÊeÍ�çÄËeÈÏÙ&Õ¤Ê&Ë�Ù&ÓpÉ1ÞLË�ÙgÎmÞPÊ�Ú	ÖÛÓpÉ"Êeß � Í¤Ì × ß¤ä
ÙgÎÅàâåPß � é B ÍTÞLËeÈmÙgÍ¤åPÍ¤ÊgÈmÑÒã)Í¤ÞLß¤Ê&ËJÌPØ�Ö�åPÍ�ÊeÍÄÜ�Í�Ô�Ø�Ð&Ë�È æ Í�ÔxÊ&Ó�Ô)È÷ÑªÍgÔ¤Õ�Ê&Ó¤ÊeÍTÊ�ß � Í¤Ì × ßLÙgÎ àòåPß � Ô�Í
Í�Ô�Í�Ô�Ë�è>Ô�Ë�ÈÛÊ�ßöÍ¤ÞLß¤Ê&ØJÌPË�ÖÛåPÍ¹Ê&Ó¤É�ßÒåPÍ¤ÐgßPÞLßÒÎ«ÓpÖÛÓpÉUåPË�åPË × ã¤ÌPÓ¹Í¤ÑÒÙgÎ«ðÒË�ÈÏÍÄÜ�ËJÞÒÈ Ê �¤× çñã�Ô�ß�ÔgÊ�ÍpÉ�ÊeÍ � ä
Ê&Õ¤çñÙ&ß�Ô�ÍxË�ÞÒÈ Ê&ãpç � Ô¤ÖÛÓïÖÛËÆÖÛçñØ�ÖÛÓöåPËÁÊ&ÓïÖ�ÊeÍ¤ÊgÈ÷Ñªá"ØJÑªÐ&ßLÖÛÓÄÜôÞLß � Ë�Î Ô�ÍPÈôÖ �¤× ÑªÙgÎÅÖ�ÈÏåPÓ"åPËÆÍ � Ê&Ø�É
ã¤ÌpÌpÚ>ÔUÞLÙ&ßÒÖÛË ×ñ× ÎÅÖÛË�Ú>Ôïù � �ÒÜlü=�gÿ é
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• Resilient Back Propagation (RPROP) [120],

• Improved Resilient Back Propagation (iRPROP) [72],

• Scaled Conjugate Gradient (SCG) [102],

• Adaptive On–Line Back Propagation (AOBP) [94],

• Back Propagation with Variable Stepsize(BPVS) [97],�,ý��4��ò@ô�+Zýxñ��Jý)�!ò@ø��}ÿ%ò�ôzývó(�4�'ø#ò��vò/6%÷�ñ]ò@ï�%��Jý.�J÷	�vð#ôzð%ï#ð�� þ òmö>óúñ��4%��®ÿ ôzý��%óúý!þ��lý�ö�%@ð
ñ?� Å ù��ýxô]þHôzývöJò/6�ò%ô�+��vò"ð#ôzð§þúòG�!ðgô��4���vðgý!þ��lý
8
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ÿ%ý Å ���®ÿ@óúñ
��ö%þHñ
� Å ò�ý}ñzôzò#ó öJý.%��J÷@ñ]ò%ÿ2� ó ò 300

ôzý.�>ó(+zöJð Å ü�6]ñ]ò#ó
�}ôzývó��vò�ò�9>óNð>ï#ð��lû�:1÷@ñ]ý ÷ò@ô�+zöJð
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FNNs

�L�vðG�&%%ÿ%ð%ï'ð4ýxï����Q�¥ð Å ôzò��Jð Å �/ó(��'Jý)�!ò#óQ���!ð>ÿR@
þ ÿ@ò%ñ§ò é �ª���
S z £Ps*x�|F��«MvKØ��KÖ�x ÝEr}x z x����{|F�{u3 %%ÿ%ð>ï#ð"ýxï����Q�¥ð Å Km� è � Km� è � Km� è � Km� è�¬ K�� è�­ Km�����

RPROP
mean 75.60 86.63

~oà|Ñ`¬oÐ
79.07 73.95 92.19

std 0.39 0.96 2.20 2.48 1.13 2.28
max 76.21 88.87 66.04 85.76 75.85 94.55
min 74.76 84.34 57.58 73.67 71.57 87.51

iRPROP
mean 75.64 87.07 59.87

¬oÐ|Ñ�^�Ð
73.91

à|áKÑÇÐ1^
std 0.54 0.73 2.88 1.62 1.10 4.00
max 76.53 88.29 69.17 81.71 75.75 94.92
min 74.36 84.57 57.48 75.24 71.97 80.41

SCG
mean 77.46 85.77 62.51 79.07 73.57 92.45
std 0.77 0.80 4.74 2.13 1.61 1.49
max 79.05 87.09 71.15 84.38 76.16 94.77
min 75.76 83.64 58.54 72.61 69.62 89.82

BPVS
mean

¬KÒ�Ñ`~*¨
84.29 67.94 83.28 70.00 93.91

std 0.02 0.45 0.17 0.07 0.007 0.03
max 72.57 85.27 68.08 83.34 70.01 93.99
min 72.49 84.06 67.72 83.17 69.99 93.86

AOBP
mean 73.69

Ð�P|ÑÇÐ�P
71.68 83.10

�Kà|Ñ7�q¬
93.21

std 0.59 0.09 0.00 0.01 0.005 0.30
max 73.88 83.91 71.68 83.14 69.67 93.86
min 71.93 83.72 71.68 83.10 69.64 93.05

*,+ -/.10�.12M®�576/8�¯ è�°zè�° æxê,°#ë�° æ y I é ; æxA D è%á å è>ç>è'E A4°#AJI�æ¨ëOG
FNNs
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ç>â å ávê�± ; æ ; î
3 �!òS�&%%ÿ%ð>ï#ò�öJývöJðzø��äÿ��®ÿ0Km� è �?6�Km� è ��6]ñ]ò#ó/Km� è�­ 6?�vò�ö>þúñ�� Å ��ôzð Å ý}ñ]ôzò'ó öJý.%��J÷%ñ§ò>ÿ�ø#ým�>óõüø#ý):*+zöJð Å ü RPROP

ñ§ò'ó
iRPROP
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��ôzývó(�4�'ø#ò��vò/� Î ò�ö>þúñ�� Å ò�ýxñzôzò#ó öJý Å ø��äÿ@ò�ø#ý2�J÷�ø��;:YðzöJð SCG
6
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AOBP
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BPVS
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• Resilient Back Propagation (RPROP) [120].

• Improved Resilient Back Propagation (iRPROP) [72].

• Scaled Conjugate Gradient (SCG) [102].

• Adaptive On–Line Back Propagation (AOBP) [94]. :óúò,ñ
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S�ÔKÖ1£|ÝEr�Á2wyxPu 3 �F���Jû Î ò�9%ó ÿ�+zø#÷�� ÷o���!òD� è�è @�ý!ó(�4�'ø#ò��!ò �`&� Ó1Þ z vP�}s § ªP|F�{u Â�Ã�Ä*Å8Æ�ÇlÈ�É ÊDÇ(Ë�ÄIÌ4ÍjÎ�Ï Â�Ã�Ð�Ç"Ä*Ñ�Å5Æ�Ç�ÈFÉ Ò{Ó�Ï}Ô1Ç"Ä<Ñ�Å=Æ�ÇlÈ�É
Ó$r�ÞO£�Ú{vtá

RPROP 94.89 0.48 95.76 94.30
iRPROP 93.11 3.48 95.43 77.52

SCG 91.57 6.20 94.55 59.58
AOBP 91.84 3.07 93.44 76.06Ó$r�ÞO£�Ú{v�Ò

RPROP 95.09 0.49 95.96 94.12
iRPROP 93.85 1.16 95.71 91.35

SCG 90.56 8.26 94.48 59.73
AOBP 90.10 8.53 93.65 58.75Ó$r�ÞO£�Ú{v[P

RPROP 73.26 1.83 76.97 67.67
iRPROP 71.53 2.60 75.58 63.36

SCG 70.95 2.15 76.71 67.27
AOBP 70.83 1.52 75.03 68.07Ó$r�ÞO£�Ú{v ^

RPROP 74.99 2.74 78.93 65.55
iRPROP 70.97 3.75 78.35 63.29

SCG 68.88 5.37 86.39 57.79
AOBP 74.95 1.48 79.66 71.88
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' Albert Einstein (1879–1955)
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