
Πανεπιστηµιο Πατρων - Πολυτεχνικη Σχολη
Τµήµα Μηχανικών Ηλεκτρονικών Υπολογιστών

και Πληροφορικής

Αποδοτικοί αλγόριθµοι για την κατανοµή
ενέργειας σε ασύρµατα δίκτυα

∆ιδακτορική ∆ιατριβή

Σταυρος Αθανασοπουλος

Επιβλέπων: Χρήστος Κακλαµάνης, Καθηγητής

Πάτρα, Ιούνιος 2009





Αποδοτικοί αλγόριθµοι για την κατανοµή
ενέργειας σε ασύρµατα δίκτυα

∆ιδακτορική ∆ιατριβή

Σταυρος Αθανασοπουλος

Επταµελής Εξεταστική Επιτροπή:

Χρήστος Κακλαµάνης, Καθηγητής (Επιβλέπων)
Χρήστος Ζαρολιάγκης, Καθηγητής
Παύλος Σπυράκης, Καθηγητής
Εµµανουήλ Βαρβαρίγος, Καθηγητής
Ιωάννης Καραγιάννης, Λέκτορας
Σταύρος Κοσµαδάκης, Καθηγητής
Σωτήρης Νικολετσέας, Επίκουρος Καθηγητής

i



ii



Η εκπόνηση της παρούσας ∆ιδακτορικής ∆ιατριβής υποστηρίχθηκε µερι-
κώς από τη Γενικής Γραµµατείας ΄Ερευνας και Τεχνολογίας στα πλαίσια του
έργου 03Ε∆599 ‘‘Θεωρητική Ανάλυση και Πειραµατική Μελέτη Αλγορίθµων
για Ενεργειακά Αποδοτική Επικοινωνία σε Ασύρµατα ∆ίκτυα Τύπου Ad Hoc’’
(ΠΕΝΕ∆ 2003).

iii



iv



Αποδοτικοί αλγόριθµοι για την κατανοµή
ενέργειας σε ασύρµατα δίκτυα

Σταυρος Αθανασοπουλος

Περίληψη
Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, ασχολούµαστε µε Ϲητήµατα που

ανακύπτουν σε ασύρµατα δίκτυα επικοινωνίας, δηλ. δίκτυα που ϐασίζονται
σε τηλεπικοινωνιακή υποδοµή όπως τα κυψελικά δίκτυα κινητής τηλεφωνίας,
δίκτυα αυτόνοµων ασύρµατων εκποµπών όπως τα ασύρµατα δίκτυα τύπου ad
hoc, κτλ. Τα ασύρµατα δίκτυα επικοινωνίας διαφόρων τύπων έχουν εξελιχθεί
σηµαντικά τα τελευταία χρόνια. Ειδικότερα, τα ασύρµατα αδόµητα δίκτυα
(ή αλλιώς ασύρµατα δίκτυα τύπου ad hoc) έχουν προσελκύσει το έντονο εν-
διαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας λόγω των πολλών εφαρµογών που
έχουν κυρίως σε περιπτώσεις όπου δεν είναι δυνατή ή επιθυµητή η ολική ή
µερική κάλυψη µέσω υποδοµής µε ϐάση την ενσύρµατη δικτύωση (π.χ., επι-
κοινωνία σε δυσπρόσιτες ή αποµακρυσµένες περιοχές, ϕυσικές καταστροφές,
στρατιωτικές εφαρµογές, κλπ.).

΄Οπως και στα παραδοσιακά ενσύρµατα δίκτυα, σηµαντικό πρόβληµα
αποτελεί η εγκαθίδρυση σχηµάτων επικοινωνίας όπως διάδοση (broadcasting,
multicasting), επικοινωνία όλων µε όλους (gossiping, all-to-all communica-
tion), και επικοινωνία σε οµάδες (group communication). Για την επικοινω-
νία απαιτείται η κατανάλωση ενέργειας στους κόµβους του δικτύου και, λαµ-
ϐάνοντας υπόψη ότι τα αδόµητα ασύρµατα δίκτυα χρησιµοποιούν κόµβους
µε περιορισµένα αποθέµατα ενέργειας, είναι απαραίτητη η ορθολογιστική
χρήση αυτής της ενέργειας κατά την επικοινωνία. Αυτό µπορεί να σηµαίνει
ότι είναι επιθυµητή είτε η ελαχιστοποίηση της συνολικής ενέργειας που κα-
ταναλώνεται στους κόµβους του δικτύου για επικοινωνία ή η ελαχιστοποίηση
της µέγιστης ενέργειας ώστε να επιτυγχάνεται όσο το δυνατό µεγαλύτερος
χρόνος Ϲωής όλων των κόµβων του δικτύου. Στη διατριβή εξετάζουµε αλγόριθ-
µους για την εγκαθίδρυση διαφορετικών σχηµάτων επικοινωνίας σε αδόµητα
ασύρµατα δίκτυα όπου ϐασικό κριτήριο για την εκτίµηση της απόδοσής τους
ϑα είναι η κατανάλωση ενέργειας που επιφέρουν στο δίκτυο. Μοντελοποιούµε
τα δίκτυα µε ειδικά γραφήµατα και τα αντίστοιχα προβλήµατα επικοινωνίας
σαν προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης στα γραφήµατα αυτά.
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Τα αποτελέσµατά µας περιλαµβάνουν νέους αλγόριθµους που ϐελτιώνουν
προηγούµενα γνωστά σχετικά αποτελέσµατα και νέα κάτω ϕράγµατα. Με
κεντρικό στόχο την αποδοτική κατανοµή ενέργειας σε ασύρµατα δίκτυα, η
µελέτη µας έχει διττό χαρακτήρα: από τη µια πλευρά, ασχολούµαστε µε µε-
λέτη και ανάλυση ϑεµελιωδών προβληµάτων της Θεωρητικής Επιστήµης των
Υπολογιστών (όπως, π.χ., το πρόβληµα Κάλυψης µε Σύνολα). Τέτοια προ-
ϐλήµατα, και ειδικές περιπτώσεις τους, παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον
αφού χρησιµοποιούνται (µεταξύ άλλων) συχνά για τη µοντελοποίηση προβλη-
µάτων ενεργειακά αποδοτικής επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα. Επιπλέον,
προτείνουµε και αναλύουµε νέους αλγόριθµους για συγκεκριµένα σενάρια
επικοινωνίας σε σύγχρονα ασύρµατα δίκτυα. Από την άλλη πλευρά, µελετάµε
και εκτιµούµε πειραµατικά την απόδοση αρκετών αλγορίθµων και τεχνικών
(από τη ϐιβλιογραφία αλλά και νέων) για ενεργειακά αποδοτική επικοινωνία
σε ασύρµατα δίκτυα.
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Efficient algorithms for energy
allocation in wireless networks

Stavros Athanassopoulos

Abstract

In this dissertation, we study issues arising in wireless communication
networks, i.e., networks based on telecommunication infrastructure like
cellular wireless networks, networks of autonomous wireless transmitters
like ad hoc wireless networks, and so on. Wireless networks have received
significant attention during the recent years. Especially, ad hoc wireless
networks - for which unlike traditional wired networks or cellular wireless
networks, no wired backbone infrastructure is installed - emerged due to
their potential applications in emergency disaster relief, battlefield, etc.

Like in traditional wired networks, an important problem concerns the
establishment of communication patterns like broadcasting, multicasting,
gossiping, all-to-all communication, and group communication. Commu-
nication then requires energy consumption at network nodes, and given
that in ad hoc wireless networks energy is a scarce resource, it is of para-
mount importance to use it efficiently when establishing communication
patterns. In such a setting, it is usually pursued that either the total
energy consumed at networks nodes or the maximum energy consumed
at any network node is minimized so that the network lifetime is prolon-
ged as long as possible. Herein, we present and analyze - theoretically
and experimentally - algorithms for guaranteeing the establishment of va-
rious communication patterns in ad hoc wireless networks and evaluate
their performance in terms of their energy-efficiency. We represent the-
se networks using graphs and model the corresponding communication
problems as combinatorial optimization problems in such graphs.

Our results include new algorithms which improve previously known
relevant results as well as new lower bounds. Our main objective being
the efficient energy allocation in wireless networks, our study is of dual
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character: on the one hand, we study and analyze fundamental problems
of Theoretical Computer Science (like, e.g., Set Cover); such problems,
as well as special cases of them, are highly interesting since they usually
model energy-efficient communication problems in wireless networks. Fur-
thermore, we propose and analyse new algorithms for particular commu-
nication scenaria in modern wireless networks. On the other hand, we
experimentally study and evaluate several algorithms and techniques (bo-
th from the literature and new ones) for energy-efficient communication in
wireless networks.
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Κεφάλαιο 1

Συνεισφορά της διατριβής

Στα πλαίσια της παρούσας διδακτορικής διατριβής µε τίτλο ‘‘Αποδοτικοί
αλγόριθµοι για την κατανοµή ενέργειας σε ασύρµατα δίκτυα’’, ασχολούµα-
στε µε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα ή αλλιώς ασύρµατα δίκτυα τύπου ad hoc,
τα οποία τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί ϱαγδαία λόγω των ενδε-
χόµενων εφαρµογών τους σε στρατιωτικές επιχειρήσεις, στην αντιµετώπιση
έκτακτων καταστροφών, κτλ. [79].

Στα δίκτυα αυτά, σε αντίθεση µε τα παραδοσιακά κυψελικά δίκτυα, οι
κόµβοι, δηλαδή οι συσκευές που απαρτίζουν το δίκτυο, όπως κινητά τη-
λέφωνα, ϕορητοί υπολογιστές, αισθητήρες, κτλ., επικοινωνούν µεταξύ τους
ασύρµατα και δεν υπάρχει ενσύρµατη δικτυακή υποδοµή για την υποστή-
ϱιξη της ασύρµατης επικοινωνίας. Επιπλέον, οι κόµβοι διαθέτουν κάποιου
είδους µπαταρία, δηλαδή περιορισµένη ενέργεια και αποτελούν µέρος του
δικτύου όσο η ενέργειά τους δεν έχει εξαντληθεί. Εποµένως, τα δίκτυα αυτά
δεν έχουν συγκεκριµένη δοµή για αυτό λέγονται και αδόµητα ή ad hoc. Η
διατήρηση της ενέργειας των κόµβων σε τέτοια δίκτυα είναι εξαιρετικά σηµαν-
τική για την παράταση της διάρκειας Ϲωής των κόµβων και κατά συνέπεια και
του ολόκληρου του δικτύου.

Στα πλαίσια αυτού του σεναρίου ενδιαφέρουσες ερευνητικά προκλήσεις
σχετικά µε την αποδοτική κατανάλωση της ενέργειας που διαθέτουν οι κόµ-
ϐοι αφορούν αφενός στο σχεδιασµό, ανάπτυξη, ϑεωρητική ανάλυση και πει-
ϱαµατική αξιολόγηση αλγορίθµων οι οποίοι δεδοµένων των εγγενών χαρακτη-
ϱιστικών των δικτύων αυτών εξασφαλίζουν συγκεκριµένα σχήµατα επικοινω-
νίας µε χαµηλή κατανάλωση ενέργειας και αφετέρου στη µελέτη ϑεµελιωδών
προβληµάτων της ϑεωρίας γραφηµάτων: τέτοια προβλήµατα, και ειδικές πε-
ϱιπτώσεις τους, παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον αφού χρησιµοποιούν-
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ται (µεταξύ άλλων) συχνά για τη µοντελοποίηση προβληµάτων ενεργειακά
αποδοτικής επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα, τη διερεύνηση της υπολογι-
στικής τους δυσκολίας καθώς και των περιορισµών στην επίτευξη ϐέλτιστων
ως προς την κατανάλωση ενέργειας λύσεων. Μερικά από τα πιο χαρακτη-
ϱιστικά ϑεµελιώδη γραφοθεωρητικά προβλήµατα που έχουν χρησιµοποιηθεί
συχνά στη ϐιβλιογραφία για να συλλάβουν τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά προ-
ϐληµάτων επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα είναι το πρόβληµα Κάλυψης
µε Σύνολα (Set cover), το πρόβληµα εύρεσης Ελάχιστου Γεννητικού δέν-
δρου (Minimum Spanning Tree), το πρόβληµα εύρεσης δασών ή/και δέν-
δρων Steiner (Steiner Forest ή Steiner Tree), το πρόβληµα εύρεσης Συνόλου
Κυριαρχίας (Dominating Set), το πρόβληµα εύρεσης Ανεξάρτητου Συνόλου
(Independent Set) και πολλά άλλα.

Η συνεισφορά της παρούσας διδακτορικής διατριβής αναφέρεται και στις
δύο κατευθύνσεις που περιγράφονται παραπάνω, και αφορά στη µελέτη ϑε-
µελιωδών προβληµάτων της ϑεωρίας γραφηµάτων και παρουσίαση νέων ϐελ-
τιωµένων τεχνικών και αποτελεσµάτων, στην ανάπτυξη νέων, αποδεδειγµένα
αποδοτικών ως προς την κατανάλωση ενέργειας αλγορίθµων επικοινωνίας σε
ασύρµατα αδόµητα δίκτυα αλλά και στην πειραµατική σύγκριση και αξιο-
λόγηση αλγορίθµων για συγκεκριµένα δηµοφιλή σχήµατα επικοινωνίας σε
τέτοια δίκτυα.

Ειδικότερα, η συνεισφορά µας είναι συνοπτικά η εξής :

• Ασχοληθήκαµε µε το ϑεµελιώδες γραφοθεωρητικό πρόβληµα Κάλυψης
µε Σύνολα (Set Cover) και προτείναµε µια νέα τεχνική ανάλυσης συν-
δυαστικών αλγορίθµων µε χρήση γραµµικών προγραµµάτων [4] την
οποία στη συνέχεια εφαρµόσαµε για το πρόβληµα εύρεσης µέγιστου
γεννητικού δάσους αστέρων (spanning star forest) [6].

Συγκεκριµένα, στο Κεφάλαιο 2, µελετάµε το πρόβληµα κάλυψης µε σύ-
νολα και ενδιαφέρουσες παραλλαγές του. Παρουσιάζουµε νέους συν-
δυαστικούς προσεγγιστικούς αλγόριθµους για το πρόβληµα k-κάλυψης
συνόλων. Προηγούµενες προσεγγίσεις έχουν ϐασισθεί σε επεκτάσεις
του άπληστου αλγόριθµου µέσω αποδοτικού χειρισµού µικρών συνό-
λων. Οι νέοι αλγόριθµοι επεκτείνουν περαιτέρω τις προηγούµενες προ-
σεγγίσεις χρησιµοποιώντας την ιδέα του υπολογισµού µεγάλων οµάδων
στοιχείων και στη συνέχεια της οµαδοποίησής τους σε σύνολα µεγάλου
µεγέθους. Τα αποτελέσµατά µας ϐελτιώνουν τα καλύτερα γνωστά ϕράγ-
µατα προσέγγισης για το πρόβληµα k-κάλυψης συνόλων για κάθε τιµή
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του k ≥ 6. Η τεχνική που χρησιµοποιούµε για την ανάλυση παρουσιά-
Ϲει επιπλέον ανεξάρτητα ενδιαφέρον· το πάνω ϕράγµα για τον παράγον-
τα προσέγγισης επιτυγχάνεται ϕράσσοντας την αντικειµενική τιµή ενός
γραµµικού προγράµµατος η οποία ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης
του υπό εξέταση αλγορίθµου (factor-revealing linear program).

Στο Κεφάλαιο 3, παρουσιάζουµε έναν απλό αλγόριθµο για το πρόβλη-
µα εύρεσης µέγιστου δάσους γεννητικού αστέρα. Λαµβάνουµε υπόψη
το γεγονός ότι το πρόβληµα αποτελεί ειδική περίπτωση του συµπλη-
ϱωµατικού προβλήµατος κάλυψης συνόλου και προσαρµόζουµε έναν
αλγόριθµο των Duh και Fürer για την επίλυσή του. Αποδεικνύουµε ότι
ο αλγόριθµος αυτός υπολογίζει 193/240 ≈ 0.804-προσεγγιστικά δάση
γεννητικών αστέρων. Το αποτέλεσµα αυτό ϐελτιώνει ένα προηγούµενο
άνω ϕράγµα µε τιµή 0.71 των Chen και άλλων. Αν και ο αλγόριθµος
είναι καθαρά συνδυαστικός, η ανάλυσή µας ορίζει ένα γραµµικό πρό-
γραµµα που χρησιµοποιεί µια παράµετρο f το οποίο είναι επιλύσιµο
για τιµές της παραµέτρου f που δεν είναι µικρότερες από το λόγο προ-
σέγγισης του αλγορίθµου. Η ανάλυση είναι αυστηρή και, το ενδιαφέρον
είναι, ότι µπορεί να εφαρµοστεί και σε συµπληρωµατικές εκδοχές του
προβλήµατος κάλυψης συνόλου όπως η εξοικονόµηση χρωµάτων. ∆ίνει
την ίδια εγγύηση προσέγγισης µε τιµή 193/240 που οριακά ϐελτιώνει το
προηγούµενο γνωστό κάτω ϕράγµα των Duh και Fürer. Αποδεικνύουµε
επίσης ότι, γενικά, µια ϕυσική κλάση αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης
δε δίνουν καλύτερα από 1/2-προσεγγιστικά δάση γεννητικών αστέρων.

• Παρουσιάσαµε νέους αλγόριθµους για διατήρηση συνεκτικότητας και
για οµαδική επικοινωνία στην περίπτωση που οι κόµβοι του δικτύου
υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης [7].

Στο Κεφάλαιο 4, µελετάµε προβλήµατα επικοινωνίας σε ασύρµατα δί-
κτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης. Σε
τέτοια δίκτυα, δύο κόµβοι µπορούν να επικοινωνήσουν αν είναι αρκετά
κοντά και διαθέτουν κάποιο κοινό µέσο ασύρµατης διασύνδεσης. Η
ενεργοποίηση ενός µέσου ασύρµατης διασύνδεσης επιφέρει ένα κόστος
που αντανακλά την ενέργεια που καταναλώνεται όταν κάποιος κόµβος
χρησιµοποιεί το µέσο αυτό. ∆ιακρίνουµε µεταξύ της συµµετρικής και
της µη συµµετρικής περίπτωσης, µε ϐάση το κόστος ενεργοποίησης για
κάθε ασύρµατο µέσο διασύνδεσης είναι το ίδιο για όλους τους κόµβους
ή όχι. Για τη συµµετρική περίπτωση, παρουσιάζουµε έναν (3/2 + ε)–
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προσεγγιστικό αλγόριθµο για το πρόβληµα πλήρους διασύνδεσης µε
ελάχιστο κόστος ενεργοποίησης, ϐελτιώνοντας ένα προηγούµενο ϕράγ-
µα µε τιµή 2. Για τη µη συµµετρική περίπτωση, αποδεικνύουµε ότι το
πρόβληµα διασύνδεσης δεν είναι προσεγγίσιµο στα πλαίσια ενός παρά-
γοντα υπολογαριθµικού ως προς το πλήθος των κόµβων και παρουσιά-
Ϲουµε ένα λογαριθµικό προσεγγιστικό αλγόριθµο για µια γενικότερη
περίπτωση που µοντελοποιεί την οµαδική επικοινωνία.

• Επίσης, µελετήσαµε πειραµατικά αλγόριθµους για τον υπολογισµό απο-
δοτικών ως προς την ενέργεια δένδρων µετάδοσης (multicasting) σε
ασύρµατα αδόµητα δίκτυα, από τη ϐιβλιογραφία αλλά και νέους, µε
σαφώς ϐελτιωµένη απόδοση [6].
Στο Κεφάλαιο 5, µελετάµε αλγόριθµους για τον υπολογισµό αποδοτικών
ως προς την ενέργεια δένδρων µετάδοσης (multicasting) σε ασύρµατα
αδόµητα δίκτυα. Τέτοιοι αλγόριθµοι είτε ξεκινούν από µια κενή λύ-
ση η οποία σταδιακά επαυξάνεται για να δώσει ένα δένδρο µετάδοσης
(επαυξητικοί αλγόριθµοι - augmentation algorithms) είτε λαµβάνουν σαν
είσοδο ένα αρχικό δένδρο µετάδοσης και εκτελούν ‘περιπάτους ’ σε δια-
ϕορετικά δένδρα µετάδοσης για πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων µέχρι
να επιτευχθεί κάποια αποδεκτή µείωση στην κατανάλωση της ενέργειας
(αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης - local search algorithms). Εστιάζουµε
τόσο σε επαυξητικούς αλγόριθµους όσο και σε αλγόριθµους τοπικής
αναζήτησης και συγκεκριµένα έχουµε υλοποιήσει αρκετούς υπάρχον-
τες αλγόριθµους από τη ϐιβλιογραφία αλλά και νέους. Συγκρίνουµε
πειραµατικά τους αλγόριθµους αυτούς σε τυχαία γεωµετρικά στιγµιό-
τυπα του προβλήµατος και επιτυγχάνουµε αποτελέσµατα όσον αφορά
στην αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια των λύσεων που λαµβάνουµε.
Παρουσιάζουµε επίσης αποτελέσµατα σχετικά µε το χρόνο εκτέλεσης
των υλοποιήσεών µας. Επίσης διερευνούµε το κατά πόσον οι λύσεις
που λαµβάνουµε από επαυξητικούς αλγόριθµους µπορούν να ϐελτιω-
ϑούν µέσω αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης. Τα αποτελέσµατά µας
αποδεικνύουν ότι ένας από τους νέους αλγόριθµους που προτείνουµε
και οι εκδοχές του επιτυγχάνουν τις πιο αποδοτικές ενεργειακά λύσεις
και µάλιστα πολύ γρήγορα. Η έρευνά µας υποδεικνύει ιδιότητες γεωµε-
τρικών στιγµιοτύπων του προβλήµατος που συντελούν στη ϐελτιωµένη
απόδοση των επαυξητικών αλγορίθµων.
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Κεφάλαιο 2

Προβλήµατα κάλυψης µε σύνολα

Το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα αποτελεί ϑεµελιώδες πρόβληµα συν-
δυαστικής ϐελτιστοποίησης µε πολλές εφαρµογές. Στιγµιότυπα του προβλή-
µατος εµπεριέχουν ένα σύνολο στοιχείων V και µια συλλογή S υποσυνόλων
του V ενώ στόχος είναι η επιλογή ενός υποσυνόλου του S µε ελάχιστο πλή-
ϑος στοιχείων έτσι ώστε κάθε στοιχείο να καλύπτεται, δηλ., να περιέχεται σε
τουλάχιστον ένα επιλεγµένο σύνολο.

2.1 Εισαγωγή

Το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα και οι παραλλαγές του καθώς και συ-
ναφή µε αυτό γραφοθεωρητικά προβλήµατα, όπως το πρόβληµα κάλυψης
κορυφών, το πρόβληµα εύρεσης συνόλου κυριαρχίας κτλ., σχετίζονται άµεσα
µε διάφορα ‘πρακτικά’ προβλήµατα σχετικά µε ενεργειακά αποδοτική επικοι-
νωνία σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα (ασύρµατα δίκτυα τύπου ad hoc).

Οι Cardei και Du [18] (και επίσης η εργασία [60]) µελετούν το πρόβληµα
κάλυψης σηµείων στο οποίο πρέπει να παρακολουθείται ένα περιορισµένο
πλήθος σηµείων (που καλούνται στόχοι) µε γνωστές ϑέσεις. ΄Ενα µεγάλο πλή-
ϑος αισθητήρων διασπείρονται τυχαία σε µικρή απόσταση από τους στόχους
και αποστέλλουν την πληροφορία που συλλέγουν σε έναν κεντρικό κόµβο.
Κάθε στόχος πρέπει να παρακολουθείται συνεχώς από τουλάχιστον έναν αι-
σθητήρα, υποθέτοντας ότι κάθε αισθητήρας µπορεί να παρακολουθεί όλους
τους στόχους εντός της εµβέλειάς του. Η οργάνωση των αισθητήρων στο µέγι-
στο δυνατό αριθµό συνόλων που καλύπτουν την περιοχή δίνει τη δυνατότητα
ενεργοποίησης των συνόλων αυτών διαδοχικά οπότε εξοικονοµείται ενέργεια
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και παρατείνεται η διάρκεια Ϲωής του δικτύου: µόνο οι αισθητήρες του τρέ-
χοντος ενεργοποιηµένου συνόλου επιτηρούν τους στόχους, ενώ όλοι οι υπό-
λοιποι είναι ανενεργοί. Ελαττώνοντας το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο
ένας αισθητήρας είναι ενεργοποιηµένος, αυξάνεται ο συνολικός χρόνος µέχρι
η ενέργεια όλων των αισθητήρων να εξαντληθεί, και η διάρκεια της εφαρµο-
γής αυξάνεται ανάλογα κατά έναν παράγοντα ίσο µε τον αριθµό των ξένων
µεταξύ τους συνόλων.

΄Οταν υλοποιείται ένα µεγάλο και πυκνό δίκτυο τυχαία τοποθετηµένων
αισθητήρων για την παρακολούθηση µιας περιοχής, το κατά πόσον καλύ-
πτεται η περιοχή προσεγγίζεται από τη συνολική εµβέλεια των αισθητήρων.
∆ηλαδή, καλύπτοντας την περιοχή εµβέλειας κάθε αισθητήρα προσεγγίζου-
µε την κάλυψη κάθε σηµείου στη συγκεκριµένη περιοχή. Μια µέθοδος που
διασφαλίζει κάλυψη και συνεκτικότητα είναι ο σχεδιασµός του συνόλου των
ενεργοποιηµένων αισθητήρων σαν ένα συνεκτικό σύνολο κυριαρχίας. ΄Ενα
πρωτόκολλο για την κατασκευή ενός τέτοιου συνόλου κυριαρχίας παρουσιά-
Ϲεται από τους Wu και Li µε χρήση της τεχνικής µαρκαρίσµατος (marking)
[83].

Ο Wu και άλλοι στη εργασία [82] µελετούν επίσης το πρόβληµα της κά-
λυψης µέσω ενεργειακά αποδοτικών συνόλων κυριαρχίας. Γενικά, οι κόµβοι
στο συνεκτικό σύνολο κυριαρχίας καταναλώνουν περισσότερη ενέργεια προ-
κειµένου να χειριστούν ποικίλη κίνηση που περνά από αυτούς σε σχέση µε
κόµβους εκτός του συνόλου κυριαρχίας. Για να παραταθεί η διάρκεια Ϲωής
κάθε κόµβου, και εποµένως και του δικτύου µέσω εξισορρόπησης της συνο-
λικής κατανάλωσης ενέργειας σε αυτό, οι κόµβοι ϑα πρέπει να επιλέγονται
εναλλακτικά να αποτελούν συνεκτικό σύνολο κυριαρχίας. Προτείνεται έτσι
µια µέθοδος επιλογής κόµβων κάλυψης µε ϐάση τα ενεργειακά τους επί-
πεδα η οποία αποδεικνύεται πειραµατικά [82] ότι έχει ϐελτιωµένη απόδοση
σε σχέση µε άλλες προϋπάρχουσες όσον αφορά στη διάρκεια Ϲωής του δι-
κτύου. Το πρόβληµα κάλυψης κόµβων σχετίζεται στενά και µε το πρόβληµα
της διάδοσης (broadcasting), στο οποίο επιλέγεται ένας µικρός αριθµός κόµ-
ϐων προώθησης [81]. Η επιλογή του συνόλου προώθησης για το πρόβληµα
της διάδοσης είναι ανάλογη µε το πρόβληµα κάλυψης σηµείων, αφού και στα
δύο στόχος είναι η εύρεση ενός µικρού συνόλου κάλυψης. Αξίζει να σηµειω-
ϑεί ότι η τεχνική αυτή χρησιµοποιείται και στην περίπτωση κατευθυνόµενης
διάχυσης µέσω διάδοσης [50]. Καθώς η πληροφορία προωθείται στο δίκτυο,
οι κόµβοι αισθητήρες εγκαθιδρύουν αντίστροφες συνδέσεις επικοινωνίας µε
την πηγή µε αποκεντρωµένο τρόπο, µε τη διαφορά ότι τώρα όλοι οι αισθητή-
ϱες προωθούν τα δεδοµένα.
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2.2 ΄Απληστοι αλγόριθµοι

Ο ϕυσικός άπληστος αλγόριθµος για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα
ξεκινάει µε µια λύση χωρίς στοιχεία και την αυξάνει µέχρι όλα τα στοιχεία να
καλυφθούν επιλέγοντας ένα σύνολο που περιέχει το µέγιστο αριθµό στοιχείων
που δεν περιέχονται σε κανένα από τα σύνολα που έχουν ήδη επιλεχθεί. Συµ-
ϐολίζοντας µε n τον αριθµό των στοιχείων, είναι γνωστό από τις αρχικές εργα-
σίες των Johnson [52], Lovasz [63], και Chvátal [24] ότι ο άπληστος αλγόριθ-
µος επιτυγχάνει λόγο προσέγγισης Hn. Η αυστηρότερη ανάλυση του Slavı́k
[74] ϐελτιώνει το άνω ϕράγµα για το λόγο προσέγγισης σε ln n− ln ln n+O(1).
Ασυµπτωτικά, τα ϕράγµατα αυτά είναι αυστηρά χάρη στο γνωστό σηµαντικό
αποτέλεσµα µη προσεγγισιµότητας του Feige [38] το οποίο δηλώνει ότι, για
κάθε σταθερό ε > 0, δεν υπάρχει (1 − ε) ln n-προσεγγιστικός αλγόριθµος
για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µε την υπόθεση ότι δεν υπάρχουν για
όλα τα προβλήµατα της κλάσης NP αλγόριθµοι µε υποεκθετικούς χρόνους
εκτέλεσης nO(log log n).

Μια ενδιαφέρουσα παραλλαγή είναι το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µε
σύνολα µεγέθους το πολύ k. Χωρίς απώλεια της γενικότητας, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι στο S ισχύει η κλειστότητα ως προς τα υποσύνολα. Στην
περίπτωση αυτή, ο άπληστος αλγόριθµος µπορεί ισοδύναµα να διατυπωθεί
ως εξής :

΄Απληστες ϕάσεις: Για i = k έως 1 κάνε :
Επίλεξε µέγιστη συλλογή από ξένα µεταξύ τους i-σύνολα.

΄Ενα i-σύνολο είναι ένα σύνολο που περιέχει ακριβώς i στοιχεία που δεν
έχουν ήδη καλυφθεί και µια συλλογή T από ξένα µεταξύ τους i-σύνολα κα-
λείται µέγιστη αν κάθε άλλο i-σύνολο τέµνει (δηλ. έχει κοινά στοιχεία µε)
κάποια από τα σύνολα του T .

΄Ενα αυστηρό ϕράγµα µε τιµή Hk για το λόγο προσέγγισης του άπλη-
στου αλγόριθµου είναι γνωστό για την περίπτωση αυτή [52, 63]. Επειδή το
πρόβληµα έχει πληθώρα εφαρµογών για συγκεκριµένες τιµές του k και λό-
γω του ότι είναι ενδιαφέρον από τη σκοπιά της ϑεωρίας πολυπλοκότητας,
ο σχεδιασµός αλγορίθµων µε ϐελτιωµένους όρους δεύτερης τάξης στο λόγο
προσέγγισής τους έχει τύχει ιδιαίτερης προσοχής. Μέχρι τώρα, υπάρχουν
αλγόριθµοι µε λόγο προσέγγισης Hk− c όπου c είναι µια ϑετική σταθερά. Οι
Goldschmidt και άλλοι [40] ήταν οι πρώτοι που παρουσίασαν µια τροποποιη-
µένη έκδοση του άπληστου αλγόριθµου µε c = 1/6. Η τιµή αυτή ϐελτιώθηκε
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σε 1/3 από το Halldórsson [44] και σε 1/2 από τους Duh και Fürer [34].
Πρόσφατα, ο Levin [59] ϐελτίωσε περαιτέρω τη σταθερά σε 98/195 ≈ 0.5026
για k ≥ 4. Στην αρνητική πλευρά, ο Trevisan [76] απέδειξε ότι, αν δεν
υπάρχουν ντετερµινιστικοί αλγόριθµοι υποεκθετικού χρόνου για την κλάση
NP , κανένας αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου δεν έχει λόγο προσέγγισης
ln k − Ω(ln ln k).

Η ϐασική ιδέα που έχει χρησιµοποιηθεί για να ϐελτιωθεί η απόδοση του
άπληστου αλγόριθµου είναι ο αποδοτικός χειρισµός µικρών συνόλων. Ο αλ-
γόριθµος των Goldschmidt και άλλων [40] χρησιµοποιεί υπολογισµό ταιρια-
σµάτων για να συµπεριλάβει όσο το δυνατόν περισσότερα στοιχεία σε σύνολα
µεγέθους 2 όταν κανένα σύνολο µεγέθους τουλάχιστον 3 δεν περιέχει νέα
στοιχεία. Οι αλγόριθµοι των Halldórsson [43, 44] και Duh και Fürer [34]
χειρίζονται αποδοτικά σύνολα µεγέθους 3. Ο αλγόριθµος στην εργασία [34]
ϐασίζεται σε µια ηµι-τοπική τεχνική ϐελτιστοποίησης. Η ϐελτίωση του Le-
vin [59] επεκτείνει τον αλγόριθµο της εργασίας [34] µε αποδοτικό χειρισµό
συνόλων µεγέθους 4.

Μια ϕυσική αλλά πλήρως αποδοτική ιδέα είναι η αντικατάσταση των ϕά-
σεων του άπληστου αλγόριθµου που σχετίζονται µε µεγάλα σύνολα µε ϕάσεις
οµαδοποίησης συνόλων οι οποίες επίσης αποσκοπούν στη µεγιστοποίηση του
αριθµού νέων στοιχείων που καλύπτονται από µεγάλα µέγιστα σύνολα. Ο πα-
ϱάγοντας προσέγγισης δε χειροτερεύει (λόγω τη συνθήκης µεγιστοποίησης)
αλλά έχει παραµείνει ανοιχτό πρόβληµα στην εργασία [59] αν αυτό οδηγεί
σε κάποια ϐελτίωση στο ϕράγµα προσέγγισης. Στη συνέχεια, δείχνουµε ότι
αντικαθιστώντας τις άπληστες ϕάσεις στους αλγόριθµους των Duh και Fürer
µε ϕάσεις οµαδοποίησης, επιτυγχάνουµε ϐελτιωµένα ϕράγµατα προσέγγισης
για κάθε k ≥ 6 που προσεγγίζουν την τιµή Hk−0.5902 για µεγάλες τιµές του
k. Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζουµε στη συνέχεια εµφανίστηκαν στην
εργασία [4].

Συγκεκριµένα, ϑα χρησιµοποιήσουµε αλγόριθµους για το πρόβληµα οµα-
δοποίησης συνόλων µε µέγεθος το πολύ k που ορίζεται ως εξής. ΄Ενα στιγ-
µιότυπο του προβλήµατος οµαδοποίησης συνόλων µε µέγεθος το πολύ k πε-
ϱιλαµβάνει ένα σύνολο στοιχείων V και µια συλλογή S υποσυνόλων του V
καθένα από τα οποία περιέχει ακριβώς k στοιχεία. Στόχος είναι η επιλογή όσο
το δυνατόν περισσότερων ξένων µεταξύ τους συνόλων του S. ΄Οταν k = 2, το
πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το πρόβληµα εύρεσης ταιριάσµατος µέγιστου
µεγέθους σε γραφήµατα, και εποµένως, είναι επιλύσιµο σε πολυωνυµικό
χρόνο. Για k ≥ 3, το πρόβληµα είναι APX-δύσκολο [53]· το καλύτερο γνωστό
ϕράγµα µη προσεγγισιµότητας για µεγάλα k δηλώνει ότι δεν είναι δυνατόν να
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προσεγγιστεί το πρόβληµα οµαδοποίησης συνόλων µεγέθους εντός Ω
(

log k
k

)
εκτός εάν P = NP [47]. Σηµειώνουµε ότι κάθε µέγιστη συλλογή ξένων µετα-
ξύ τους υποσυνόλων δίνει µια 1/k-προσεγγιστική λύση. Οι καλύτεροι γνωστοί
αλγόριθµοι έχουν λόγο προσέγγισης 2−ε

k
για κάθε ε > 0 [48] και ϐασίζονται

σε τοπική αναζήτηση· αυτοί είναι οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιούνται κατά
τις ϕάσεις οµαδοποίησης των δικών µας αλγορίθµων.

Η ανάλυσή µας ϐασίζεται στην ιδέα των γραµµικών προγραµµάτων (LP)
των οποίων η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης του υπό
εξέταση αλγορίθµου η οποία εισήχθη αρχικά σε ένα διαφορετικό πλαίσιο
στην εργασία [51] για την ανάλυση προσεγγιστικών αλγορίθµων για το πρό-
ϐληµα τοποθέτησης µέσων/πόρων (facility location). ∆είχνουµε ότι ο όρος
προσέγγισης ϕράσσεται άνω από τη µέγιστη αντικειµενική τιµή ενός τέτοιου
γραµµικού προγράµµατος. Εποµένως, δεν απαιτείται ϱητή τεκµηρίωση για
τη δοµή της λύσης που υπολογίζεται από τους αλγόριθµους. Αντίθετα, οι εγ-
γυήσεις απόδοσης των διάφορων ϕάσεων χρησιµοποιούνται σα µαύρα κουτιά
κατά τον ορισµό των περιορισµών του LP.

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τους αλγόριθµους των Duh και Fürer [34]
καθώς και τις δικές µας τροποποιήσεις στην Ενότητα 2.3. Η τεχνική της ανά-
λυσης παρατίθεται στην Ενότητα 2.4 όπου παρουσιάζουµε τα λήµµατα για το
γραµµικό πρόγραµµα του οποίου η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο
προσέγγισης του αλγορίθµου και τις αποδείξεις των ϐασικών αποτελεσµάτων
µας. Παρουσιάζουµε τα συµπεράσµατά µας στην Ενότητα 2.7.

2.3 Περιγραφή των νέων αλγορίθµων

Στην ενότητα αυτή δίνουµε αρχικά µια συνοπτική περιγραφή των σχετικών
αποτελεσµάτων της εργασίας [34]· και στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τους
δικούς µας αλγόριθµους και τα ϐασικά µας αποτελέσµατα.

Εκτός από τον άπληστο αλγόριθµο, αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης έχουν
χρησιµοποιηθεί για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µε σύνολα µεγέθους
το πολύ k, ειδικότερα για µικρές τιµές του k. Η καθαρή τοπική αναζήτηση
ξεκινάει από αυθαίρετο σύνολο κάλυψης και εξελίσσεται σε ϐήµατα. Σε κάθε
ϐήµα, η τρέχουσα λύση ϐελτιώνεται µε αντικατάσταση ενός σταθερού αριθ-
µού συνόλων από έναν (ευελπιστούµε µικρότερο) αριθµό άλλων συνόλων έτσι
ώστε να επιτευχθεί ένα νέο σύνολο κάλυψης. Οι Duh και Fürer εισήγαγαν
την τεχνική της ηµι-τοπικής ϐελτιστοποίησης η οποία επεκτείνει την καθαρή
τοποική αναζήτηση. Στα πλαίσια του προβλήµατος κάλυψης 3-συνόλων, η
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ϐασική ιδέα πίσω από την ηµι-τοπική ϐελτιστοποίηση είναι ότι από τη στιγ-
µή που επιλεχθούν τα σύνολα µεγέθους 3, ο υπολογισµός του ελάχιστου
αριθµού συνόλων µεγέθους 2 και 1 για να ολοκληρωθεί το σύνολο κάλυψης
µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε πολυωνυµικό χρόνο µέσω του υπολογισµού
ενός ταιριάσµατος. Εποµένως, ένα ηµι-τοπικό ϐήµα (s, t)-ϐελτίωσης για το
πρόβληµα κάλυψης 3-συνόλων αποτελείται από τη διαγραφή µέχρι το πολύ t
3-συνόλων από το τρέχον σύνολο κάλυψης και την εισαγωγή µέχρι το πολύ s
3-συνόλων καθώς και των ελάχιστων απαραίτητων 2-συνόλων και 1-συνόλων
που ολοκληρώνουν το σύνολο κάλυψης. Η ποιότητα του συνόλου κάλυψης
που παράγεται από µια ϐελτίωση ορίζεται από το συνολικό αριθµό συνόλων
στο σύνολο κάλυψης ενώ στην περίπτωση δύο συνόλων κάλυψης ίδιου µε-
γέθους, προτιµάται αυτό µε το µικρότερο αριθµό 1-συνόλων. Ηµι-τοπική
ϐελτιστοποίηση για k ≥ 4 είναι εν πολλοίς ίδια· οι τοπικές ϐελτιώσεις ορίζον-
ται τώρα µε ϐάση σύνολα µεγέθους τουλάχιστον 3 ενώ επιλέγονται ϐέλτιστα
2-σύνολα και 1-σύνολα. Η ανάλυση στην εργασία [34] δείχνει ότι η ϐέλτιστη
επιλογή των παραµέτρων (s, t) είναι (2, 1) καθώς και ότι, κάπως αναπάντεχα,
µεγαλύτερες τιµές των s και t δε δίνουν γενικά καλύτερες λύσεις.

Θεώρηµα 1 (Duh και Fürer [34]). Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο του προβλήµα-
τος κάλυψης µε σύνολα µε σύνολα µεγέθους το πολύ k του οποίου η ϐέλτιστη
λύση περιέχει ai i-σύνολα. Τότε, ο ηµι-τοπικός αλγόριθµος (2, 1)-ϐελτιστοποίησης
έχει κόστος το πολύ a1 + a2 +

∑k
i=3

i+1
3

ai.

Απόδειξη. (συνοπτικά) Η απόδειξη στην εργασία [34] προχωράει ως εξής.
΄Εστω bi ο αριθµός των i-συνόλων στη λύση. Αρχικά παρατηρούµε ότι

∑k
i=1 ibi =∑k

i=1 iai. Μετά, αποδεικνύονται οι παρακάτω δύο ιδιότητες της ηµι-τοπικής
(2, 1)-ϐελτιστοποίησης : b1 ≤ a1 και b1+b2 ≤

∑k
i=1 ai. Το ϑεώρηµα προκύπτει

από τις τρεις ανισότητες.

Ο αλγόριθµος αυτός έχει αποτελέσει τη ϐάση για τους ακόλουθους αλ-
γόριθµους που προσεγγίζουν το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µε σύνολα
µεγέθους το πολύ k. Τους καλούµε GSLIk,` και GRSLIk,`, αντίστοιχα.

Αλγόριθµος GSLIk,`.

΄Απληστες ϕάσεις: Για i = k έως ` + 1 κάνε :
Επίλεξε µια µέγιστη συλλογή i-συνόλων.

Ηµι-τοπική ϕάση ϐελτιστοποίησης: Θέτουµε i = `. Εκτε-
λούµε τον ηµι-τοπικό αλγόριθµο (2, 1)-ϐελτιστοποίησης στο
υπόλοιπο στιγµιότυπο.
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Θεώρηµα 2 (Duh και Fürer [34]). Οαλγόριθµος GSLIk,4 έχει λόγο προσέγγισης
Hk − 5/12.

Ο αλγόριθµος GRSLIk,`

΄Απληστες ϕάσεις: Για i = k έως ` + 1 κάνε :
Επίλεξε µια µέγιστη συλλογή i-συνόλων.

Περιορισµένες ϕάσεις: Για i = ` έως 4 κάνε :
Επίλεξε µια µέγιστη συλλογή i-συνόλων έτσι ώστε η επιλο-
γή αυτών των i-συνόλων να µην αυξάνει τον αριθµό των 1-
συνόλων στην τελική λύση.

Ηµι-τοπική ϕάση ϐελτιστοποίησης: Θέτουµε i = 3. Εκτελού-
µε τον ηµι-τοπικό αλγόριθµο ϐελτιστοποίησης στο υπόλοιπο
στιγµιότυπο.

Θεώρηµα 3 (Duh και Fürer [34]). Ο αλγόριθµος GRSLIk,5 έχει λόγο προσέγ-
γισης Hk − 1/2.

Θα τροποποιήσουµε τους παραπάνω αλγόριθµους αντικαθιστώντας κάθε
άπληστη ϕάση µε µία ϕάση οµαδοποίησης για το χειρισµό συνόλων όχι πολύ
µικρού µεγέθους. Χρησιµοποιούµε τους αλγόριθµους τοπικής αναζήτησης
των Hurkens και Schrĳver [48] σε κάθε ϕάση οµαδοποίησης. Οι τροποποιη-
µένοι αλγόριθµοι καλούνται PSLIk,` και PRSLIk,`, αντίστοιχα.

΄Ενας αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης για οµαδοποίηση συνόλων χρησι-
µοποιεί µια σταθερή παράµετρο p (άτυπα, αυτό αποτελεί ένα άνω ϕράγµα για
τον αριθµό των τοπικών ϐελτιώσεων που πραγµατοποιούνται σε κάθε ϐήµα
λοςαλ) και, ξεκινώντας από µία άδεια οµαδοποίηση Π, επαναλαµβανόµενα
ενηµερώνει την Π αντικαθιστώντας κάθε σύνολο µε s < p σύνολα της Π µε
s + 1 σύνολα έτσι ώστε να διατηρείται η ορθότητα και µέχρι να µην είναι δυ-
νατή άλλη αντικατάσταση. Προφνώς, ο αλγόριθµος έχει πολυωνυµικό χρόνο
εκτέλεσης. Η ανάλυσή του παρουσιάζεται στην εργασία [48]. (∆είτε επίσης
την εργασία [43] για σχετικά Ϲητήµατα).

Θεώρηµα 4 (Hurkens και Schrĳver [48]). Ο αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης
για t-οµαδοποίηση συνόλων που εκτελεί το πολύ p τοπικές ϐελτιώσεις σε κάθε
ϐήµα έχει λόγο προσέγγισης ρt ≥ 2(t−1)r−t

t(t−1)r−t
αν p = 2r− 1, και ρt ≥ 2(t−1)r−2

t(t−1)r−2
αν

p = 2r.

11



Σα συµπέρασµα, για κάθε σταθερό ε > 0, επιτυγχάνουµε έναν 2−ε
t

-
προσεγγιστικό αλγόριθµο για t-οµαδοποίηση συνόλων χρησιµοποιώντας p =
O(logt 1/ε) τοπικές ϐελτιώσεις. Οι αλγόριθµοί µας PSLIk,` και PRSLIk,` απλά
αντικαθιστούν κάθε άπληστη ϕάση των αλγορίθµων GSLIk,` και GRSLIk,`, αντί-
στοιχα, µε την παρακάτω ϕάση οµαδοποίησης :

Φάσεις οµαδοποίησης: Για i = k έως ` + 1 κάνε :
Επίλεξε µια µέγιστη συλλογή ξένων µεταξύ τους i-συνόλων
χρησιµοποιώντας έναν 2−ε

i
-προσεγγιστικό αλγόριθµο τοπι-

κής αναζήτησης για i-οµαδοποίηση συνόλων.

Το πρώτο ϐασικό µας αποτέλεσµα (Θεώρηµα 5) αναφέρεται στην απόδοση
του αλγορίθµου PSLIk,` (για ` = 4 που αποτελεί και την καλύτερη επιλογή).

Θεώρηµα 5. Για κάθε σταθερό ε > 0, ο αλγόριθµος PSLIk,4 έχει λόγο προσέγ-
γισης το πολύ Hk/2 + 1

6
+ ε για άρτιο k ≥ 6, το πολύ 2Hk −H k−1

2
− 11

9
+ ε για

k ∈ {5, 7, 9, 11, 13}, και το πολύ H k−1
2

+ 1
6

+ 2
k
− 1

k−1
+ ε για περιττά k ≥ 15.

Ο αλγόριθµος PSLIk,4 επιτυγχάνει καλύτερη απόδοση από τον GSLIk,4 για
k ≥ 5, από τον αλγόριθµο GRSLIk,5 για k ≥ 19, καθώς και από τη ϐελτίωση του
Levin [59] για k ≥ 21. Για µεγάλες τιµές του k, το ϕράγµα προσέγγισης τείνει
στην τιµή Hk − c µε c = ln 2 − 1/6 ≈ 0.5264. Ο αλγόριθµος PSLIk,` αποτελεί
το κύριο ϑέµας στη συνέχει για να εισάγουµε την τεχνική της ανάλυσης.
΄Οπως ϑα δούµε στην επόµενη ενότητα, το γραµµικό πρόγραµµα του οποίου
η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου
είναι απλούστερο σε αυτή την περίπτωση. Ο αλγόριθµος PRSLIk,` είναι ακόµα
καλύτερος· η απόδοσή του (για ` = 5) παρουσιάζεται στο επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6. Για κάθε σταθερό ε > 0, ο αλγόριθµος PRSLIk,5 έχει λόγο προ-
σέγγισης το πολύ 2Hk −H k−1

2
− 77

60
+ ε για περιττά k ≥ 7, το πολύ 461

240
+ ε για

k = 6, και το πολύ 2Hk −Hk/2 − 77
60

+ 2
k
− 1

k−1
+ ε για άρτια k ≥ 8.

Ο αλγόριθµος PRSLIk,5 πετυχαίνει καλύτερο λόγο προσέγγισης από τον
αλγόριθµο του Levin [59] για κάθε k ≥ 6. Για παράδειγµα, ο λόγος προ-
σέγγισης 461

240
≈ 1.9208 για το πρόβληµα κάλυψης 6-συνόλων ϐελτιώνει το

προηγούµενο ϕράγµα µε τιµή H6 − 98
195

≈ 1.9474. Για µεγάλες τιµές του k,
το ϕράγµα προσέγγισης τείνει στην τιµή Hk− c µε c = 77/60− ln 2 ≈ 0.5902.
Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζεται µια σύγκριση των αλγορίθµων στους οποίους
αναφερόµαστε σε αυτή την ενότητα.
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Πίνακας 2.1: Σύγκριση του λόγου προσέγγισης των αλγορίθµων GSLIk,4,
PSLIk,4, GRSLIk,5, του αλγορίθµου της εργασίας [59] και του αλγορίθµου PR-
SLIk,5 για αρκετές τιµές του k.

k GSLIk,4 [34] PSLIk,4 GRSLIk,5 [34] [59] PRSLIk,5

3 1.3333 1.3333 1.3333 1.3333 1.3333
4 1.6667 1.6667 1.5833 1.5808 1.5833
5 1.8667 1.8444 1.7833 1.7801 1.7833
6 2.0333 2 1.95 1.9474 1.9208
7 2.1762 2.1429 2.0929 2.0903 2.0690
8 2.3012 2.25 2.2179 2.2153 2.1762
9 2.4123 2.3524 2.3290 2.3264 2.2917
10 2.5123 2.45 2.4290 2.4264 2.3802
19 3.1311 3.0453 3.0477 3.0452 2.9832
20 3.1811 3.0956 3.0977 3.0952 3.0305
21 3.2287 3.1409 3.1454 3.1428 3.0784
22 3.2741 3.1865 3.1908 3.1882 3.1217
50 4.0825 3.9826 3.9992 3.9966 3.9187
75 4.4847 4.3814 4.4014 4.3988 4.3178
100 4.7707 4.6659 4.6874 4.6848 4.6021

µεγάλο k Hk − 0.4167 Hk − 0.5264 Hk − 0.5 Hk − 0.5026 Hk − 0.5902
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2.4 Ανάλυση µέσω γραµµικών προγραµµάτων

Οι αποδείξεις µας για την εγγύηση προσέγγισης των αλγορίθµων µας προ-
κύπτουν ουσιαστικά µέσω του υπολογισµού άνω ϕραγµάτων για την αντικει-
µενική τιµή γραµµικών προγραµµάτων η οποία ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προ-
σέγγισης του υπό εξέταση αλγορίθµου. Οι περιορισµοί αυτών των γραµµικών
προγραµµάτων συλλαµβάνουν απλές σταθερές που διατηρούνται στις ϕάσεις
του αλγορίθµου. Στη συνέχεια, περιγράφουµε πώς επιτυγχάνουµε αυτά τα
γραµµικά προγράµµατα.

Κάθε διαφορετική ϕάση των αλγορίθµων µπορεί να είναι µια ϕάση οµα-
δοποίησης, µια περιορισµένη ϕάση, ή η τελική ηµι-τοπική ϕάση ϐελτιστο-
ποίησης και προσδιορίζεται από την τιµή της µεταβλητής i· ο όρος ‘φάση που
σχετίζεται µε i’ χρησιµοποιείται για να γίνει αναφορά σε κάθε διαφορετική
ϕάση.

Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο (V, S) του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα
µε σύνολα µεγέθους το πολύ k. Για κάθε ϕάση των αλγορίθµων που σχετίζε-
ται µε i (i = `, ..., k για τον αλγόριθµο PSLIk,` και i = 3, ..., k για τον αλγόριθµο
PRSLIk,`), ϑεωρούµε το στιγµιότυπο (Vi, Si) όπου Vi περιέχει τα στοιχεία του V
που δεν έχουν καλυφθεί σε προηγούµενες ϕάσεις και το Si περιέχει τα σύνο-
λα του S που περιέχουν µόνο στοιχεία του Vi. Συµβολίζουµε µε OPT i µια
ϐέλτιστη λύση για το στιγµιότυπο (Vi, Si)· επίσης, συµβολίζουµε τη ϐέλτιστη
λύση OPT k για το (Vk, Sk) = (V, S) µε OPT . Αφού στο S ισχύει η κλειστό-
τητα ως προς τα υποσύνολα, χωρίς απώλεια της γενικότητας, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι το OPT i περιέχει ξένα µεταξύ τους σύνολα. Επιπλέον, είναι
σαφές ότι |OPT i−1| ≤ |OPT i| για i ≤ k, δηλ., |OPT i| ≤ |OPT |.

Για µια ϕάση του αλγορίθµου PSLIk,` ή PRSLIk,` που σχετίζεται µε i, συµβο-
λίζουµε µε ai,j το λόγο του αριθµού των j-συνόλων στοOPT i προς τον αριθµό
|OPT | των συνόλων στη ϐέλτιστη λύση. Αφού |OPT i| ≤ |OPT |, έχουµε ότι

i∑
j=1

ai,j ≤ 1. (2.1)

Ο αλγόριθµος για i-οµαδοποίηση συνόλων που εκτελείται κατά τη ϕάση
οµαδοποίησης που σχετίζεται µε i προσθέτει στα i-σύνολα τα στοιχεία του
Vi\Vi−1. Επειδή Vi−1 ⊆ Vi, ο αριθµός τους είναι

|Vi\Vi−1| = |Vi| − |Vi−1| =
(

i∑
j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j

)
|OPT |. (2.2)

14



Συµβολίζουµε µε ρi το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου για την i-οµαδοποίηση
συνόλων που εκτελείται κατά τη ϕάση που σχετίζεται µε i. Αφού στην έναρ-
ξη της ϕάσης οµαδοποίησης που σχετίζεται µε i, υπάρχουν τουλάχιστον
ai,i|OPT | i-σύνολα, ο αλγόριθµος για i-οµαδοποίηση συνόλων υπολογίζει
τουλάχιστον ρiai,i|OPT | i-σύνολα, δηλ., καλύπτει τουλάχιστον iρiai,i|OPT |
στοιχεία συνόλων του OPT i. Εποµένως, |Vi\Vi−1| ≥ iρiai,i|OPT |, και (2.2)
δίνει

i−1∑
j=1

jai−1,j −
i−1∑
j=1

jai,j − i(1− ρi)ai,i ≤ 0. (2.3)

Μέχρι τώρα, έχουµε ορίσει όλους τους περιορισµούς για το γραµµικό
πρόγραµµα του οποίου η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγ-
γισης του αλγορίθµου PSLIk,`. Στη συνέχεια, ϕράσσουµε άνω τον αριθµό των
συνόλων που υπολογίζει ο αλγόριθµος PSLIk,` ως εξής. ΄Εστω ti ο αριθµός των
i-συνόλων που υπολογίζονται από τον αλγόριθµο για i-οµαδοποίηση συνό-
λων που εκτελείται κατά τη ϕάση οµαδοποίησης που σχετίζεται µε i ≥ ` + 1.
Προφανώς,

ti =
1

i
|Vi\Vi−1| =

(
1

i

i∑
j=1

jai,j − 1

i

i−1∑
j=1

jai−1,j

)
|OPT |. (2.4)

Από το Θεώρηµα 1, έχουµε ότι

t` ≤
(

a`,1 + a`,2 +
∑̀
j=3

j + 1

3
a`,j

)
|OPT |. (2.5)

Εποµένως, από (2.4) και (2.5), προκύπτει ότι η εγγύηση προσέγγισης του
αλγορίθµου PSLIk,` είναι

∑k
i=4 ti

|OPT | ≤
k∑

i=`+1

1

i

(
i∑

j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j

)
+ a`,1 + a`,2 +

∑̀
j=3

j + 1

3
a`,j

=
1

k

k∑
j=1

jak,j +
k−1∑

i=`+1

1

i(i + 1)

i∑
j=1

jai,j +
`

` + 1
a`,1

+
`− 1

` + 1
a`,2 +

∑̀
j=3

(
j + 1

3
− j

` + 1

)
a`,j. (2.6)
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΄Αρα, ένα άνω ϕράγµα για το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου PSLIk,`

προκύπτει αν µεγιστοποιήσουµε το δεξί µέρος της (2.6) υπό τους περιορι-
σµούς (2.1) για i = `, ..., k και (2.3) για i = ` + 1, ..., k µε µεταβλητές ai,j ≥ 0
για i = `, ..., k και j = 1, ..., i. Τυπικά, έχουµε αποδείξει την ακόλουθη
δήλωση.

Λήµµα 7. Ο λόγος προσέγγισης του αλγορίθµου PSLIk,` όταν χρησιµοποιείται
ένας ρi-προσεγγιστικός αλγόριθµος για i-οµαδοποίηση συνόλων κατά τη ϕάση
i για i = ` + 1, ..., k ϕράσσεται άνω από τη µέγιστη αντικειµενική τιµή του
ακόλουθου γραµµικού προγράµµατος :

maximize
1

k

k∑
j=1

jak,j +
k−1∑

i=`+1

1

i(i + 1)

i∑
j=1

jai,j +
`

` + 1
a`,1

+
`− 1

` + 1
a`,2 +

∑̀
j=3

(
j + 1

3
− j

` + 1

)
a`,j

subject to
i∑

j=1

ai,j ≤ 1, i = `, ..., k

i−1∑
j=1

jai−1,j −
i−1∑
j=1

jai,j − i(1− ρi)ai,i ≤ 0, i = ` + 1, ..., k

ai,j ≥ 0, i = `, ..., k, j = 1, ..., i

Κάθε ϕάση οµαδοποίησης ή κάθε περιορισµένη ϕάση του αλγορίθµου
PRSLIk,` ικανοποιεί τους περιορισµούς (2.3)· µια περιορισµένη ϕάση που σχε-
τίζεται µε i = 4, ..., ` υπολογίζει µια µέγιστη i-οµαδοποίηση συνόλων και,
εποµένως, ρi = 1/i σε αυτή την περίπτωση.

Επιπλέον, οι περιορισµένες ϕάσεις ϑέτουν κι άλλους περιορισµούς. Συµ-
ϐολίζουµε µε b1, b2, και b3 το λόγο του αριθµού των 1-συνόλων, 2-συνόλων,
και 3-συνόλων που υπολογίζονται από την ηµι-τοπική ϕάση ϐελτιστοποίησης
προς |OPT |, αντίστοιχα. Οι περιορισµένες ϕάσεις εγγυώνται ότι ο αριθµός
των 1-συνόλων στην τελική λύση δεν αυξάνεται, και, εποµένως,

b1 ≤ ai,1, για i = 3, ..., `. (2.7)

Σύµφωνα µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 1, έχουµε ότι b1+b2 ≤ a3,1+a3,2+
a3,3 ενώ είναι σαφές ότι b1 + 2b2 + 3b3 = a3,1 + 2a3,2 + 3a3,3. Καταλήγουµε
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ότι ο αριθµός t3 των συνόλων που υπολογίζονται κατά την ηµι-τοπική ϕάση
ϐελτιστοποίησης του αλγορίθµου PRSLIk,` είναι

t3 = (b1 + b2 + b3)|OPT |
≤

(
b1

3
+

b1 + b2

3
+

b1 + 2b2 + 3b3

3

)
|OPT |

≤
(

1

3
b1 +

2

3
a3,1 + a3,2 +

4

3
a3,3

)
|OPT |. (2.8)

Με επιχειρήµατα παραπλήσια µε πριν, έχουµε ότι (2.4) δίνει τον αριθµό ti
των i-συνόλων που υπολογίζονται κατά τη ϕάση οµαδοποίησης ή την περιο-
ϱισµένη ϕάση που σχετίζεται µε i = 4, ..., k. Από (2.4) και (2.8), έχουµε ότι η
εγγύηση απόδοσης του αλγορίθµου PRSLIk,` είναι

∑k
i=3 ti

|OPT | ≤
k∑

i=4

1

i

(
i∑

j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j

)
+

2

3
a3,1 + a3,2 +

4

3
a3,3 +

1

3
b1

=
1

k

k∑
j=1

jak,j +
k−1∑
i=4

1

i(i + 1)

i∑
j=1

jai,j +
5

12
a3,1 +

1

2
a3,2

+
7

12
a3,3 +

1

3
b1. (2.9)

Εποµένως, ένα άνω ϕράγµα για το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου PR-
SLIk,` προκύπτει από τη µεγιστοποίηση του δεξί µέρους της (2.9) υπό τους
περιορισµούς (2.1) για i = 3, ..., k, (2.3) για i = 4, ..., k, και (2.7), µε µετα-
ϐλητές ai,j ≥ 0 για i = 3, ..., k και j = 1, ..., i, και b1 ≥ 0. Τυπικά, έχουµε
αποδείξει την εξής δήλωση.

Λήµµα 8. Ολόγος προσέγγισης του αλγορίθµου PRSLIk,` όταν ένας ρi-προσεγγιστικός
αλγόριθµος για i-οµαδοποίηση συνόλων χρησιµοποιείται κατά τη ϕάση i για
i = `+1, ..., k ϕράσσεται άνω από τη µέγιστη αντικειµένική τιµή του παρακάτω
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γραµµικού προγράµµατος :

maximize
1

k

k∑
j=1

jak,j +
k−1∑
i=4

1

i(i + 1)

i∑
j=1

jai,j +
5

12
a3,1 +

1

2
a3,2 +

7

12
a3,3 +

1

3
b1

subject to
i∑

j=1

ai,j ≤ 1, i = 3, ..., k

i−1∑
j=1

jai−1,j −
i−1∑
j=1

jai,j − i(1− ρi)ai,i ≤ 0, i = ` + 1, ..., k

i−1∑
j=1

jai−1,j −
i−1∑
j=1

jai,j − (i− 1)ai,i ≤ 0, i = 4, ..., `

b1 − ai,1 ≤ 0, i = 3, ..., `

ai,j ≥ 0, i = 3, ..., k, j = 1, ..., i

b1 ≥ 0

Προχωράµε τώρα στην απόδειξη των κεντρικών αποτελεσµάτων µας. Στις
δύο επόµενες ενότητες, αποδεικνύουµε ότι οι µέγιστες αντικειµενικές τιµές
των γραµµικών προγραµµάτων οι οποίες ‘αποκαλύπτουν’ το λόγο προσέγγι-
σης των αλγορίθµων PSLIk,4 και PRSLIk,5 ϕράσσονται άνω από τις τιµές που
αναφέρονται στα Θεωρήµατα 5 και 6. Για να το αποδείξουµε, αρκεί να ϐρού-
µε εφικτές λύσεις για τα δυικά γραµµικά προγράµµατα που έχουν αυτές τις
τιµές σαν αντικειµενικές τιµές τους.
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2.5 Απόδειξη του Θεωρήµατος 5

Το δυικό του γραµµικού προγράµµατος του οποίου η αντικειµενική τιµή
‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου PSLIk,4 είναι :

minimize
k∑

i=4

βi

subject to β4 + γ5 ≥ 4

5

β4 + 2γ5 ≥ 3

5

β4 + 3γ5 ≥ 11

15

β4 + 4γ5 ≥ 13

15

βi + jγi+1 − jγi ≥ j

i(i + 1)
, i = 5, ..., k − 1, j = 1, ..., i− 1

βi + iγi+1 − (i− 2 + ε)γi ≥ 1

i + 1
, i = 5, ..., k − 1

βk − jγk ≥ j

k
, j = 1, ..., k − 1

βk − (k − 2 + ε)γk ≥ 1

βi ≥ 0, i = 4, ..., k

γi ≥ 0, i = 5, ..., k

Για να έχουµε µια ιδέα για το πώς είναι µια εφικτή λύση µε αντικειµενική
τιµή πολύ κοντά στη ϐέλτιστη για το παραπάνω γραµµικό πρόγραµµα, το
λύνουµε χρησιµοποιώντας Matlab για αρκετές τιµές των k και ε = 0. Σε
όλα τα σχετικά πειράµατα, παρατηρούµε ότι ο τελευταίος περιορισµός για τα
βi γίνεται αυστηρός. Οπότε, στην απόδειξη, ϑέτουµε τις τιµές των βi κατά
τέτοιον τρόπο ώστε οι περιορισµοί αυτοί να είναι αυστηροί ενώ οι τιµές των
γi είναι τέτοιες ώστε οι υπόλοιποι περιορισµοί του γραµµικού προγράµµατος
να ικανοποιούνται.

Στην απόδειξη, διακρίνουµε δύο περιπτώσεις ανάλογα µε το αν το k είναι
άρτιος ή περιττός.

Περίπτωση 1: k άρτιος. Θέτουµε γk = 1
k(k−1)

και γk−1 = 0. Αν k ≥ 8,
ϑέτουµε γi = γi+2 + 2

i(i+1)(i+2)
για i = 5, ..., k − 2. Θέτουµε επίσης βk =
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1 + (k − 2 + ε)γk, β4 = 13
15
− 4γ5 και

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

για i = 5, ..., k − 1, δηλ., έτσι ώστε ο τελευταίος περιορισµός για το βi για
i = 4, ..., k να είναι αυστηρός.

Θα δείξουµε ότι όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµικού προγράµµατος
ικανοποιούνται. Προφανώς, γi ≥ 0 για i = 5, ..., k. Παρατηρούµε ότι γk−1 +
γk = 1

k(k−1)
. Αν k ≥ 8, από τον ορισµό του γi για i = 5, ..., k − 2, έχουµε ότι

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γi+1 + γi+2 +

2

i(i + 1)(i + 2)
− 1

i(i + 1)

= γi+1 + γi+2 − 1

(i + 1)(i + 2)

και, εποµένως,

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γk−1 + γk − 1

k(k − 1)
= 0,

δηλ., γi + γi+1 = 1
i(i+1)

για i = 5, ..., k − 1. Ο ορισµός των βi δίνει

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

=
i− 1

i(i + 1)
− (i− 1)γi+1 + (i− 1)γi + εγi (2.10)

≥ j

i(i + 1)
− jγi+1 + jγi

≥ 0

για i = 5, ..., k − 1 και j = 1, ..., i − 1. Παρατηρούµε ότι η πρώτη ανισότητα
εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός για bi ικανοποιείται για j = 1, ..., i − 1.
Εποµένως, όλοι οι περιορισµοί για το βi για i = 5, ..., k − 1 ικανοποιούνται.

Οι περιορισµοί για τα βk επίσης διατηρούνται. Αφού γk = 1
k(k−1)

≤ 1
k

έχουµε ότι

βk = 1 + (k − 2 + ε)γk

≥ k − 1

k
+ (k − 1)γk + εγk

≥ j

k
+ jγk

≥ 0
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για j = 1, ..., k − 1. Η δεύτερη ανισότητα εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός
για bk ικανοποιείται για j = 1, ..., k − 1.

Μένει να αποδείξουµε ότι οι περιορισµοί για το β4 επίσης ικανοποιούνται.
Αρκεί να δείξουµε ότι γ5 ≤ 1/45. Αυτό είναι σαφές όταν k = 6. Αν k ≥ 8,
ϑεωρούµε τις ισότητες γi + γi+1 = 1

i(i+1)
για περιττό i = 5, ..., k − 3 και

−γi − γi+1 = − 1
i(i+1)

για άρτιο i = 6, ..., k − 2. Αθροίζοντας, και αφού
γk−1 = 0, έχουµε ότι

γ5 =

k/2−1∑
i=3

(γ2i−1 + γ2i − γ2i − γ2i+1) + γk−1

=

k/2−1∑
i=3

(
1

2i(2i− 1)
− 1

2i(2i + 1)

)

=

k/2−1∑
i=3

(
1

2i− 1
− 1

2i
− 1

2i
+

1

2i + 1

)

=

k/2−1∑
i=3

(
1

2i− 1
+

1

2i + 1

)
−

k/2−1∑
i=3

1

i

= −1

5
+

k/2−1∑
i=3

2

2i− 1
+

1

k − 1
−Hk/2−1 +

3

2

= −1

5
+ 2Hk−2 −Hk/2−1 − 8

3
+

1

k − 1
−Hk/2−1 +

3

2

= 2Hk−2 − 2Hk/2−1 +
1

k − 1
− 41

30

≤ 2 ln 2− 41

30
≤ 1/45

Η πρώτη ανισότητα ισχύει αφού 2Hk−2 − 2Hk/2−1 + 1
k−1

αυξάνεται ως προς k
(αυτό διαπιστώνεται εύκολα εξετάζοντας τον αρχικό ορισµό οφ γ5) και αφού
limt→∞ Ht/ ln t = 1.

΄Εχουµε αποδείξει ότι όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµικού προ-
γράµµατος ικανοποιούνται, δηλ., η λύση είναι εφικτή. Για να υπολογίσουµε
την αντικειµενική τιµή, χρησιµοποιούµε τον ορισµό των βi και την ισότητα
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(2.10). ΄Εχουµε

k∑
i=4

βi = β4 + β5 +

k/2−1∑
i=3

(β2i + β2i+1) + βk

=
13

15
− 4γ5 +

2

15
+ 4γ5 − 4γ6 +

k/2−1∑
i=3

(
1

2i + 1
− 2iγ2i+1 + (2i− 2)γ2i

+
2i

(2i + 1)(2i + 2)
− 2iγ2i+2 + 2iγ2i+1

)
+ 1 + (k − 2)γk + ε

k∑
i=5

γi

= 2 +

k/2−1∑
i=3

1

i + 1
− 4γ6 +

k/2−1∑
i=3

((2i− 2)γ2i − 2iγ2i+2) + (k − 2)γk

+ε

k∑
i=5

γi

≤ Hk/2 + 1/6 + ε

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει αφού

k∑
i=5

γi ≤
k∑

i=5

1

i(i− 1)
=

k∑
i=5

(
1

i− 1
− 1

i

)
= 1/4− 1/k.

Περίπτωση 2: k περιττός. Θέτουµε

γ5 = min

{
1

45
, 2Hk − 2H k−1

2
− 41

30
+

1

k − 1
− 2

k

}
,

δηλ., γ5 = 1/45 για k ∈ {5, 7, 9, 11, 13} και γ5 = 2Hk− 2H k−1
2
− 41

30
+ 1

k−1
− 2

k
,

διαφορετικά. Αν k ≥ 7, ϑέτουµε γ6 = 1
30
− γ5 και γi = γi−2 − 2

i(i−1)(i−2)
για

i = 7, ..., k. Θέτουµε επίσης βk = 1 + (k − 2 + ε)γk, β4 = 13
15
− 4γ5 και, αν

k ≥ 7,

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

για i = 5, ..., k − 1, δηλ., έτσι ώστε ο τελευταίος περιορισµός για το βi για
i = 4, ..., k να γίνεται αυστηρός.
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Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµι-
κού προγράµµατος. Αν k ≥ 7, παρατηρούµε ότι γ5+γ6 = 1

30
. Από τον ορισµό

του γi για i = 7, ..., k − 1, έχουµε

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γi−1 + γi − 2

(i− 1)i(i + 1)
− 1

i(i + 1)

= γi−1 + γi − 1

i(i− 1)

και, εποµένως,

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γ5 + γ6 − 1

30
= 0,

δηλ., γi + γi+1 = 1
i(i+1)

για i = 5, ..., k − 1. Ο ορισµός των βi δίνει

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

=
i− 1

i(i + 1)
− (i− 1)γi+1 + (i− 1)γi + εγi (2.11)

≥ j

i(i + 1)
− jγi+1 + jγi

≥ 0

για i = 5, ..., k − 1 και j = 1, ..., i − 1. Παρατηρούµε ότι η πρώτη ανισότητα
εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός για bi ικανοποιείται για j = 1, ..., i − 1.
Οι περιορισµοί για τα β4 ικανοποιούνται αφού γ5 ≤ 1/45. Εποµένως, όλοι οι
περιορισµοί για τα βi για i = 4, ..., k − 1 ικανοποιούνται.

∆είχνουµε τώρα ότι γi ≥ 0, για i = 5, ..., k και ότι οι περιορισµοί για το
βk ικανοποιούνται. Αν k = 5, είναι σαφές. Αν k ≥ 7, από τον ορισµό του
γi, για να δείξουµε ότι γi ≥ 0 αρκεί να δείξουµε ότι γk−1 ≥ 0 και γk ≥ 0.
Θεωρούµε τις ισότητες γi + γi+1 = 1

i(i+1)
για περιττό i = 5, ..., k − 2 και
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−γi − γi+1 = − 1
i(i+1)

για άρτιο i = 6, ..., k − 3. Αθροίζοντας, έχουµε ότι

γk−1 = −γ5 +

k−3
2∑

i=3

(γ2i−1 + γ2i − γ2i − γ2i+1) + γk−2 + γk−1

= −γ5 +

k−3
2∑

i=3

(
1

2i(2i− 1)
− 1

2i(2i + 1)

)
+

1

(k − 1)(k − 2)

= −γ5 +

k−3
2∑

i=3

(
1

2i− 1
− 1

2i
− 1

2i
+

1

2i + 1

)
+

1

k − 2
− 1

k − 1

= −γ5 +

k−3
2∑

i=3

(
1

2i− 1
+

1

2i + 1

)
−

k−1
2∑

i=3

1

i
+

1

k − 2
+

1

k − 1

= −γ5 − 1

5
+

k−1
2∑

i=3

2

2i− 1
−

k−1
2∑

i=3

1

i
+

1

k − 1

= −γ5 − 1

5
+ 2Hk−2 −H k−3

2
− 8

3
−H k−1

2
+

3

2
+

1

k − 1

= −γ5 + 2Hk − 2H k−1
2
− 41

30
+

1

k − 1
− 2

k
.

Από τον ορισµό του γ5, έχουµε ότι γk−1 ≥ 0. Συγκεκριµένα, γk−1 = 0 για
k ≥ 15 ενώ, παρατηρώντας, έχουµε ότι γk−1 ≤ 1

k(k−1)
για k ∈ {5, 7, 9, 11, 13}

και, εποµένως, γk = 1
k(k−1)

− γk−1 ∈
[
0, 1

k(k−1)

]
. Εποµένως, αφού γk ≤ 1

k
,

έχουµε ότι

βk = 1 + (k − 2 + ε)γk

≥ k − 1

k
+ (k − 1)γk + εγk

≥ j

k
+ jγk

≥ 0

για j = 1, ..., k − 1. Η δεύτερη ανισότητα εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός
για bk ικανοποιείται για j = 1, ..., k − 1.

΄Εχουµε αποδείξει ότι όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµικού προ-
γράµµατος ικανοποιούνται, δηλ., η λύση είναι εφικτή. Για να υπολογίσουµε
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την αντικειµενική τιµή, χρησιµοποιούµε τον ορισµό των βi και την ισότητα
(2.11). ΄Εχουµε

k∑
i=4

βi = β4 +

k−1
2∑

i=3

(β2i−1 + β2i) + βk

=
13

15
− 4γ5 +

k−1
2∑

i=3

(
1

2i
− (2i− 1)γ2i + (2i− 3)γ2i−1 +

2i− 1

2i(2i + 1)

−(2i− 1)γ2i+1 + (2i− 1)γ2i) + 1 + (k − 2)γk + ε

k∑
i=5

γi

=
28

15
+

k−1
2∑

i=3

2

2i + 1
− 4γ5 +

k−1
2∑

i=3

((2i− 3)γ2i−1 − (2i− 1)γ2i+1)

+(k − 2)γk + ε

k∑
i=5

γi

≤ −6

5
− γ5 + 2Hk −H k−1

2
+ ε

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει αφού
k∑

i=5

γi ≤
k∑

i=5

1

i(i− 1)
=

k∑
i=5

(
1

i− 1
− 1

i

)
= 1/4− 1/k.

Τώρα, αφού γ5 = 1/45 όταν k ∈ {5, 7, 9, 11, 13}, έχουµε ότι

k∑
i=4

βi ≤ 2Hk −H k−1
2
− 11

9
+ ε.

Αν k ≥ 15, έχουµε γ5 = 2Hk − 2H k−1
2
− 41

30
+ 1

k−1
− 2

k
και, εποµένως,

k∑
i=4

βi ≤ H k−1
2

+
1

6
+

2

k
− 1

k − 1
+ ε.

Λόγω της δυικότητας,
∑k

i=4 βi είναι ένα άνω ϕράγµα για τη µέγιστη αντι-
κειµενική τιµή του γραµµικού προγράµµατος η οποία ‘αποκαλύπτει’ το λόγο
προσέγγισης του αλγορίθµου. Το ϑεώρηµα προκύπτει από το Λήµµα 7.
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2.6 Απόδειξη του Θεωρήµατος 6

Το δυικό του γραµµικού προγράµµατος του οποίου η αντικειµενική τιµή
‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου PRSLIk,5 ισ:

minimize
k∑

i=3

βi

subject to δ3 + δ4 + δ5 ≥ 1

3

β3 + γ4 − δ3 ≥ 5

12

β3 + 2γ4 ≥ 1

2

β3 + 3γ4 ≥ 7

12

βi + γi+1 − γi − δi ≥ 1

i(i + 1)
, i = 4, 5

βi + jγi+1 − jγi ≥ j

i(i + 1)
, i = 4, 5, j = 2, ..., i− 1

βi + iγi+1 − (i− 1)γi ≥ 1

i + 1
, i = 4, 5

βi + jγi+1 − jγi ≥ j

i(i + 1)
, i = 6, ..., k − 1, j = 1, ..., i− 1

βi + iγi+1 − (i− 2 + ε)γi ≥ 1

i + 1
, i = 6, ..., k − 1

βk − jγk ≥ j

k
, j = 1, ..., k − 1

βk − (k − 2 + ε)γk ≥ 1

βi ≥ 0, i = 3, ..., k

γi ≥ 0, i = 4, ..., k

δi ≥ 0, i = 3, ..., 5

΄Οπως είναι αναµενόµενο, το δυικό του γραµµικού προγράµµατος του
οποίου η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης του αλγο-
ϱίθµου PRSLIk,5 είναι πιο πολύπλοκο από αυτό για τον αλγόριθµο PSLIk,4. Ενώ
οι περιορισµοί για το βi για i ≥ 6 είναι ίδιοι µε πριν, οι υπόλοιποι περιο-
ϱισµοί είναι διαφορετικοί. Επιπλέον, η ύπαρξη των µεταβλητών δ3, δ4, και
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δ5 κάνει ακόµα πιο πολύπλοκο το γραµµικό πρόγραµµα. Στην απόδειξη,
έχουµε χρησιµοποιήσει σαν οδηγό τη λύση στο γραµµικό πρόγραµµα για
αρκετές τιµές των k και ε = 0 χρησιµοποιώντας Matlab. Σε όλα τα πειρά-
µατα, παρατηρήσαµε ότι ο τελευταίος περιορισµός για το βi για i ≥ 6 να
γίνεται αυστηρός. Επιπλέον, οι περισσότεροι από τους περιορισµούς για τα
β3, β4, και β5 είναι επίσης αυστηροί. ΄Ετσι, στην απόδειξη, ϑέτουµε τις τιµές
των βi έτσι ώστε οι περιορισµοί αυτοί να είναι αυστηροί ενώ δίνουµε κατάλ-
ληλες τιµές στα γi και δ3, δ4, και δ5 έτσι ώστε οι υπόλοιποι περιορισµοί του
γραµµικού προγράµµατος να ικανοποιούνται.

Στην απόδειξη, διακρίνουµε δύο περιπτώσεις ανάλογα µε το αν ο k είναι
περιττός ή άρτιος.

Περίπτωση 1: k περιττός. Θέτουµε γ4 = 1/12, γ5 = 1/20, γk = 1
k(k−1)

και γk−1 = 0. Αν k ≥ 9, ϑέτουµε γi = γi+2 + 2
i(i+1)(i+2)

για i = 6, ..., k − 2.
Θέτουµε επίσης δ3 = 0, δ4 = 1/6, δ5 = 17/60 − 4γ6, β3 = 1/3, β4 = 1/4,
β5 = 11/30− 5γ6, βk = 1 + (k − 2 + ε)γk, και

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

για i = 6, ..., k − 1.
Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµι-

κού προγράµµατος. Προφανώς, γi ≥ 0 για i = 5, ..., k. Παρατηρούµε ότι
γk−1 + γk = 1

k(k−1)
. Αν k ≥ 9, από τον ορισµό του γi για i = 6, ..., k − 2,

έχουµε

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γi+1 + γi+2 +

2

i(i + 1)(i + 2)
− 1

i(i + 1)

= γi+1 + γi+2 − 1

(i + 1)(i + 2)

και, εποµένως,

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γk−1 + γk−2 − 1

(k − 1)(k − 2)
= 0,
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δηλ., γi + γi+1 = 1
i(i+1)

για i = 6, ..., k − 1. Ο ορισµός των βi δίνει

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

=
i− 1

i(i + 1)
− (i− 1)γi+1 + (i− 1)γi + εγi (2.12)

≥ j

i(i + 1)
− jγi+1 + jγi

≥ 0

για i = 6, ..., k − 1 και j = 1, ..., i − 1. Παρατηρούµε ότι η πρώτη ανισότητα
εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός για bi ικανοποιείται για j = 1, ..., i − 1.
Εποµένως, όλοι οι περιορισµοί για τα βi για i = 6, ..., k − 1 ικανοποιούνται.

Οι περιορισµοί για τα βk επίσης ικανοποιούνται. Αφού γk = 1
k(k−1)

≤ 1
k

έχουµε ότι

βk = 1 + (k − 2 + ε)γk

≥ k − 1

k
+ (k − 1)γk + εγk

≥ j

k
+ jγk

≥ 0

για j = 1, ..., k − 1. Οι περιορισµοί για τα β3 και β4 επαληθεύονται εύκο-
λα µέσω απλών υπολογισµών. Η δεύτερη ανισότητα εγγυάται ότι ο πρώτος
περιορισµός για bk ικανοποιείται για j = 1, ..., k − 1.

Για να δείξουµε ότι και οι υπόλοιποι περιορισµοί ικανοποιούνται, ϑα δεί-
ξουµε πρώτα ότι γ6 ≤ 7/240. Αυτό είναι σαφές όταν k = 7. Αν k ≥ 9,
ϑεωρούµε τις ισότητες γi + γi+1 = 1

i(i+1)
για άρτιο i = 6, ..., k − 3 και

−γi − γi+1 = − 1
i(i+1)

για περιττό i = 7, ..., k − 2. Αθροίζοντας, και αφού

28



γk−1 = 0, έχουµε ότι

γ6 =

k−3
2∑

i=3

(γ2i + γ2i+1 − γ2i+1 − γ2i+2) + γk−1

=

k−3
2∑

i=3

(
1

2i(2i + 1)
− 1

(2i + 1)(2i + 2)

)

=

k−3
2∑

i=3

(
1

2i
− 1

2i + 1
− 1

2i + 1
+

1

2i + 2

)

=

k−3
2∑

i=3

(
1

2i
+

1

2i + 2

)
−

k−3
2∑

i=3

2

2i + 1

= −1

6
+ H k−3

2
− 3

2
+

1

k − 1
− 2Hk−2 + H k−3

2
+ 2 +

2

3
+

2

5

= 2H k−3
2
− 2Hk−2 +

1

k − 1
+

7

5

≤ −2 ln 2 +
7

5
≤ 7/240

Η πρώτη ανισότητα ισχύει αφού 2H k−3
2
− 2Hk−2 + 1

k−1
αυξάνεται ως προς k

(αυτό διαπιστώνεται εύκολα εξετάζοντας τον αρχικό ορισµό του γ6) και αφού
limt→∞ Ht/ ln t = 1.

Αφού γ6 ≤ 7/240, έχουµε δ3 + δ4 + δ5 = 1/6 + 17/60− 4γ6 ≥ 1/3. ΄Οσον
αφορά στους περιορισµούς για το β5, έχουµε β5 + γ6 − γ5 − δ5 = 11/30 −
5γ6 + γ6− 1/20− 17/60 + 4γ6 = 1/30, β5 + 5γ6− 4γ5 = 11

30
− 5γ6 + γ6− 1

5
= 1

6

και, για j = 2, 3, 4,

β5 =
11

30
− 5γ6

≥ 11

30
− (5− j)

7

240
− jγ6

= j

(
1

30
− γ6 +

1

20

)
− 13j

240
+

53

240

≥ j

(
1

5 · 6 − γ6 + γ5

)
.
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Τέλος, το γεγονός ότι γ6 ≤ 7/240 επίσης εγγυάται ότι δ5 και β5 είναι µη
αρνητικοί.

΄Εχουµε αποδείξει ότι όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµικού προ-
γράµµατος ικανοποιούνται, δηλ., η λύση είναι εφικτή. Για να υπολογίσουµε
την αντικειµενική τιµή, χρησιµοποιούµε τον ορισµό των βi και την ισότητα
(2.12). ΄Εχουµε

k∑
i=3

βi = β3 + β4 + β5 + β6 +

k−1
2∑

i=4

(β2i−1 + β2i) + βk

=
1

3
+

1

4
+

11

30
− 5γ6 +

5

42
− 5γ7 + 5γ6 +

k−1
2∑

i=4

(
1

2i
− (2i− 1)γ2i

+(2i− 3)γ2i−1 +
2i− 1

2i(2i + 1)
− (2i− 1)γ2i+1 + (2i− 1)γ2i

)

+1 + (k − 2)γk + ε

k∑
i=6

γi

=
869

420
+

k−1
2∑

i=4

2

2i + 1
− 5γ7 +

k−1
2∑

i=4

((2i− 3)γ2i−1 − (2i− 1)γ2i+1)

+(k − 2)γk + ε

k∑
i=6

γi

≤ 2Hk −H k−1
2
− 77/60 + ε

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει αφού

k∑
i=6

γi ≤
k∑

i=6

1

i(i− 1)
=

k∑
i=6

(
1

i− 1
− 1

i

)
= 1/5− 1/k.

Περίπτωση 2: k άρτιο. Θέτουµε γ4 = 1/12, γ5 = 1/20, και

γ6 = min

{
7

240
,
7

5
− 2Hk + 2Hk/2 +

1

k − 1
− 2

k

}
,

δηλ., γ6 = 7/240 για k = 6 και γ6 = 7
5
− 2Hk +2Hk/2 + 1

k−1
− 2

k
, διαφορετικά.

Αν k ≥ 8, ϑέτουµε γ7 = 1
42
− γ6 και γi = γi−2 + 2

i(i−1)(i−2)
για i = 8, ..., k.
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Θέτουµε επίσης δ3 = 0, δ4 = 1/6, δ5 = 17/60 − 4γ6, β3 = 1/3, β4 = 1/4,
β5 = 11/30− 5γ6, βk = 1 + (k − 2 + ε)γk, και, αν k ≥ 8,

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

για i = 6, ..., k − 1.
Θα δείξουµε ότι ικανοποιούνται όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµι-

κού προγράµµατος. Αν k ≥ 8, παρατηρούµε ότι γ6+γ7 = 1
42
. Από τον ορισµό

του γi για i = 8, ..., k, έχουµε

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γi−1 + γi − 2

(i− 1)i(i + 1)
− 1

i(i + 1)

= γi−1 + γi − 1

i(i− 1)

και, εποµένως,

γi + γi+1 − 1

i(i + 1)
= γ6 + γ7 − 1

42
= 0,

δηλ., γi + γi+1 = 1
i(i+1)

για i = 6, ..., k − 1. Ο ορισµός των βi δίνει

βi =
1

i + 1
− iγi+1 + (i− 2 + ε)γi

=
i− 1

i(i + 1)
− (i− 1)γi+1 + (i− 1)γi + εγi (2.13)

≥ j

i(i + 1)
− jγi+1 + jγi

≥ 0

για i = 6, ..., k−1 και j = 1, ..., i−1. Παρατηρούµε ότι ότι η πρώτη ανισότητα
εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός για bi ικανοποιείται για j = 1, ..., i−1. Οι
περιορισµοί για τα β3 και β4 εύκολα επαλθεύονται έσω απλών υπολογισµών.
Για τους περιορισµούς για το β5, έχουµε β5 + γ6 − γ5 − δ5 = 11/30 − 5γ6 +
γ6− 1/20− 17/60 + 4γ6 = 1/30, β5 + 5γ6− 4γ5 = 11

30
− 5γ6 + γ6− 1

5
= 1

6
, και,
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για j = 2, 3, 4,

β5 =
11

30
− 5γ6

≥ 11

30
− (5− j)

7

240
− jγ6

= j

(
1

30
− γ6 +

1

20

)
− 13j

240
+

53

240

≥ j

(
1

5 · 6 − γ6 + γ5

)
.

Αφού γ6 ≤ 7/240, ισχύει ότι δ3+δ4+δ5 = 1/6+17/60−4γ6 ≥ 1/3. Επίσης, το
γεγονός ότι γ6 ≤ 7/240 εγγυάται ότι δ5 και β5 είναι µη αρνητικοί. Εποµένως,
όλοι οι περιορισµοί για τα δ3, δ4, δ5 και βi για i = 3, ..., k− 1 ικανοποιούνται.

∆είχνουµε τώρα ότι γi ≥ 0, για i = 6, ..., k και ότι οι οι περιορισµοί για
το βk ικανοποιούνται. Αν k = 6, είναι σαφές. Αν k ≥ 8, από τον ορισµό
του γi, για να δείξουµε ότι γi ≥ 0 αρκεί να δείξουµε ότι γk−1 ≥ 0 και γk ≥
0. Θεωρούµε τις ισότητες γi + γi+1 = 1

i(i+1)
για άρτιο i = 6, ..., k − 2 και

−γi − γi+1 = − 1
i(i+1)

για περιττό i = 7, ..., k − 3. Αθροίζοντας, έχουµε ότι

γk−1 = −γ6 +

k/2−2∑
i=3

(γ2i + γ2i+1 − γ2i+1 − γ2i+2) + γk−2 + γk−1

= −γ6 +

k/2−2∑
i=3

(
1

2i(2i + 1)
− 1

(2i + 1)(2i + 2)

)
+

1

(k − 1)(k − 2)

= −γ6 +

k/2−2∑
i=3

(
1

2i
− 1

2i + 1
− 1

2i + 1
+

1

2i + 2

)
+

1

k − 2
− 1

k − 1

= −γ6 +

k/2−2∑
i=3

(
1

2i
+

1

2i + 2

)
−

k/2−2∑
i=3

2

2i + 1
+

1

k − 2
− 1

k − 1

= −γ6 − 1

6
+

k/2−1∑
i=3

1

i
−

k/2−1∑
i=3

2

2i + 1
+

1

k − 1

= −γ6 − 1

6
− 3

2
+ Hk/2 − 2

k
+

46

15
− 2Hk−1 + Hk/2−1 +

1

k − 1

= −γ6 +
7

5
+ 2Hk/2 − 2Hk +

1

k − 1
− 2

k
.
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Από τον ορισµό του γ6, έχουµε ότι γk−1 = 0 όταν k ≥ 8 και, εποµένως,
γk = 1

k(k−1)
− γk−1 = 1

k(k−1)
. Εποµένως, αφού γk ≤ 1

k
, έχουµε ότι

βk = 1 + (k − 2 + ε)γk

≥ k − 1

k
+ (k − 1)γk + εγk

≥ j

k
+ jγk

≥ 0

για j = 1, ..., k − 1. Η δεύτερη ανισότητα εγγυάται ότι ο πρώτος περιορισµός
για bk ικανοποιείται για j = 1, ..., k − 1.

΄Εχουµε αποδείξει ότι όλοι οι περιορισµοί του δυικού γραµµικού προ-
γράµµατος ικανοποιούνται, δηλ., η λύση είναι εφικτή. Για να υπολογίσουµε
την αντικειµενική τιµή, χρησιµοποιούµε τον ορισµό των βi και την ισότητα
(2.13). ΄Εχουµε

k∑
i=3

βi = β3 + β4 + β5 +

k/2−1∑
i=3

(β2i + β2i+1) + βk

=
1

3
+

1

4
+

11

30
− 5γ6 +

k/2−1∑
i=3

(
1

2i + 1
− 2iγ2i+1 + (2i− 2)γ2i

+
2i

(2i + 1)(2i + 2)
− 2iγ2i+2 + 2iγ2i+1

)
+ 1 + (k − 2)γk + ε

k∑
i=6

γi

=
39

20
+

k/2−1∑
i=3

1

i + 1
− 5γ6 +

k/2−1∑
i=3

((2i− 2)γ2i − 2iγ2i+2) + (k − 2)γk

+ε

k∑
i=6

γi

≤ 7

60
− γ6 + Hk/2 + ε

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει αφού

k∑
i=6

γi ≤
k∑

i=6

1

i(i− 1)
=

k∑
i=6

(
1

i− 1
− 1

i

)
= 1/5− 1/k.
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Τώρα, αφού γ6 = 7/240 όταν k = 6, έχουµε ότι

6∑
i=3

βi ≤ 461

240
+ ε.

Αν k ≥ 8, έχουµε γ6 = 7
5
− 2Hk + 2Hk/2 + 1

k−1
− 2

k
και, εποµένως,

k∑
i=3

βi ≤ 2Hk −Hk/2 − 77

60
+

2

k
− 1

k − 1
+ ε.

Λόγω της δυικότητας,
∑k

i=3 βi είναι ένα άνω ϕράγµα για τη µέγιστη αντι-
κειµενική τιµή του του γραµµικού προγράµµατος η οποία ‘αποκαλύπτει’ το
λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου. Το ϑεώρηµα προκύπτει από το Λήµµα
8.

2.7 Επεκτάσεις

΄Εχουµε επαληθεύσει πειραµατικά µε χρήση Matlab ότι τα άνω ϕράγµατα
που παρουσιάζουµε είναι αυστηρά µε την έννοια ότι αποτελούν τις µέγιστες
αντικειµενικές τιµές γραµµικών προγραµµάτων οι οποίες ‘αποκαλύπτουν’ το
λόγο προσέγγισης των υπό εξέταση αλγορίθµων (αγνοώντας τον όρο ε στο
ϕράγµα προσέγγισης). Η τεχνική µας για την ανάλυση µπορεί επίσης να
χρησιµοποιηθεί ώστε να δώσει απλές αποδείξεις για τα αποτελέσµατα στην
εργασία [34] (δηλ., τα Θεωρήµατα 2 και 3). Οι αρκετές περιπτώσεις που
µελετώνται στις αποδείξεις της εργασίας [34] περιλαµβάνονται στην ουσία σαν
περιορισµοί στα γραµµικά προγράµµατα των οποιών οι αντικειµενικές τιµές
‘αποκαλύπτουν’ το λόγο προσέγγισης των αλγορίθµων τα οποία είναι πολύ πιο
απλά από τα αντίστοιχα για τους αλγόριθµους PSLIk,` και PRSLIk,`. Επιπλέον,
σηµειώνουµε ότι δεν έχουµε συνδυάσει τις τεχνικές µας µε τον πρόσφατο
αλγόριθµο του Levin [59] που χειρίζεται σύνολα µεγέθους 4 χρησιµοποιώντας
µια περιορισµένη ϕάση τοπικής αναζήτησης. Εικάζουµε ότι είναι δυνατές και
περαιτέρω ϐελτιώσεις.
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Κεφάλαιο 3

Εύρεση γεννητικού δάσους
αστέρων και εξοικονόµηση
χρωµάτων

Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουσιάζουµε ένα απλό αλγόριθµο για το πρόβλη-
µα εύρεσης µέγιστου γεννητικού δάσους αστέρων. Λαµβάνουµε υπόψη το
γεγονός ότι το πρόβληµα αποτελεί ειδική περίπτωση του συµπληρωµατικού
προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα και προσαρµόζουµε έναν αλγόριθµο των
Duh και Fürer για την επίλυσή του. Αποδεικνύουµε ότι ο αλγόριθµος αυ-
τός υπολογίζει 193/240 ≈ 0.804-προσεγγιστικά γεννητικά δάση αστέρων. Το
αποτέλεσµα αυτό ϐελτιώνει ένα προηγούµενο κάτω ϕράγµα µε τιµή 0.71 των
Chen και άλλων. Αν και ο αλγόριθµος είναι καθαρά συνδυαστικός, η ανάλυ-
σή µας ορίζει ένα γραµµικό πρόγραµµα που χρησιµοποιεί µια παράµετρο f
το οποίο είναι επιλύσιµο για τιµές της παραµέτρου f που δεν είναι µικρότερες
από το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου. Η ανάλυση είναι αυστηρή και, το
ενδιαφέρον είναι, ότι µπορεί να εφαρµοστεί και σε συµπληρωµατικές εκδο-
χές του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα όπως η εξοικονόµηση χρωµάτων.
∆ίνει την ίδια εγγύηση προσέγγισης µε τιµή 193/240 που οριακά ϐελτιώνει
το προηγούµενο γνωστό κάτω ϕράγµα των Duh και Fürer. Αποδεικνύουµε
επίσης ότι, γενικά, µια ϕυσική κλάση αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης δε
δίνουν καλύτερα από 1/2-προσεγγιστικά γεννητικά δάση αστέρων. Αυτά τα
αποτελέσµατα έχουν παρουσιαστεί στην εργασία [6].
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3.1 Εισαγωγή

Μελετάµε το συνδυαστικό πρόβληµα αποσύνθεσης ενός γραφήµατος σε
ένα γεννητικό δάσος αστέρων που περιλαµβάνει όλες τις κορυφές του γραφή-
µατος. ΄Ενας αστέρας είναι ένα δένδρο µε διάµετρο το πολύ δύο. Αποτελείται
από µια κορυφή που χαρακτηρίζεται ως κέντρο και (πιθανώς) από ϕύλλα,
δηλ., κορυφές που συνδέονται µε ακµές µε το κέντρο. Στόχος του προβλή-
µατος που είναι γνωστό ως πρόβληµα εύρεσης µέγιστου γεννητικού δάσους
αστέρων (SSF) είναι ο υπολογισµός µιας αποσύνθεσης αστέρα στην οποία ο
αριθµός των ϕύλλων (που ϑεωρείται το κέρδος) µεγιστοποιείται. Ισοδύναµα,
ο αριθµός των αστέρων πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. Αυτό είναι ισοδύναµο
µε το πρόβληµα εύρεσης ελάχιστου συνόλου κυριαρχίας στο οποίο στόχος
είναι ο υπολογισµός ενός ελάχιστου µεγέθους συνόλου κορυφών (το σύνολο
κυριαρχίας) στο γράφηµα τέτοιο ώστε κάθε κορυφή να είναι είτε µέλος του
συνόλου κυριαρχίας ή γειτονική µε κάποια κορυφή του συνόλου κυριαρχίας.
Οι κορυφές στο σύνολο κυριαρχίας αντιστοιχούν σε κέντρα αστέρων µε ϕύλλα
τις κορυφές εκτός του συνόλου κυριαρχίας (ϐλ. Σχήµα 3.1).

Σχήµα 3.1: (i) ΄Ενα γράφηµα G = (V, E), (ii) ΄Ενα σύνολο κυριαρχίας ελά-
χιστου µεγέθους (3) στο G (κόκκινες κορυφές), (iii) Αποσύνθεση του G σε
γεννητικό δάσος µε 3 αστέρες.

Το πρόβληµα SSF έχει αρκετές εφαρµογές στο πρόβληµα παράταξης πολ-
λαπλών γονιδιακών ακολουθιών [66], στη σύγκριση ϕυλογενετικών δένδρων
[11], και στο πρόβληµα διαφοροποίησης στην αυτοκινητοβιοµηχανία [1]. Ως
ένα πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης, το πρόβληµα SSF έχει µελε-
τηθεί στις εργασίες [23, 66]. Ο Nguyen και άλλοι [66] αποδεικνύουν ότι
το πρόβληµα είναι δύσκολο να προσεγγιστεί (APX-hard) παρουσιάζοντας ένα
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σαφές ϕράγµα µη προσεγγισιµότητας µε τιµή 259/260 και έναν συνδυαστικό
0.6-προσεγγιστικό αλγόριθµο. Βέλτιστοι αλγόριθµοι πολυωνυµικού χρόνου
παρουσιάζονται για ειδικές κατηγορίες γραφηµάτων όπως επίπεδα γραφήµα-
τα και δένδρα. Ο Chen και άλλοι [23] παρουσιάζουν έναν καλύτερο αλγό-
ϱιθµο µε λόγο προσέγγισης 0.71. Η ϐασική ιδέα είναι η εκτέλεση και του
αλγορίθµου της εργασίας [66], καθώς και ενός αλγορίθµου που ϐασίζεται
σε γραµµικό προγραµµατισµό και τυχαίο στρογγύλεµα και, µετά, η επιλογή
της καλύτερης λύσης. Το γραµµικό πρόγραµµα µε χαλαρωµένους περιορι-
σµούς που χρησιµοποιείται στην εργασία [66] έχει ένα χάσµα ολοκλήρωσης
ίσο µε (το πολύ) 3/4. Ενδιαφέρουσες γενικεύσεις περιλαµβάνουν εκδοχές
του προβλήµατος SSF µε ϐάρη στις κορυφές και ϐάρη στις ακµές. Στις εργα-
σίες [23, 66] παρουσιάζονται προσεγγιστικοί αλγόριθµοι και αποτελέσµατα
δυσκολίας προσέγγισης και για τα προβλήµατα αυτά. Ισχυρότερα αποτε-
λέσµατα µη προσεγγισιµότητας για αυτά τα προβλήµατα παρουσιάστηκαν
πρόσφατα στην εργασία [21].

Το πρόβληµα εύρεσης ελάχιστου συνόλου κυριαρχίας αποτελεί ειδική πε-
ϱίπτωση του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα. Στο πρόβληµα κάλυψης µε
σύνολα, δίνεται µια συλλογή S συνόλων σε ένα σύνολο U µε n στοιχεία και
στόχος είναι η επιλογή µιας ελάχιστου µεγέθους υπο-συλλογής T συνόλων
που περιέχουν όλα τα στοιχεία. Το πρόβληµα είναι γνωστό ότι είναι δύσκο-
λο να προσεγγιστεί εντός ενός λογαριθµικού παράγοντα [38] ενώ ο άπληστος
αλγόριθµος που αναδροµικά συµπεριλαµβάνει στην κάλυψη το σύνολο που
περιέχει το µέγιστο πλήθος στοιχείων που δεν έχουν καλυφθεί ακόµα επιτυγ-
χάνει ένα αντίστοιχο άνω ϕράγµα µε τιµή Hn [52, 63]. Ο ίδιος αλγόριθµος
έχει λόγο προσέγγισης µε τιµή Hk όταν στη συλλογή ισχύει η κλειστότητα ως
προς τα υποσύνολα και κάθε σύνολο περιέχει το πολύ k στοιχεία. Αυτή η
ειδική περίπτωση του προβλήµατος είναι γνωστή ως πρόβληµα κάλυψης µε
σύνολα µε σύνολα µεγέθους το πολύ k. Ελαφρώς καλύτερα αποτελέσµατα εί-
ναι επίσης γνωστά για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µε σύνολα µεγέθους
το πολύ k [4, 34, 43, 59]. Η πιο ενδιαφέρουσα ιδέα που δίνει αυτές τις ϐελτιώ-
σεις είναι η ηµι-τοπική ϐελτίωση [34] που εφαρµόζεται στο πρόβληµα κάλυ-
ψης 3-συνόλου. Η ηµι-τοπική ϐελτιστοποίηση είναι ένας αλγόριθµος τοπικής
αναζήτησης. Η ϐασική ιδέα στην οποία στηρίζεται είναι να ξεκινήσει κανείς
µε µία κενή κάλυψη 3-συνόλου και να την επαυξάνει πραγµατοποιώντας το-
πικές ϐελτιώσεις. Από τη στιγµή που τα (ξένα µεταξύ τους) σύνολα µεγέθους
3 επιλεχθούν, ο υπολογισµός του ελάχιστου αριθµού συνόλων µεγέθους 2 και
1 για την ολοκλήρωση της κάλυψης µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε πολυωνυ-
µικό χρόνο µέσω του υπολογισµού ενός µέγιστου ταιριάσµατος. Εποµένως,
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ένα ηµι-τοπικό ϐήµα (s, t)-ϐελτίωσης για το πρόβληµα κάλυψης 3-συνόλου
αποτελείται από (i) τη διαγραφή µέχρι το πολύ t συνόλων µεγέθους 3 από
την τρέχουσα κάλυψη και (ii) την εισαγωγή µέχρι το πολύ s ξένων µεταξύ
τους συνόλων µεγέθους 3 και του ελάχιστου αριθµού απαραίτητων συνόλων
µικρότερου µεγέθους που ολοκληρώνουν την κάλυψη, έτσι ώστε ο αριθµός
των συνόλων στην κάλυψη να µειώνεται. Στην περίπτωση ισοπαλιών, προτι-
µώνται καλύψεις µε λιγότερα σύνολα µεγέθους 1. Η ανάλυση στην εργασία
[34] δείχνει ότι η καλύτερη επιλογή των παραµέτρων (s, t) είναι (2, 1) και
ότι, κάπως απρόσµενα, µεγαλύτερες τιµές αυτών των παραµέτρων δε δίνουν
περαιτέρω ϐελτιώσεις.

Ως το συµπλήρωµα του προβλήµατος εύρεσης ελάχιστου συνόλου κυ-
ϱιαρχίας, το πρόβληµα SSF αποτελεί ειδική περίπτωση του προβλήµατος συµ-
πληρωµατικού συνόλου κάλυψης (µε έννοια που εξηγείται λεπτοµερώς στην
Ενότητα 3.2). Στο συµπληρωµατικό πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα, στόχος
είναι η µεγιστοποίηση της ποσότητας n− |T |. Ο λόγος προσέγγισης µιας λύ-
σης για το συµπληρωµατικό πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα µπορεί να γίνει
αντιληπτός σαν τη σύγκριση της ‘απόστασης ’ µιας λύσης για το πρόβληµα
κάλυψης µε σύνολα από τη χειρότερη δυνατή λύση (δηλ., αυτή που χρησιµο-
ποιεί n σύνολα για την κάλυψη των στοιχείων) µε την απόσταση της ϐέλτιστης
λύσης από τη χειρότερη δυνατή. Αυτό δίνει ένα εναλλακτικό µέτρο απόδοσης
για την ανάλυση προσεγγιστικών αλγορίθµων. Τέτοια µέτρα έχουν ληφθεί
υπόψη για πολλά προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης στα πλαίσια
διαφορετικών προσεγγιστικών αλγορίθµων [30, 31] ή z-προσεγγίσεων [46]
(δες επίσης [8, 9]). Οι Duh και Fürer [34] µελετούν επίσης την εφαρµογή του
αλγορίθµου τους για στιγµιότυπα του συµπληρωµατικού προβλήµατος κάλυ-
ψης µε σύνολα στα οποία η συλλογή των συνόλων δε δίνεται ϱητά. Μεταξύ
αυτών, η πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι όταν τα στοιχεία αντιστοιχούν
στις κορυφές ενός γραφήµατος και τα σύνολα στη συλλογή αποτελούν όλα
τα ανεξάρτητα σύνολα του γραφήµατος. Στην περίπτωση αυτή, το πρόβληµα
κάλυψης µε σύνολα είναι ισοδύναµο µε το πρόβληµα χρωµατισµού γραφη-
µάτων (δηλ., το πρόβληµα χρωµατισµού των κορυφών ενός γραφήµατος έτσι
ώστε ποτέ δύο γειτονικές κορυφές να µη λαµβάνουν το ίδιο χρώµα και ο
αριθµός των χρωµάτων που χρησιµοποιούνται να ελαχιστοποιείται). Το συµ-
πληρωµατικό πρόβληµα χρωµατισµού γραφηµάτων είναι επίσης γνωστό και
µε τον όρο πρόβληµα εξοικονόµηση χρωµάτων.

Εδώ, ϐασιζόµαστε στο γεγονός ότι το πρόβληµα SSF είναι ένα συµπλη-
ϱωµατικό πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα στο οποίο στη συλλογή των συνό-
λων ισχύει η κλειστότητα για τα υποσύνολα και χρησιµοποιούµε τον προ-
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σεγγιστικό αλγόριθµο των Duh και Fürer [34] για να λύσουµε τα στιγµιό-
τυπά του (Ενότητα 3.2). Επιτυγχάνουµε ένα λόγο προσέγγισης µε τιµή
193/240 ≈ 0.804 που ϐελτιώνει το προηγούµενο γνωστό ϕράγµα µε τιµή
0.71 από την εργασία [23] και υπερκεράζει το χάσµα ολοκλήρωσης του χαλα-
ϱωµένου γραµµικού προγράµµατος που χρησιµοποιείται στην εργασία [23].
Η ανάλυσή µας είναι αυστηρή, δεν επωφελείται από τη συγκεκριµένη δοµή
του του προβλήµατος SSF, και ουσιαστικά ισχύει για το γενικότερο συµπληρω-
µατικό πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα και εξοικονόµησης χρωµάτων επίσης
(δες και Ενότητα 3.3). Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι το αποτέλεσµα της
εργασίας [34] αποτελεί ένα κάτω ϕράγµα µε τιµή 289/360 ≈ 0.803 για το λόγο
προσέγγισης του ίδιου αλγόριθµου για γενικά στιγµιότυπα του προβλήµατος
εξοικονόµησης χρωµάτων (και του συµπληρωµατικού προβλήµατος κάλυψης
µε σύνολα). Αν και η ϐελτίωση που πετυχαίνουµε στο λόγο προσέγγισης είναι
οριακή, η τεχνική απόδειξης παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον και, σαν ιδέα,
ϑα µπορούσε να εφαρµοστεί και στα πλαίσια άλλων προβληµάτων. Η απόδει-
ξη στην εργασία [34] ϐασίζεται σε µια λεπτοµερή αποτίµηση της απόδοσης του
αλγορίθµου µέσω ανάλυσης περιπτώσεων των διαφορετικών τρόπων κάλυψης
των στοιχείων των συνόλων από τον αλγόριθµο στη ϐέλτιστη λύση. Μεταξύ
των αρκετών διαφορετικών περιπτώσεων, µόνο µερικές παρουσιάζονται στην
εργασία αυτή. Η δική µας απόδειξη είναι αρκετά διαφορετική σαν ιδέα, είναι
απλούστερη, και δεν απαιτεί ανάλυση περιπτώσεων. Βασίζεται στην απόδει-
ξη εφικτότητας ενός γραµµικού προγράµµατος. Σηµειώνουµε ότι η ανάλυση
καθαρά συνδυαστικών αλγορίθµων που κάνουν χρήση γραµµικών προγραµ-
µάτων των οποίων η αντικειµενική τιµή ‘αποκαλύπτει’ το λόγο προσέγγισης
του υπό εξέταση αλγορίθµου (µε διαφορετικό τρόπο από ότι στην παρούσα
εργασία) έχει επίσης χρησιµοποιηθεί για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα
µε σύνολα µεγέθους το πολύ k [4], για διαχείριση οπτικών µηκών κύµατος
σε οπτικά δίκτυα [15], και για τοποθέτηση εγκαταστάσεων [51]. Ο ορισµός
του γραµµικού προγράµµατος ακολουθεί την ορολογία του προηγούµενου
κεφαλαίου αλλά το γραµµικό πρόγραµµα που προκύπτει είναι σηµαντικά
µικρότερο και η ανάλυση διαφορετική. Συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε ότι
αν ένας αλγόριθµος επιτυγχάνει µία το πολύ f-προσεγγιστική λύση για κά-
ποιο στιγµιότυπο, τότε ένα κατάλληλα ορισµένο γραµµικό πρόβληµα που έχει
το f σα µια παράµετρο και οι περιορισµοί του συλλαµβάνουν τις ιδιότητες του
στιγµιοτύπου και τον τρόπο που αλγόριθµος εφαρµόζεται σε αυτό είναι εφι-
κτό. Αυτό δηλώνεται σαν ένα παραµετροποιηµένο LP Λήµµα. Εποµένως, το
κάτω ϕράγµα στο λόγο προσέγγισης προκύπτει αποδεικνύοντας ότι το αντί-
στοιχο γραµµικό πρόγραµµα δεν είναι εφικτό για τιµές του f µικρότερες από
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193/240.
Επιπλέον, υποκινούµενοι από πολύ γνωστές ευριστικές τεχνικές για προ-

ϐλήµατα οµαδοποίησης συνόλου [43, 48], µελετάµε µια ϕυσική οικογένεια
αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης για το πρόβληµα SSF. ΄Ενας τέτοιος αλγό-
ϱιθµος ξεκινά από ένα αρχικό γεννητικό δάσος αστέρων και επιλαµβανόµενα
πραγµατοποιεί τοπικές ϐελτιώσεις µέχρις ότου να µην είναι περαιτέρω δυ-
νατόν. Η λύση που προκύπτει είναι ένα τοπικό ϐέλτιστο για το συγκεκριµέ-
νο αλγόριθµο και η ερώτηση είναι αν τοπικά ϐέλτιστα αποτελούν αποδοτι-
κές λύσεις και για το πρόβληµα SSF. Αποδεικνύουµε ότι αυτό δεν ισχύει για
οποιοδήποτε αλγόριθµο τοπικής αναζήτησης που ανήκει στην οικογένεια και
εκτελείται σε πολυωνυµικό χρόνο. Για την απόδειξη, κατασκευάζουµε σχεδόν
1/2-προσεγγιστικά γεννητικά δάση αστέρων σε κατάλληλα ορισµένα γραφή-
µατα που αποτελούν τοπικά ϐέλτιστα για τέτοιους αλγόριθµους (Ενότητα 3.5).

3.2 Περιγραφή του αλγορίθµου

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουµε τον τρόπο µε τον οποίο επωφελούµα-
στε τη σχέση του προβλήµατος µε το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα προκει-
µένου να το επιλύσουµε χρησιµοποιώντας έναν πολύ γνωστό αλγόριθµο των
Duh και Φῆυϱερ [34]. Αρχικά µετατρέπουµε ένα στιγµιότυπο του προβλή-
µατος SSF αποτελούµενο από ένα γράφηµα G = (V, E) σε ένα στιγµιότυπο
(V,S) του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα πάνω στις κορυφές. Η συλλογή
S αποτελείται από σύνολα αστέρων. ΄Ενα σύνολο αστέρων είναι ένα σύνολο
κορυφών µε έναν κοινό γείτονα (υποθέτοντας ότι µία κορυφή είναι γειτονική
του εαυτού της). ∆ιακρίνουµε µεταξύ δύο τύπων συνόλων αστέρα: Α και Β.
Οι κορυφές ενός συνόλου αστέρα s τύπου Α έχουν µια κορυφή του s σαν
κοινό γείτονα. ΄Ολα τα άλλα σύνολα αστέρων είναι τύπου Β. Η συλλογή S
που ορίζεται µε τον τρόπο αυτό ισχύει η κλειστότητα ως προς τα υποσύνολα.
Χρησιµοποιούµε τον όρο κάλυψη συνόλου αστέρα για να αναφερθούµε στο
συγκεκριµένο στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα και τον όρο
κάλυψη συνόλου i-αστέρων όταν η συλλογή αποτελείται από σύνολα αστέρων
µεγέθους το πολύ i.

Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο των Duh και Fürer [34] για να λύσουµε
το στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα αστέρων που προκύπτει
και παίρνουµε µια συλλογή ξένων µεταξύ τους συνόλων αστέρων που περιέχει
όλες τις κορυφές του V . Αναφερόµαστε στα σύνολα αστέρων µεγέθους i µε
τον όρο σύνολα i-αστέρων. Ο αλγόριθµος αρχικά συµπεριλαµβάνει άπληστα
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στη λύση ξένα µεταξύ τους σύνολα 6-αστέρων µέχρι µη µπορούν να συµπε-
ϱιληφθούν άλλα σύνολα 6-αστέρων. Χρησιµοποιούµε τον όρο µεγιστοτικές
(maximal) για να αναφερθούµε σε τέτοιες συλλογές ξένων µεταξύ τους συνό-
λων. Μετά τη ϕάση αυτή, οι κορυφές που δεν έχουν καλυφθεί και τα σύνολα
αστέρων που περιέχουν µόνο τέτοιες κορυφές σχηµατίζουν ένα στιγµιότυπο
του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα 5-αστέρων. Τότε, ο αλγόριθµος εκτε-
λεί µια περιορισµένη ϕάση για να επιλέξει µια µεγιστοτική συλλογή ξένων
µεταξύ τους συνόλων 5-αστέρων και εγγυάται ότι ο αριθµός των συνόλων 1-
αστέρα στην τελική λύση δεν είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό των συνόλων
1-αστέρα στη ϐέλτιστη λύση για το στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε
σύνολα 5-αστέρων στην αρχή αυτής της περιορισµένης ϕάσης. Στη συνέχεια,
εφαρµόζεται µια παραπλήσια περιορισµένη ϕάση για σύνολα 4-αστέρων. Με-
τά τη ϕάση αυτή, ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα 3-
αστέρων αποµένει να λυθεί για να ολοκληρωθεί η κάλυψη συνόλου αστέρα.
Ο αλγόριθµος εφαρµόζει για αυτό µια ϕάση ηµι-τοπικής ϐελτιστοποίησης.
Χρησιµοποιούµε τους ακέραιους 6, 5, 4, 3 για να αναφερθούµε στις ϕάσεις
του αλγορίθµου σύµφωνα µε το µέγεθος των συνόλων αστέρων που διαχειρί-
Ϲονται. Συνολικά, ο αλγόριθµος περιγράφεται ως εξής.

Φάση 6: Επίλεξε µια µεγιστοτική συλλογή ξένων µεταξύ τους συ-
νόλων 6-αστέρων.

Φάση 5: Επίλεξε µια µεγιστοτική συλλογή ξένων µεταξύ τους συ-
νόλων 5-αστέρων έτσι ώστε η επιλογή αυτών των συνόλων
αστέρα να µην αυξάνει τον αριθµό των συνόλων 1-αστέρα
στην τελική λύση.

Φάση 4: Επίλεξε µια µεγιστοτική συλλογή ξένων µεταξύ τους συ-
νόλων 4-αστέρων έτσι ώστε η επιλογή αυτών των συνόλων
αστέρα να µην αυξάνει τον αριθµό των συνόλων 1-αστέρα
στην τελική λύση.

Φάση 3: Εκτέλεσε τον αλγόριθµο ηµι-τοπικής ϐελτιστοποίησης
για το στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα 3-
αστέρων που αποµένει.

Το αποτέλεσµα του αλγόριθµου είναι ένα σύνολο T ⊆ S ξένων µεταξύ
τους συνόλων αστέρων. µετατρέπουµε τη λύση αυτή σε ένα γεννητικό δάσος
αστέρων ως εξής. Αρχικά ϑεωρούµε σύνολα αστέρων του T τύπου Α. Για
κάθε τέτοιο σύνολο s, ϑέτουµε τον κοινό γείτονα u των κορυφών του s σαν
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κέντρο και συνδέουµε τις υπόλοιπες κορυφές κορυφές του s µε την u. Στη
συνέχεια, ϑεωρούµε τα σύνολα αστέρων τύπου Β. Για κάθε τέτοιο σύνολο s
του T , επιλέγουµε έναν κοινό γείτονα u των κορυφών του s. Αν η u είναι
ήδη κέντρο ενός άλλου αστέρα, απλά συνδέουµε τις κορυφές του s που δεν
έχουν χρησιµοποιηθεί ακόµα σαν κέντρα µε αυτή. Αν η u είναι ήδη ϕύλλο
ενός άλλου αστέρα, την αφαιρούµε από τον αστέρα και συνδέουµε σε αυτή
τις κορυφές του s που δεν έχουν χρησιµοποιηθεί σαν κέντρα ακόµα.

Από τη στιγµή που κάποια κορυφή έχει χρησιµοποιηθεί σαν κέντρο, πα-
ϱαµένει µέχρι το τέλος του αλγορίθµου και κάθε ϕύλλο συνδέεται µε κάποιο
κέντρο. Επειδή τα σύνολα αστέρων περιέχουν όλες τις κορυφές του V , κάθε
κορυφή είναι είτε κέντρο είτε ϕύλλο ενός αστέρα και, εποµένως, η λύση είναι
πράγµατι ένα γεννητικό δάσος αστέρων για το γράφηµα G. Επιπλέον, κάθε
ϕορά που ορίζουµε ένα σύνολο αστέρα, αυξάνουµε τον αριθµό των κέντρων
κατά το πολύ 1. Εποµένως, ο συνολικός αριθµός των ϕύλλων είναι τουλάχι-
στον |V | − |T |.

3.3 Ανάλυση

Το ϐασικό µας επιχείρηµα για την ανάλυση του αλγορίθµου περιγράφε-
ται ως εξής. Αρχικά αποδεικνύουµε ότι αν υπάρχει ένα στιγµιότυπο για το
οποίο ο αλγόριθµος υπολογίζει µια το πολύ f-προσεγγιστική λύση, τότε ένα
κατάλληλα ορισµένο γραµµικό πρόγραµµα LP(f) είναι εφικτό. Στη συνέ-
χεια, δείχνουµε ότι το LP(f) δεν είναι εφικτό για f < 193/240, που σηµαίνει
ότι ο λόγος προσέγγισης του αλγορίθµου είναι τουλάχιστον 193/240 ≈ 0.804.
Θεωρούµε µόνο µη τετριµµένα στιγµιότυπα του προβλήµατος στα οποία το
γράφηµα εισόδου έχει τουλάχιστον µία ακµή αφού διαφορετικά κάθε αλγό-
ϱιθµος είναι ϐέλτιστος.

3.3.1 ΄Ενα παραµετροποιηµένο γραµµικό πρόγραµµα

Θεωρούµε ένα µη τετριµµένο στιγµιότυπο I του προβλήµατος SSF που
αποτελείται από ένα γράφηµα G = (V,E) για οποίο ο αλγόριθµος υπολογίζει
µια το πολύ f-προσεγγιστική λύση. ΄Εστω (V,S) το αντίστοιχο στιγµιότυπο
του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα αστέρα. Για i = 5, 4, 3, συµβολίζουµε
µε (Vi, Si) το στιγµιότυπο του προβλήµατος κάλυψης µε σύνολα i-αστέρα που
πρέπει να λυθεί πριν την έναρξη της ϕάσης i. Εδώ, τα σύνολα Vi περιέχουν
τις κορυφές του V που δεν έχουν καλυφθεί σε προηγούµενες ϕάσεις και τα
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Si περιέχουν τα σύνολα αστέρων του S που αποτελούνται µόνο από κορυφές
του Vi. Τα Si περιέχουν σύνολα αστέρων της αρχικής συλλογής µεγέθους το
πολύ i. Συµβολίζουµε µε Oi µία ϐέλτιστη λύση για ένα στιγµιότυπο (Vi, Si).
Συµβολίζουµε τη ϐέλτιστη λύση του (V,S) µε O. Επειδή στο S ισχύει η κλει-
στότητα ως προς τα υποσύνολα, χωρίς απώλεια της γενικότητας, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι το σύνολο Oi περιέχει ξένα µεταξύ τους σύνολα. Επιπλέον,
είναι σαφές πλέον ότι |Oi−1| ≤ |Oi| για i = 3, 4, 5 και |Oi| ≤ |O|.

Θέτουµε θ = |V |
|V |−1

. Συµβολίζουµε µε T το λόγο |V |/|O|. Επειδή το
στιγµιότυπο δεν είναι τετριµµένο, υπάρχει µια ϐέλτιστη κάλυψη αστέρα µε
το πολύ |V | − 1 σύνολα αστέρα (δηλ., |O| ≤ |V | − 1). Εποµένως,

T ≥ θ. (3.1)

Για τη ϕάση i του αλγορίθµου µε i = 3, 4, 5, συµβολίζουµε µε ai,j το λόγο
του αριθµού των συνόλων j-αστέρων στο Oi προς τον αριθµό |O| των συνόλων
στη ϐέλτιστη λύση για (V,S). Επειδή |Oi| ≤ |O| και |Oi| = |O|∑i

j=1 ai,j,
έχουµε ότι

i∑
j=1

ai,j ≤ 1. (3.2)

Επίσης, παρατηρούµε ότι |V | = T |O| και |V5| = |O|∑5
j=1 ja5,j. Επειδή

V5 ⊆ V , έχουµε

T ≥
5∑

j=1

ja5,j. (3.3)

Κατά τη ϕάση i µε i = 3, 4, 5, ο αλγόριθµος επιλέγει ένα µέγιστο σύνολο
από σύνολα i-αστέρων. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε σύνολο i-αστέρα που επιλέ-
γεται τέµνει κάποιο από τα σύνολα i-αστέρα της ϐέλτιστης κάλυψης συνόλων
αστέρα για το στιγµιότυπο (Vi, Si) και ενδεχοµένως τέµνεται µε το πολύ i τέ-
τοια σύνολα i-αστέρων. Επειδή υπάρχουν ai,i|O| τέτοια σύνολα αστέρων στη
ϐέλτιστη κάλυψη για το (Vi, Si), ο αριθµός |Vi \ Vi−1|/i των συνόλων i-αστέρα
που επιλέχθηκαν κατά τη ϕάση i είναι τουλάχιστον ai,i|O|/i. Ισοδύναµα,
|Vi \ Vi−1| ≥ ai,i|O|. Επειδή |Vi \ Vi−1| =

(∑i
j=1 jai,j −

∑i−1
j=1 jai−1,j

)
|O|,

έχουµε ότι
i∑

j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j ≥ ai,i. (3.4)
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Η ϕάση 3 προσθέτει αρκετούς επιπλέον περιορισµούς. Συµβολίζουµε µε
b3, b2, b1 τον αριθµό των συνόλων 3-, 2-, και 1-αστέρων που υπολογίζονται από
τη ϕάση ηµι-τοπικής ϐελτιστοποίησης διαιρεµένο µε |O|. Χρησιµοποιούµε
το κεντρικό αποτέλεσµα της ανάλυσης των Duh και Fürer [34] εκφρασµένο
µε ϐάση τους δικούς µας συµβολισµούς.
Θεώρηµα 9 (Duh και Fürer[34]). b1 ≤ α3,1 και b2 + b1 ≤ α3,3 + α3,2 + α3,1.

Επιπλέον, η περιορισµένη ϕάση i (µε i = 4, 5) ϑέτει τον περιορισµό ότι ο
αριθµός των 1-συνόλων στην τελική λύση δεν πρέπει να αυξάνεται σε σχέση
µε τον αριθµό των 1-συνόλων στη ϐέλτιστη κάλυψη συνόλου αστέρα για το
(Vi, Si). Λαµβάνοντας υπόψη και την πρώτη ανισότητα του Θεωρήµατος 9,
έχουµε

b1 ≤ ai,1, για i = 3, 4, 5. (3.5)

΄Εως τώρα, έχουµε εκφράσει όλες τις ιδιότητες του στιγµιοτύπου (V,S)
καθώς και τη συµπεριφορά του αλγορίθµου για αυτό, εκτός από το γεγονός
ότι η κάλυψη συνόλου αστέρων που επιτυγχάνεται συνεπάγεται µία το πολύ
f-προσεγγιστική λύση για το αντίστοιχο στιγµιότυπο του προβλήµατος SSF
στιγµιότυπο. Εκφράζουµε το κέρδος του αλγορίθµου ως προς τις µεταβλη-
τές µας ως εξής. Συµβολίζουµε µε ti τον αριθµό των συνόλων αστέρων που
υπολογίζονται κατά τη ϕάση i. Για τη ϕάση 6, έχουµε

t6 =
1

6
|V \ V5| = 1

6

(
T −

5∑
j=1

ja5,j

)
|O|. (3.6)

Για τη ϕάση i µε i = 4, 5, έχουµε

ti =
1

i
|Vi \ Vi−1| = 1

i

(
i∑

j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j

)
|O|. (3.7)

Επίσης, για τη ϕάση ηµι-τοπικής ϐελτιστοποίησης, έχουµε

t3 = (b3 + b2 + b1)|O|
=

(
b1

3
+

b2 + b1

3
+

3b3 + 2b2 + b1

3

)
|O|

≤
(

b1

3
+

a3,3 + a3,2 + a3,1

3
+

3a3,3 + 2a3,2 + a3,1

3

)
|O|

=

(
1

3
b1 +

4

3
a3,3 + a3,2 +

2

3
a3,1

)
|O|. (3.8)
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Η ανισότητα προκύπτει από το Θεώρηµα 9 και επειδή (3b3 + 2b2 + b1)|O| =
(3a3,3 + 2a3,2 + a3,1)|O| = |V3|.

Από τη συζήτηση στην Ενότητα 3.2, η λύση που επιτυγχάνεται από τον
αλγόριθµο για το στιγµιότυπο I του προβλήµατος SSF έχει κέρδος ALG(I)
τουλάχιστον |V | −∑6

i=3 ti. ΄Εστω ένα ϐέλτιστο γεννητικό δάσος αστέρων για
το γράφηµα G που αντιστοιχεί στο στιγµιότυπο I και έστω OPT (I) το κέρ-
δος του. Αυτό ϕυσικά αντιστοιχεί σε µία κάλυψη συνόλου αστέρα O′ για
(V,S) που αποτελείται από ξένα µεταξύ τους υποσύνολα αστέρα τύπου Α.
Προφανώς, OPT (I) = |V | − |O′| και |O| ≤ |O′|. Εποµένως, OPT (I) ≤
|V | − |O|. Επειδή η λύση που επιτυγχάνεται από τον αλγόριθµο είναι το
πολύ f-προσεγγιστική (δηλ., ALG(I) ≤ f ·OPT (I)), έχουµε

|V | −
6∑

i=3

ti ≤ f (|V | − |O|) ,

και, ισοδύναµα,

(f − 1)|V |+
6∑

i=3

ti ≥ f |O|. (3.9)

Χρησιµοποιούµε τις (3.6), (3.7), και (3.8) για να ϕράξουµε από πάνω το
αριστερό µέρος της ανισότητας (3.9). ΄Εχουµε

(f − 1)|V |+
6∑

i=3

ti

≤ (f − 1)T |O|+ 1

6

(
T −

5∑
j=1

ja5,j

)
|O|+ 1

5

(
5∑

j=1

ja5,j −
4∑

j=1

ja4,j

)
|O|

+
1

4

(
4∑

j=1

ja4,j −
3∑

j=1

ja3,j

)
|O|+

(
1

3
b1 +

4

3
a3,3 + a3,2 +

2

3
a3,1

)
|O|

=

((
f − 5

6

)
T +

1

6
a5,5 +

2

15
a5,4 +

1

10
a5,3 +

1

15
a5,2 +

1

30
a5,1 +

1

5
a4,4

+
3

20
a4,3 +

1

10
a4,2 +

1

20
a4,1 +

7

12
a3,3 +

1

2
a3,2 +

5

12
a3,1 +

1

3
b1

)
|O|.

(3.10)
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Από (3.9) και (3.10), έχουµε

(f − 5

6
)T +

1

6
a5,5 +

2

15
a5,4 +

1

10
a5,3 +

1

15
a5,2 +

1

30
a5,1 +

1

5
a4,4

+
3

20
a4,3 +

1

10
a4,2 +

1

20
a4,1 +

7

12
a3,3 +

1

2
a3,2 +

5

12
a3,1 +

1

3
b1 ≥ f.

(3.11)

Εκφράζοντας τις ανισότητες (3.1)-(3.5) και (3.11) στη ϐασική µορφή, έχου-
µε το παραµετροποιηµένο LP λήµµα.

Λήµµα 10. Αν υπάρχει ένα στιγµιότυπο I του προβλήµατος SSF για το οποίο ο
αλγόριθµος υπολογίζει µια λύση µε κέρδος ALG(I) ≤ f ·OPT (I) για κάποιο
f ∈ [0, 1], τότε το ακόλουθο γραµµικό πρόβληµα LP(f) έχει µία εφικτή λύση
για κάποιο θ > 1.

T ≥ θ

−
i∑

j=1

ai,j ≥ −1, για i = 3, 4, 5

T −
5∑

j=1

ja5,j ≥ 0

(i− 1)ai,i +
i−1∑
j=1

jai,j −
i−1∑
j=1

jai−1,j ≥ 0, για i = 4, 5

ai,1 − b1 ≥ 0, για i = 3, 4, 5

(f − 5

6
)T +

1

6
a5,5 +

2

15
a5,4 +

1

10
a5,3 +

1

15
a5,2 +

1

30
a5,1 +

1

5
a4,4

+
3

20
a4,3 +

1

10
a4,2 +

1

20
a4,1 +

7

12
a3,3 +

1

2
a3,2 +

5

12
a3,1 +

1

3
b1 ≥ f

ai,j ≥ 0, για i = 3, 4, 5 και j = 1, ..., i

b1 ≥ 0

3.3.2 Απόδειξη του ϕράγµατος για το λόγο προσέγγισης

Η απόδειξη του ϕράγµατος προσέγγισης ϐασίζεται στο ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 11. Για κάθε f < 193/240, το γραµµικό πρόγραµµα LP(f) δεν έχει
εφικτή λύση.
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το LP(f) είναι ένα γραµµικό πρό-
γραµµα ελαχιστοποίησης µε αντικείµενο 0. Από δυικότητα, αν ήταν εφικτό, η
ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή του δυικού γραµµικού προγράµµατος µεγιστο-
ποίησης ϑα ήταν επίσης 0. ∆είχνουµε ότι κάτι τέτοιο δε συµβαίνει και ότι το
δυικό γραµµικό πρόγραµµα έχει µία λύση µε αυστηρά ϑετική αντικειµενική
τιµή. ΄Ετσι προκύπτει το λήµµα.

Στο δυικό γραµµικό πρόγραµµα, χρησιµοποιούµε τις έντεκα µεταβλητές
η, β3, β4, β5, γ4, γ5, γ6, δ3, δ4, δ5 και ζ που αντιστοιχούν στους περιορισµούς
του γραµµικού προγράµµατος LP(f). Η µεταβλητή η αντιστοιχεί στον πρώτο
περιορισµό του LP(f), οι βi αντιστοιχούν στο δεύτερο σύνολο περιορισµών,
η γ6 αντιστοιχεί στον τρίτο περιορισµό, οι γ4 και γ5 αντιστοιχούν στο τέταρτο
σύνολο περιορισµών, οι δi αντιστοιχούν στο πέµπτο σύνολο περιορισµών, και
η ζ αντιστοιχεί στον τελευταίο περιορισµό. Εποµένως, το δυικό γραµµικό
πρόγραµµα για το LP(f) είναι

maximize θη − β3 − β4 − β5 + fζ

subject to η + γ6 + (f − 5/6)ζ ≤ 0

−δ3 − δ4 − δ5 + ζ/3 ≤ 0

−β3 − γ4 + δ3 + 5ζ/12 ≤ 0

−β3 − 2γ4 + ζ/2 ≤ 0

−β3 − 3γ4 + 7ζ/12 ≤ 0

−β4 + γ4 − γ5 + δ4 + ζ/20 ≤ 0

−β4 + 2γ4 − 2γ5 + ζ/10 ≤ 0

−β4 + 3γ4 − 3γ5 + 3ζ/20 ≤ 0

−β4 + 3γ4 − 4γ5 + ζ/5 ≤ 0

−β5 + γ5 − γ6 + δ5 + ζ/30 ≤ 0

−β5 + 2γ5 − 2γ6 + ζ/15 ≤ 0

−β5 + 3γ5 − 3γ6 + ζ/10 ≤ 0

−β5 + 4γ5 − 4γ6 + 2ζ/15 ≤ 0

−β5 + 4γ5 − 5γ6 + ζ/6 ≤ 0

βi, δi ≥ 0, για i = 3, 4, 5

γi ≥ 0, για i = 4, 5, 6

ζ, η ≥ 0
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Η λύση η = 193/240−f , β3 = 39/72, β4 = 11/72, β5 = 79/720, γ4 = 1/72,
γ5 = 1/45, γ6 = 7/240, δ3 = 5/36, δ4 = 1/9, δ5 = 1/12, και ζ = 1 ικανοποιεί
όλους τους περιορισµούς. Παρατηρούµε ότι η − β3 − β4 − β5 + fζ = 0 και,
εποµένως, η αντικειµενική τιµή είναι (θ − 1)η = (θ − 1)(193/240 − f) > 0
και προκύπτει το λήµµα.

Θεώρηµα 12. Ολόγο προσέγγισης του αλγορίθµου είναι τουλάχιστον 193/240.

Απόδειξη. Από τα Λήµµατα 10 και 11, έχουµε ότι για κάθε f < 193/240 και
για κάθε στιγµιότυπο I του προβλήµατος SSF, ο αλγόριθµος υπολογίζει µία
λύση µε κέρδος ALG(I) > f ·OPT (I). Εποµένως, ο λόγος προσέγγισής του
είναι τουλάχιστον 193/240.

3.4 Εξοικονόµηση χρωµάτων

Παρατηρούµε πως ούτε ο αλγόριθµος ούτε η ανάλυση δε χρησιµοποιούν
το γεγονός ότι τα σύνολα αστέρων ουσιαστικά αντιστοιχούν σε αστέρες στο
γράφηµα. Εποµένως, ο αλγόριθµος µπορεί να εφαρµοστεί και στο γενικό-
τερο συµπληρωµατικό πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα στο οποίο τα σύνολα
δίνονται ϱητά. Επίσης, αφού ο αλγόριθµος λαµβάνει υπόψη σύνολα σταθε-
ϱού µεγέθους, µπορεί να εφαρµοστεί και για το πρόβληµα εξοικονόµησης
χρωµάτων. Αυτό που απαιτείται είναι η αντικατάσταση του όρου ‘σύνολο
αστέρα’ από τον όρο ‘ανεξάρτητο σύνολο’. Αν και ο υπολογισµός ενός ανεξάρ-
τητου συνόλου δεδοµένου µεγέθους σε ένα γράφηµα είναι ένα κλασικό δύ-
σκολο (NP-hard) πρόβληµα, ο υπολογισµός ανεξάρτητων συνόλων µεγέθους
το πολύ 6 που απαιτεί ο αλγόριθµος µπορεί να πραγµατοποιηθεί εύκολα σε
πολυωνυµικό χρόνο.

Στο σχήµα 3.2, παρουσιάζουµε ένα παράδειγµα που δείχνει ότι, τουλάχι-
στον για το πρόβληµα εξοικονόµησης χρωµάτων, η ανάλυσή µας στην Ενότητα
3.3 είναι αυστηρή. Ανάλογες αλλά πιο περίπλοκες κατασκευές ισχύουν και
για το πρόβληµα SSF. Το στιγµιότυπο εισόδου αποτελείται από ένα γράφηµα
µε 300 κορυφές. Τα µαύρα σφαιρίδια αντιστοιχούν σε κορυφές. Οι κορυφές
που ανήκουν στο ίδιο παραλληλόγραµµο µε στρογγυλεµένες γωνίες ή στην
ίδια στήλη αποτελούν ένα ανεξάρτητο σύνολο. Η ϐέλτιστη λύση αποτελείται
από τα 60 ανεξάρτητα σύνολα µεγέθους 5 που αντιστοιχούν σε κάθε στήλη
σφαιριδίων ενώ ο αλγόριθµος υπολογίζει τα ανεξάρτητα σύνολα που αντιστοι-
χούν στα παραλληλόγραµµα µε τις στρογγυλεµένες γωνίες. Εποµένως, το
γράφηµα περιέχει µια ακµή µεταξύ οποιουδήποτε Ϲεύγους κορυφών που δεν
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ανήκουν στο ίδιο ανεξάρτητο σύνολο µε αυτές που περιγράφθηκαν προηγου-
µένως. Σηµειώνουµε ότι µόνο 18 από τις 60 στήλες σφαιριδίων ϕαίνονται. Ο
συνολικός αριθµός συνόλων που χρησιµοποιείται είναι 107 και δίνει µια λύ-
ση µε κέρδος 193 για το πρόβληµα εξοικονόµησης χρωµάτων ενώ το ϐέλτιστο
κέρδος είναι 240.
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Σχήµα 3.2: ΄Ενα αυστηρό κάτω ϕράγµα για το πρόβληµα εξοικονόµησης
χρωµάτων.

3.5 ΄Ενα κάτω ϕράγµα για αλγόριθµους τοπικής
αναζήτησης

Στην ενότητα αυτή, µελετάµε µια ϕυσική οικογένεια αλγορίθµων τοπι-
κής αναζήτησης για το πρόβληµα SSF. Θεωρούµε λύσεις στιγµιοτύπων του
προβλήµατος SSF αναθέσεις των τιµών 0 και 1 στις κορυφές του γραφήµατος
εισόδου όπου 0 ή 1 σε κάποια κορυφή σηµαίνει ότι η κορυφή είναι κέντρο
ή ϕύλλο, αντίστοιχα. Μια τέτοια ανάθεση αντιστοιχεί σε µια εφικτή λύση για
το πρόβληµα SSF όταν κάθε κορυφή στην οποία έχει ανατεθεί η τιµή 1 είναι
γειτονική µε τουλάχιστον µία κορυφή στην οποία έχει ανατεθεί η τιµή 0. Το
κέρδος µιας εφικτής ανάθεσης είναι τότε ο αριθµός των κορυφών στις οποίες
έχει ανατεθεί η τιµή 1.

Η τοπική αναζήτηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εξής. Ξεκινώντας από
οποιαδήποτε εφικτή ανάθεση (δηλ., µε τιµή 0 σε κάθε κορυφή), ένας αλγόριθ-
µος τοπικής αναζήτησης πραγµατοποιεί αναδροµικά k-αλλαγές (για κάποια
ακέραια σταθερά k) όσο αυτό είναι δυνατόν. Η πραγµατοποίηση µιας k-
αλλαγής σηµαίνει η εναλλαγή των αναθέσεων t ≤ k κορυφών οι οποίες είχαν
αρχικά την τιµή 1 σε 0 και η ανάθεση σε t + 1 κορυφές που αρχικά είχαν
την τιµή 0 της τιµής 1. Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν έχει επιτευχθεί µια
τοπικά ϐέλτιστη ανάθεση, δηλ., µία από την οποία καµία k-αλλαγή δεν είναι
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δυνατή. Αφού ο όρος k είναι σταθερά και το κέρδος αυξάνει κατά 1 σε κάθε
ϐήµα, ο αλγόριθµος τερµατίζει σε πολυωνυµικό χρόνο. Ο αλγόριθµος είναι
αποδοτικός αν όλα τα τοπικά ϐέλτιστα έχουν υψηλό κέρδος (σε σύγκριση µε
τη ϐέλτιστη εφικτή ανάθεση).

Ο αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης που πραγµατοποιεί 0-αλλαγές µπορεί
να έχει πολύ κακό λόγο προσέγγισης. Πράγµατι, ϑεωρούµε το στιγµιότυπο
που αποτελείται από δύο κορυφές u και v στις οποίες έχει ανατεθεί η τιµή
1 και n − 2 κορυφές u1, ..., un−2 που συνδέονται και µε τη u και µε τη v
και σε όλες έχει ανατεθεί η τιµή 0. Η ανάθεση αυτή έχει κέρδος 2 και είναι
ένα τοπικό ϐέλτιστο αφού καµία 0-αλλαγή δεν είναι δυνατή, ενώ η λύση που
αναθέτει την τιµή 1 στις κορυφές u1, ..., un−2 και την τιµή 0 στις κορυφές u
και v είναι εφικτή και έχει κέρδος n − 2. Επιπλέον, µπορούµε να αποδεί-
ξουµε ότι ο αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης που πραγµατοποιεί 1-αλλαγές
πάντα υπολογίζει µία 1/2-προσεγγιστική ανάθεση. Αυτό ϑα µπορούσε να
υποδεικνύει ότι καλύτερα ϕράγµατα ϑα µπορούσαν να επιτευχθούν µελετών-
τας k-αλλαγές µε µεγαλύτερες σταθερές τιµές για το k. ∆υστυχώς, αυτό δεν
ισχύει όπως ϕαίνεται στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 13. Για κάθε ακέραιο k ≥ 0 και κάθε ε ∈
(
0, 1

2(k+2)

]
, ο αλγό-

ϱιθµος τοπικής αναζήτησης που πραγµατοποιεί k-αλλαγές έχει µία (1/2 + ε)-
προσεγγιστική λύση σαν τοπικό ϐέλτιστο.

Απόδειξη. Η απόδειξη χρησιµοποιεί ένα αποτέλεσµα των Erdös και Sachs
[36] σύµφωνα µε το οποίο, για κάθε ακέραιο d, g > 0, υπάρχει ένα d-κανονικό
γράφηµα µε περιφέρεια (girth) τουλάχιστον g.

Ξεκινάµε από ένα d-κανονικό γράφηµα G µε περιφέρεια τουλάχιστον g,
όπου d = 2d1/2εe και g = k +2. ∆εδοµένου του G, ϑεωρούµε το γράφηµα G′

που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε κάθε ακµή (u, v) του G µε ένα µονοπάτι
µεγέθους 3 (που από εδώ και στο εξής καλούµε ένα 3-µονπάτι) 〈u, Z1

uv, Z
2
uv, v〉.

Εποµένως, το γράφηµα G έχει δύο παραπάνω κορυφές Z1
uv και Z2

uv για κάθε
ακµή (u, v) στο G. Αναφερόµαστε σε αυτές τις κορυφές µε τον όρο ακµές-
κορυφές.

Ορίζουµε µια ανάθεση στις κορυφές του G′ που έχει (ασυµπτωτικά) µισό
κέρδος από το ϐέλτιστο και η οποία δε µπορεί να ϐελτιωθεί από µια k-αλλαγή.
Για να κατασκευάσουµε την ανάθεση αυτή, χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι
ένα συνεκτικό γράφηµα έχει ένα κύκλωµα Euler όταν όλες οι κορυφές του
έχουν άρτιο ϐαθµό. Θεωρούµε ένα τέτοιο κατευθυνόµενο κύκλωµα Euler
στο G′ και αναθέτουµε τιµή 1 στην πρώτη κορυφή κάθε 3-µονοπατιού από
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το οποίο διέρχεται το κύκλωµα Euler και τιµή 0 στην άλλη κορυφή του 3-
µονοπατιού. Επιπλέον, αναθέτουµε την τιµή 1 σε κάθε κορυφή που δεν είναι
ακµή-κορυφή. Αυτή είναι µια εφικτή ανάθεση αφού κάθε ακµή-κορυφή µε
τιµή 1 συνδέεται µε την άλλη ακµή-κορυφή του ίδιου 3-µονοπατιού που έχει
τιµή 0, και κάθε κορυφή που δεν είναι ακµή-κορυφή έχει ακριβώς d/2 =
d1/2εe ≥ k + 2 γείτονες µε τιµή 0.

Αποδεικνύουµε µε απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι η παραπάνω κακή
ανάθεση δεν είναι ένα τοπικό ϐέλτιστο και ϑεωρούµε µια άλλη γειτονική εφι-
κτή ανάθεση (που επιτυγχάνεται µε εφαρµογή µιας k-αλλαγής στην αρχική).
Ειδικότερα, υποθέτουµε ότι η ϐελτιωµένη ανάθεση επιτυγχάνεται αν αναθέ-
σουµε την τιµή 1 σε t + 1 ακµές-κορυφές που έχουν τιµή 0 αρχικά, καθώς
και αν αλλάξουµε την τιµή s ≤ t ακµών-κορυφών και t− s κορυφών που δεν
είναι ακµές-κορυφές από 1 σε 0.

Θεωρούµε µια ενδιάµεση ανάθεση, στην οποία έχουν εφαρµοστεί µόνο
οι αλλαγές στις τιµές των ακµών-κορυφών. Παρατηρούµε ότι οι περιορισµοί
σχετικά µε τις κορυφές που δεν είναι ακµές-κορυφές δεν παραβιάζονται αφού
κάθε τέτοια κορυφή αρχικά είχε τουλάχιστον k+2 γείτονες µε τιµή 0 και εφαρ-
µόστηκαν το πολύ k + 1 αλλαγές από 0 σε 1. Σχετικά µε τις ακµές-κορυφές,
οι µόνες των οποίων ο περιορισµός δεν ικανοποιείται στην ενδιάµεση ανάθεση
ανήκουν σε 3-µονοπάτια στα οποία και οι δύο ακµές-κορυφές έχουν τιµή 1.
Ο αριθµός αυτών των 3-µονοπατιών είναι τουλάχιστον t + 1 − s και το πολύ
k + 1. Θεωρούµε τώρα το γράφηµα H που αποτελείται από τις ακµές του
G που αντιστοιχούν σε αυτά τα 3-µονοπάτια. Αφού το H έχει το πολύ k + 1
ακµές και η περιφέρεια του G είναι τουλάχιστον k + 2, το H είναι ένα δάσος.
Επιπλέον, οι κορυφές του γραφήµατος H αντιστοιχούν στις t − s κορυφές
που δεν είναι ακµές-κορυφές του G′ των οποίων οι τιµές είναι 0 στην τελική
ανάθεση. Το γράφηµα H έχει τουλάχιστον t + 1− s ακµές, που συνεπάγεται
ότι περιέχει κύκλο. Επιπλέον, το H έχει το πολύ k + 1 ακµές, εποµένως
η περιφέρειά του είναι το πολύ k + 1, κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την
αρχική υπόθεση.

Συµπερασµατικά, καµία k-αλλαγή δε µπορεί να εφαρµοσθεί στην κακή
ανάθεση που αναφέραµε προηγουµένως. Αποτελεί τοπικό ϐέλτιστο µε κέρδος
n(1 + d/2) ενώ το κέρδος της ϐέλτιστης ανάθεσης στο γράφηµα G′ είναι dn,
που επιτυγχάνεται όταν ανατίθεται η τιµή 0 µόνο σε κορυφές που δεν είναι
ακµές - κορυφές. Εποµένως, ο λόγος προσέγγισης είναι το πολύ 1/2+1/d ≤
1/2 + ε.
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Κεφάλαιο 4

Ενεργειακά αποδοτική
επικοινωνία σε ασύρµατα δίκτυα
µε πολλαπλά µέσα ασύρµατης
διασύνδεσης

Στο Κεφάλαιο αυτό µελετάµε προβλήµατα επικοινωνίας σε ασύρµατα δί-
κτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης. Σε τέτοια
δίκτυα, δύο κόµβοι µπορούν να επικοινωνήσουν αν είναι αρκετά κοντά και
διαθέτουν κάποιο κοινό µέσο ασύρµατης διασύνδεσης. Η ενεργοποίηση ενός
µέσου ασύρµατης διασύνδεσης επιφέρει ένα κόστος που αντανακλά την ενέρ-
γεια που καταναλώνεται όταν κάποιος κόµβος χρησιµοποιεί το µέσο αυτό.
∆ιακρίνουµε µεταξύ της συµµετρικής και της µη συµµετρικής περίπτωσης,
µε ϐάση τον το κόστος ενεργοποίησης για κάθε ασύρµατο µέσο διασύνδεσης
είναι το ίδιο για όλους τους κόµβους ή όχι. Για τη συµµετρική περίπτωση,
παρουσιάζουµε έναν (3/2 + ε)–προσεγγιστικό αλγόριθµο για το πρόβληµα
πλήρους διασύνδεσης µε ελάχιστο κόστος ενεργοποίησης, ϐελτιώνοντας ένα
προηγούµενο ϕράγµα µε τιµή 2. Για τη µη συµµετρική περίπτωση, αποδεικ-
νύουµε ότι το πρόβληµα διασύνδεσης δεν είναι προσεγγίσιµο στα πλαίσια
ενός παράγοντα υπολογαριθµικού ως προς το πλήθος των κόµβων και πα-
ϱουσιάζουµε ένα λογαριθµικό προσεγγιστικό αλγόριθµο για µια γενικότερη
περίπτωση που µοντελοποιεί την οµαδική επικοινωνία. Αυτά τα αποτελέσµα-
τα έχουν παρουσιαστεί στην εργασία [7].
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4.1 Εισαγωγή

Κατά τα τελευταία χρόνια έχει δοθεί εξαιρετική προσοχή στα ασύρµατα δί-
κτυα. Τα ασύρµατα δίκτυα υποστηρίζουν ένα ευρύ ϕάσµα δηµοφιλών εφαρ-
µογών και συνήθως αποτελούν τµήµατα µεγαλύτερων, καθολικών δικτύων,
και του ∆ιαδικτύου. Είναι γενικά ετερογενή µε την έννοια ότι αποτελούνται
από ασύρµατες συσκευές µε διαφορετικά χαρακτηριστικά όπως υπολογιστι-
κή ισχύ, κατανάλωση ενέργειας, µέσα ασύρµατης διασύνδεσης, υποστηρι-
Ϲόµενα πρωτόκολλα επικοινωνίας, κτλ. Οι σύγχρονες ασύρµατες συσκευές
διαθέτουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης (όπως τα πιο ευρέως χρη-
σιµοποιούµενα µέσα ασύρµατης διασύνδεσης Bluetooth, WiFi και GPRS) και
µπορούν να συνδέονται εναλλακτικά σε διαφορετικά δίκτυα επικοινωνίας µε
ϐάση απαιτήσεις συνεκτικότητας και περιορισµούς σχετικούς µε ποιότητα
υπηρεσιών (δείτε και Σχ. 4.1). Η επιλογή του καλύτερου µέσου ασύρµατης
διασύνδεσης ανά περίπτωση εξαρτάται από αρκετούς παράγοντες, όπως για
παράδειγµα, διαθεσιµότητα ενός µέσου ασύρµατης διασύνδεσης σε κάποια
συγκεκριµένη συσκευή, περιορισµούς σχετικούς µε παρεµβολές, το αναγ-
καίο εύρος Ϲώνης για επικοινωνία, την ενέργεια που καταναλώνεται από ένα
ενεργοποιηµένο µέσο ασύρµατης διασύνδεσης και τη διάρκειά του, τα διαθέ-
σιµα µέσα ασύρµατης διασύνδεσης σε κάποια γειτονιά, ιδιότητες σχετικές µε
την τοπολογία του δικτύου, κτλ.

Σχήµα 4.1: Οι σύγχρονες ασύρµατες συσκευές διαθέτουν πολλαπλά µέσα
ασύρµατης διασύνδεσης και µπορούν να συνδέονται σε διαφορετικά δίκτυα
επικοινωνίας.

Μελετάµε προβλήµατα επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα που υποστηρί-
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Ϲουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης. Οι κόµβοι τέτοιων δικτύων
είναι ασύρµατες συσκευές που υποστηρίζουν κάποια µέσα ασύρµατης δια-
σύνδεσης. µεταξύ δύο τέτοιων κόµβων µπορεί να εγκαθιδρυθεί επικοινωνία
αν (i) είναι αρκετά κοντά ο ένας στον άλλον και (ii) και οι δύο υποστηρίζουν
κάποιο κοινό µέσο ασύρµατης διασύνδεσης. Αν πληρούνται αυτές οι απαιτή-
σεις, τότε εγκαθιδρύεται επικοινωνία µε κόστος ίσο µε αυτό που απαιτείται για
την ενεργοποίηση ενός συγκεκριµένου µέσου ασύρµατης διασύνδεσης που
υποστηρίζουν και οι δύο κόµβοι. Το κόστος ενεργοποίησης ενός µέσου ασύρ-
µατης διασύνδεσης αντανακλά την ενέργεια που καταναλώνεται όταν ένας
κόµβος χρησιµοποιεί το µέσο αυτό. Στόχος µας είναι να ενεργοποιήσουµε
µέσα ασύρµατης διασύνδεσης στους κόµβους του δικτύου έτσι ώστε να δια-
τηρείται κάποια ιδιότητα συνεκτικότητας και να ελαχιστοποιείται το συνολικό
κόστος για τα ενεργοποιηµένα µέσα ασύρµατης διασύνδεσης. Ανάλογα µε την
απαιτούµενη ιδιότητα συνεκτικότητας, ανακύπτουν αρκετά προβλήµατα επι-
κοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης
διασύνδεσης. Εστιάζουµε σε δύο τέτοια προβλήµατα: ConMI και GroupMI.
Στα πλαίσια του προβλήµατος ConMI, απαιτούµε εγκαθίδρυση επικοινωνίας
µεταξύ όλων των κόµβων του δικτύου. Στα πλαίσια του προβλήµατος Group-
MI, πρέπει να εγκαθιδρυθεί επικοινωνία µεταξύ οµάδων κόµβων (που δεν
περιλαµβάνουν απαραίτητα όλους τους κόµβους του δικτύου). Το πρόβληµα
ConMI αποτελεί ειδική περίπτωση του GroupMI. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώ-
σεις. Η γενικότερη είναι αυτή κατά την οποία το κόστος ενεργοποίησης για
κάποιο µέσο ασύρµατης διασύνδεσης δεν είναι το ίδιο για όλους τους κόµβους
του δικτύου, την οποία καλούµε µη συµµετρική. Στη συµµετρική περίπτω-
ση του προβλήµατος, το κόστος ενεργοποίησης ενός συγκεκριµένου µέσου
ασύρµατης διασύνδεσης είναι το ίδιο σε όλους τους κόµβους του δικτύου.

Σχετική δουλειά. Τα ασύρµατα δίκτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα
ασύρµατης διασύνδεσης έχουν ιδιαίτερο ερευνητικό ενδιαφέρον αφού απο-
τελούν ϐασική επικοινωνιακή υποδοµή και υποστηρίζουν ένα ευρύ ϕάσµα
σηµαντικών και δηµοφιλών εφαρµογών. Με δεδοµένο αυτό, πολλά ϐασι-
κά προβλήµατα που έχουν ήδη µελετηθεί για ‘παραδοσιακά’ ενσύρµατα και
ασύρµατα δίκτυα έχουν επαναδιατυπωθεί [10], ειδικότερα εκείνα που σχετί-
Ϲονται µε Ϲητήµατα συνεκτικότητας [20, 37] και δροµολόγησης [32]. Εντού-
τοις, οι απαιτήσεις σχετικά µε αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια αυξάνουν
την πολυπλοκότητα των προβληµάτων αυτών και ϑέτουν νέες προκλήσεις.

΄Ενα συνδυαστικό πρόβληµα που εµπίπτει στη γενικότερη κατηγορία τω
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προβληµάτων επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά
µέσα ασύρµατης διασύνδεσης µελετήθηκε στην εργασία [55]. Σε αυτή, δίνε-
ται ένα γράφηµα µε επιθυµητές συνδέσεις µεταξύ κόµβων του δικτύου και
στόχος είναι η ενεργοποίηση µέσων ασύρµατης διασύνδεσης στους κόµβους
του δικτύου µε ελάχιστο συνολικό κόστος έτσι ώστε να εγκαθίστανται όλες
οι ακµές του γραφήµατος αυτού. Οι συγγραφείς µελετούν αρκετές παραλ-
λαγές του προβλήµατος αυτού που προκύπτουν µε ϐάση την τοπολογία του
γραφήµατος εισόδου (δηλ., πλήρη γραφήµατα, δένδρα, επίπεδα γραφήµα-
τα, γραφήµατα ϕραγµένου ϐαθµού, γενικά γραφήµατα) και µε ϐάση το αν
ο αριθµός των µέσων ασύρµατης διασύνδεσης αποτελεί µέρος της εισόδου ή
µια προκαθορισµένη σταθερά. Στην εργασία µελετώνται και µέσα ασύρµατης
διασύνδεσης µε µοναδιαίο κόστος και γενικότερα συµµετρικά στιγµιότυπα.

Το πρόβληµα ConMI πρωτοεµφανίστηκε στην εργασία [57] όπου µελετή-
ϑηκαν συµµετρικά στιγµιότυπα του προβλήµατος. Στην εργασία αποδεικνύε-
ται ότι το πρόβληµα ConMI είναι δύσκολο να προσεγγιστεί (APX-hard) ακόµα
και όταν το γράφηµα που µοντελοποιεί το δίκτυο διαθέτει πολύ ιδιαίτερη δο-
µή και ο αριθµός των διαθέσιµων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης είναι µικρός
(δηλ., 2). Η ϑετική πλευρά είναι ότι στην εργασία [57] παρουσιάζεται ένας 2-
προσεγγιστικός αλγόριθµος αξιοποιώντας τη σχέση του προβλήµατος ConMI
σε συµµετρικά στιγµιότυπα µε το πρόβληµα εύρεσης ελάχιστου γεννητικού
δένδρου σε κατάλληλα ορισµένο γράφηµα µε ϐάρη στις ακµές. Επιτυγχά-
νονται καλύτερα ϕράγµατα προσέγγισης για ειδικές περιπτώσεις του προ-
ϐλήµατος ConMI όπως αυτή των µέσων ασύρµατης διασύνδεσης µοναδιαίου
κόστους .

Αποτελέσµατα. ∆ιακρίνουµε µεταξύ της συµµετρικής και της µη συµµε-
τρικής περίπτωσης, µε ϐάση το αν όλοι οι κόµβοι του δικτύου έχουν το ίδιο
κόστος ενεργοποίησης για κάποιο µέσο ασύρµατης διασύνδεσης ή όχι. Για
τη συµµετρική περίπτωση, παρουσιάζουµε έναν (3/2 + ε)–προσεγγιστικό αλ-
γόριθµο για το πρόβληµα ConMI, ϐελτιώνοντας το καλύτερο γνωστό ϕράγµα
µε τιµή 2 από την εργασία [57]. Η ϐασική ιδέα του αλγορίθµου είναι να
χρησιµοποιεί ένα σχεδόν ελάχιστο γεννητικό δένδρο (minimum spanning
tree-MST) σε ένα κατάλληλα ορισµένο υπεργράφηµα και να το µετατρέπει σε
µια αποδοτική λύση για το πρόβληµα ConMI. Μελετάµε επίσης το πρόβλη-
µα GroupMI για συµµετρικά στιγµιότυπα για το οποίο παρουσιάζουµε έναν
4-προσεγγιστικό αλγόριθµο. Τώρα, µετατρέπουµε στιγµιότυπα του προβλή-
µατος σε αντίστοιχα του προβλήµατος εύρεσης δασών Steiner µε παρόµοιο
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τρόπο µε αυτόν που στην εργασία [57] µετατρέπεται το πρόβληµα ConMI
στο πρόβληµα MST. Για τη µη συµµετρική περίπτωση, αποδεικνύουµε ότι
το πρόβληµα συνεκτικότητας δεν είναι προσεγγίσιµο στα πλαίσια ενός παρά-
γοντα υπολογαριθµικού ως προς το πλήθος των κόβων µέσω αναγωγής από
το πρόβληµα Κάλυψης Συνόλου (Set Cover), και παρουσιάζουµε έναν λο-
γαριθµικό προσεγγιστικό αλγόριθµο για το γενικότερο πρόβληµα GroupMI.
Μετατρέπουµε στιγµιότυπα του προβλήµατος σε αντίστοιχα του προβλήµατος
εύρεσης δάσους Steiner σε γραφήµατα µε ϐάρη στις κορυφές και αξιοποιού-
µε προσεγγιστικούς αλγόριθµους των Guha και Khuller [41] (επίσης [2]) για
εύρεση δάσους Steiner µε ϐάρη στις κορυφές. Αξίζει να σηµειωθεί ότι τεχνι-
κές για εύρεση δάσους Steiner µε ϐάρη στις κορυφές έχουν χρησιµοποιηθεί
είτε έµεσα [13] είτε ϱητά [17] για προβλήµατα επικοινωνίας µε ελάχιστη κατα-
νάλωση ενέργειας σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα (ασύρµατα δίκτυα τύπου ad
hoc). Με ϐάση όσα γνωρίζουµε, τόσο το πρόβληµα GroupMI όσο και µη συµ-
µετρικά του στιγµιότυπα σε ασύρµατα δίκτυα µε πολλαπλά µέσα ασύρµατης
διασύνδεσης δεν έχουν µελετηθεί στο παρελθόν.

Το υπόλοιπο Κεφάλαιο ακολουθεί την εξής δοµή. Στην Ενότητα 4.2, πα-
ϱουσιάζουµε αρχικούς τεχνικούς ορισµούς και συµβολισµούς που χρησιµο-
ποιούµε. Στην Ενότητα 4.3 παρουσιάζουµε το άνω ϕράγµα για συµµετρικά
στιγµιότυπα του προβλήµατος ConMI, ενώ στην Ενότητα 4.4 παραθέτουµε τον
αλγόριθµο για το πρόβληµα GroupMI. Τα αποτελέσµατα για µη συµµετρικά
στιγµιότυπα του προβλήµατος GroupMI παρουσιάζονται στην Ενότητα 4.5.

4.2 Ορισµοί και συµβολισµοί

Το ασύρµατο δίκτυο µοντελοποιείται µέσω ενός γραφήµατος G του οποίου
οι κορυφές αντιστοιχούν σε κόµβους του δικτύου και οι ακµές αναπαριστούν
ενδεχόµενες απευθείας συνδέσεις µεταξύ Ϲευγών κόµβων του δικτύου. Συµ-
ϐολίζουµε µε I το σύνολο των διαθέσιµων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης.
Κάθε κορυφή u υποστηρίζει ένα σύνολο Iu ⊆ I µέσων ασύρµατης διασύν-
δεσης. ∆ύο κορυφές u και v µπορούν να επικοινωνήσουν όταν έχουν ενερ-
γοποιηµένο το ίδιο µέσο ασύρµατης διασύνδεσης αρκεί να υπάρχει µεταξύ
τους ακµή στο γράφηµα G. ∆εδοµένου ενός συνόλου ενεργοποιηµένων µέσων
ασύρµατης διασύνδεσης Su ⊆ Iu σε κάθε κορυφή u, ορίζουµε το γράφηµα
επικοινωνίας GS που έχει το ίδιο σύνολο κορυφών µε το γράφηµα G και µια
ακµή e = (u, v) του G ανήκει στο GS αν Su ∩ Sv 6= ∅. Η ενεργοποίηση του
µέσου ασύρµατης διασύνδεσης g στην κορυφή u έχει ένα µη αρνητικό κόστος

57



cu,g. Στόχος µας είναι να ενεργοποιήσουµε µέσα ασύρµατης διασύνδεσης στις
κορυφές του G έτσι ώστε το αντίστοιχο γράφηµα επικοινωνίας να διατηρεί κά-
ποια ιδιότητα συνεκτικότητας και να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος των
ενεργοποιηµένων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης. Ανάλογα µε την επιθυµη-
τή ιδιότητα συνεκτικότητας, ανακύπτουν αρκετά προβλήµατα επικοινωνίας σε
ασύρµατα δίκτυα που υποστηρίζου πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης.
Μελετούµε δύο τέτοια προβλήµατα: το ConMI και το GroupMI. Στα πλαίσια
του προβλήµατος ConMI, απαιτούµε το γράφηµα επικοινωνίας να είναι συνε-
κτικό και να περιέχει όλες τις κορυφές του G. Στα πλαίσια του προβλήµατος
GroupMI, έχουµε επιπλέον σα δεδοµένο ένα σύνολο τερµατικών κορυφών
D ⊆ V διαµερισµένο σε p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα D1, D2, ..., Dp. Για
i = 1, ..., p, στο γράφηµα επικοινωνίας πρέπει να συνδέονται οι τερµατικές
κορυφές του συνόλου Di. Προφανώς, το πρόβληµα ConMI αποτελεί ειδι-
κή περίπτωση του προβλήµατος GroupMI. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις. Η
γενικότερη που περιγράφθηκε παραπάνω είναι η µη συµµετρική. Στη συµ-
µετρική περίπτωση του προβλήµατος, το κόστος ενεργοποίησης του µέσου
ασύρµατης διασύνδεσης g σε κάθε κορυφή είναι το ίδιο και ίσο µε cg.

Στη συνέχεια, αναφερόµαστε συχνά σε γνωστά προβλήµατα συνδυαστικής
ϐελτιστοποίησης όπως το πρόβληµα εύρεσης δάσους Steiner και το πρόβληµα
εύρεσης δάσους Steiner µε ϐάρη στις κορυφές. Και στα δύο προβλήµατα, η
είσοδος αποτελείται από ένα γράφηµα G = (V, E) και ένα σύνολο τερµατικών
D ⊆ V διαµερισµένο σε p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα όπως στο πρόβληµα
GroupMI, και στόχος είναι ο υπολογισµός ενός δάσους ελάχιστου κόστους
(ϐάρους) έτσι ώστε τα τερµατικά στο υποσύνολο Di να ανήκουν στο ίδιο δένδρο
του δάσους. Στο πρόβληµα εύρεσης δάσους Steiner, κάθε ακµή e του G έχει
ένα µη αρνητικό ϐάρος we. Στο πρόβληµα εύρεσης δάσους Steiner µε ϐάρη
στις κορυφές, οι ακµές δεν έχουν ϐάρη και κάθε κορυφή u έχει κάποιο ϐάρος
wu.

4.3 ΄Ενας αλγόριθµος για τη συµµετρική περί-
πτωση

Παρουσιάζουµε έναν (3/2+ε)–προσεγγιστικό αλγόριθµο για τη συµµετρι-
κή περίπτωση του προβλήµατος ConMI ϐελτιώνοντας το προηγούµενο γνωστό
άνω ϕράγµα µε τιµή 2.

Ο αλγόριθµός µας λειτουργεί ως εξής. Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο εισό-
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δου J , ένα σύνολο διαθέσιµων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης I και σύνολα
Iu µέσων ασύρµατης διασύνδεσης που υποστηρίζονται από κάθε κορυφή u.
Αρχικά, µετατρέπουµε το γράφηµα G σε στιγµιότυπο του προβλήµατος υπο-
λογισµού ελάχιστου γεννητικού δένδρου (MST) σε ένα κατάλληλα ορισµένο
υπεργράφηµα H. Στη συνέχεια, λύνουµαι σχεδόν ϐέλτιστα το πρόβληµα
MST στο γράφηµα H χρησιµοποιώντας ένα σχήµα προσέγγισης πολυωνυ-
µικού χρόνου των Prömel και Steger [68]. Χρησιµοποιούµε το δένδρο που
προκύπτει για να καθορίσουµε ποια µέσα ασύρµατης διασύνδεσης ϑα ενερ-
γοποιήσουµε σε κάθε κορυφή του G έτσι ώστε το αντίστοιχο γράφηµα επικοι-
νωνίας να είναι ένα συνεκτικό γεννητικό υπογράφηµα του G. Αυτό είναι και
ό,τι επιστρέφει ο αλγόριθµός µας. Αποδεικνύουµε ότι ο αλγόριθµος επιτυγ-
χάνει εγγύηση προσέγγισης 3/2 + ε, όπου ε είναι η εγγύηση απόδοσης του
MST αλγορίθµου στο υπεργράφηµα H.

Το υπεργράφηµα H = (V, F ) έχει το ίδιο σύνολο κορυφών µε το γράφη-
µα G. Ορίζουµε το σύνολο των ακµών F του H ως εξής. Θεωρούµε όλες τις
τριάδες κορυφών vi, vj, vk τέτοιες ώστε Ivi

∩ Ivj
∩ Ivk

6= ∅ που συνδέονται µε
τουλάχιστον δύο ακµές µεταξύ τους στο G. Εισάγουµε την τριάδα (vi, vj, vk)
σα µια υπερακµή f του F . Συµβολίζουµε µε s(f) το µέσο ασύρµατης δια-
σύνδεσης µε το ελάχιστο κόστος στο σύνολο Ivi

∩ Ivj
∩ Ivk

. Καλούµε s(f) το
µέσο ασύρµατης διασύνδεσης που σχετίζεται µε την υπερακµή f . Αναθέτου-
µε στην f ϐάρος 3cs(f). Αυτό αντιστοιχεί στο γεγονός ότι ενεργοποιώντας το
µέσο ασύρµατης διασύνδεσης s(f) στις κορυφές vi, vj, vk, οι ακµές που τις
συνδέουν περιέχονται στο γράφηµα επικοινωνίας µε κόστος 3cs(f).

Θεωρούµε όλα τα Ϲεύγη κορυφών vi, vj τέτοια ώστε Ivi
∩ Ivj

6= ∅ που συν-
δέονται µε µια ακµή στο G. Εισάγουµε το Ϲεύγος (vi, vj) σα µια υπερακµή f
του F . Πάλι, συµβολίζουµε µε s(f) το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης µε ελά-
χιστο κόστος στο Ivi

∩ Ivj
. Αναθέτουµε στην f ϐάρος 2cs(f). Αυτό αντιστοιχεί

στο γεγονός ότι ενεργοποιώντας το µέσο s(f) στις κορυφές vi, vj, η ακµή που
τις συνδέει περιέχεται στο αντίστοιχο γράφηµα επικοινωνίας µε κόστος 2cs(f).

Αφού οι ακµές του υπεργραφήµατος H αποτελούνται από το πολύ 3 κο-
ϱυφές, χρησιµοποιούµε το σχήµα προσέγγισης πολυωνυµικού χρόνου της
εργασίας [68] για να πάρουµε ένα γεννητικό δένδρο T του H. Για κάθε ακµή
f του T , ενεργοποιούµε το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης s(f) στις κορυφές
του G που ανήκουν στην f . ΄Ετσι, στο αντίστοιχο γράφηµα επικοινωνίας οι
κορυφές που ανήκουν στην ίδια υπερακµή του T συνδέονται και επειδή το
T είναι συνεκτικό και χρησιµοποιεί όλες τις κορυφές του V , το συνολικό
γράφηµα επικοινωνίας είναι, επίσης, ένα γεννητικό υπογράφηµα του G.

Συµβολίζουµε µε cost(J) το συνολικό κόστος της λύσης που επιτυγχάνεται

59



από τον αλγόριθµό µας, µε opt(J) το κόστος της ϐέλτιστης λύσης, µε mst(H)
το κόστος του ελάχιστου γεννητικού δένδρου του H και µε st(H) το κόστος
του γεννητικού δένδρου T . Αποδεικνύουµε τα ακόλουθα δύο λήµµατα.

Λήµµα 14. cost(J) ≤ st(H).

Απόδειξη. Επειδή το σύνολο Su των µέσων ασύρµατης διασύνδεσης που είναι
ενεργοποιηµένα σε κάθε κορυφή u αποτελείται από µέσα συσχετισµένα µε
τις υπερακµές του T που περιέχουν την u, ισχύει ότι :

cost(J) =
∑
u∈V

∑
g∈Su

cg ≤
∑
u∈V

∑

f∈T :u∈f

cs(f) =
∑

f∈T

w(f) = st(H).

Λήµµα 15. mst(H) ≤ 3
2
opt(J).

Απόδειξη. Θεωρούµε µια ϐέλτιστη λύση για ένα στιγµιότυπο J του προβλή-
µατος ConMI που αποτελείται από σύνολα µέσων ασύρµατης διασύνδεσης
Su που είναι ενεργοποιηµένα σε κάθε κορυφή u του G. Συµβολίζουµε µε
S το σύνολο όλων των ενεργοποιηµένων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης και
µε GS το αντίστοιχο γράφηµα επικοινωνίας. Αποσυνθέτουµε το γράφηµα
GS σε διαφορετικά υπογραφήµατα. Υπάρχει ένα τέτοιο υπογράφηµα για
κάθε µέσο ασύρµατης διασύνδεσης του S. Συµβολίζουµε µε Gg το υπογρά-
ϕηµα του G που αποτελείται από το σύνολο κορυφών Vg στις οποίες είναι
ενεργοποιηµένο το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης g στη ϐέλτιστη λύση και
από το σύνολο ακµών Eg που συνδέουν κορυφές του Vg στο G. Προφανώς,
opt(J) =

∑
g∈S cg|Vg|. Για κάθε g ∈ S, υπολογίζουµε ένα ελάχιστο γεννητικό

δένδρο σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του Gg. Τα ελάχιστα γεννητικά δένδρα
στις συνεκτικές συνιστώσες του Gg σχηµατίζουν ένα δάσος Tg.

Αποσυνθέτουµε τις ακµές του Tg σε ιδιαίτερες υποδοµές που καλούµε πη-
ϱούνια· ένα πηρούνι είναι είτε ένα σύνολο δύο ακµών που πρόσκεινται στην
ίδια κορυφή είτε µια µόνο ακµή. Σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του Tg µε m
κορυφές, η διαδικασία που αποσυνθέτει τις ακµές της σε πηρούνια είναι η
εξής. Αν υπάρχουν δύο ϕύλλα u και v µε κοινό γονέα, συµπεριλαµβάνουµε
τις ακµές που πρόσκεινται στις u και v σε ένα πηρούνι. Αφαιρούµε τις u, v,
και τις προσκείµενες ακµές τους από το δένδρο. Αν δεν υπάρχουν ϕύλλα µε
κοινό γονέα, τότε κάποιο ϕύλλο u έχει σα γονέα µια κορυφή v µε ϐαθµό 2
ή έχει αποµείνει µία µόνο ακµή µεταξύ δύο κορυφών u και v. Στην πρώτη
περίπτωση, συµπεριλαµβάνουµε τις ακµές που πρόσκεινται στις κορυφές u
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και v σε ένα πηρούνι και αφαιρούµε τις u, v, και τις προσκείµενες ακµές τους
από το δένδρο. Στη δεύτερη περίπτωση, απλά συµπεριλαµβάνουµε την ακµή
µεταξύ των u και v σε ένα πηρούνι και την αφαιρούµε από το δένδρο. Επανα-
λαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία έως ότου όλες οι ακµές του δένδρου
να έχουν συµπεριληφθεί σε πηρούνια. Σε κάθε ϐήµα (ενδεχοµένως εκτός του
τελευταίου), 2 από τις το πολύ m−1 ακµές του δένδρου συµπεριλαµβάνονται
σε ένα πηρούνι. Εποµένως, ο αριθµός των πηρουνιών είναι το πολύ m/2.
Επαναλαµβάνοντας αυτή την αποσύνθεση για κάθε συνεκτική συνιστώσα του
Tg, λαµβάνουµε µια αποσύνθεση των ακµών του Tg σε το πολύ |Vg|/2 πη-
ϱούνια. Τα άκρα κάθε πηρουνιού του Tg αντιστοιχούν σε µια υπερακµή στο
γράφηµα H µε ϐάρος το πολύ 3cg. Η ένωση όλων αυτών των υπερακµών είναι
ένα συνεκτικό γεννητικό υπογράφηµα του H (αφού η ένωση των Tg δίνει το
GS). Το κόστος του ελάχιστου γεννητικού δένδρου του H ϕράσσεται άνω από
το συνολικό κόστος των υπερακµών σε αυτό το γεννητικό υπογράφηµα, δηλ.,

mst(H) ≤
∑
g∈S

3cg
|Vg|
2

=
3

2
opt(J).

Από τα Λήµµατα 14 και 15 και αφού st(H) ≤ (1 + ε)mst(H), καταλή-
γουµε ότι :
Θεώρηµα 16. Για κάθε σταθερά ε > 0, υπάρχει ένας (3/2+ε)–προσεγγιστικός
αλγόριθµος πολυωνυµικού χρόνου για το πρόβληµα ConMI.

4.4 Οµαδική επικοινωνία στη συµµετρική περί-
πτωση

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουµε έναν αλγόριθµο για συµµετρικά στιγ-
µιότυπα του προβλήµατος GroupMI που επιτυγχάνει σταθερό λόγο προσέγ-
γισης. Η ϐασική ιδέα του αλγορίθµου είναι ίδια µε τον αλγόριθµο του Ko-
sowski και άλλων [57] για το πρόβληµα ConMI αλλά αντί να χρησιµοποιούµε
ένα αλγόριθµο πολυωνυµικού χρονου για το πρόβληµα MST, χρησιµοποιού-
µε τον 2-προσεγγιστικό αλγόριθµο των Goemans και Williamson [39] για το
πρόβληµα εύρεσης δάσους Steiner.

Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο J του προβλήµατος GroupMI µε ένα γράφηµα
G = (V,E) µε n κορυφές, ένα σύνολο τερµατικών κορυφών D ⊆ V διαµε-
ϱισµένο σε p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα D1, ..., Dp και σύνολα Iu µέσων
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ασύρµατης διασύνδεσης που υποστηρίζονται από κάθε κορυφή u ∈ V . Κα-
τασκευάζουµε ένα στιγµιότυπο JSF του προβλήµατος εύρεσης δάσους Steiner
που αποτελείται από ένα γράφηµα H = (V, A) και το σύνολο των τερµατι-
κών D διαµερισµένο στα ίδια p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα τερµατικών. Το
σύνολο ακµών A περιέχει όλες τις ακµές (u, v) του E έτσι ώστε Iu ∩ Iv 6= ∅.
Θεωρούµε µια ακµή e = (u, v) του A και έστω s(e) το µέσο ασύρµατης δια-
σύνδεσης ελάχιστου κόστους στο Iu ∩ Iv. Τότε, το ϐάρος we της e ισούται µε
2cs(e).

Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο της εργασίας [39] για να λύσουµε το πρό-
ϐληµα εύρεσης δάσους Steiner για το στιγµιότυπο JSF και λαµβάνουµε ένα
δάσος F που διατηρεί συνεκτικότητα µεταξύ των κορυφών κάθε τερµατικού
συνόλου Di. Επιτυγχάνουµε τη λύση στο αρχικό στιγµιότυπο J ως εξής. Για
κάθε ακµή e στο F , ενεργοποιούµε το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης s(e) στα
άκρα της e. Προφανώς, µε τον τρόπο αυτό οι ακµές του γραφήµατος G που
αντιστοιχούν στην F περιέχονται στο αντίστοιχο γράφηµα επικοινωνίας και
ικανοποιούνται οι απαιτούµενες απαιτήσεις συνεκτικότητας για το στιγµιότυ-
πο J .

Το άνω ϕράγµα για το λόγο προσέγγισης του αλγορίθµου δίνεται στο ακό-
λουθο ϑεώρηµα. Η απόδειξη προκύπτει επεκτείνοντας τα επιχειρήµατα που
χρησιµοποιούνται στην εργασία [57].

Θεώρηµα 17. Υπάρχει ένας 4-προσεγγιστικός αλγόριθµος για συµµετρικά
στιγµιότυπα του προβλήµατος GroupMI.

4.5 Οµαδική επικοινωνία στη µη συµµετρική πε-
ϱίπτωση

Στην ενότητα αυτή, µελετάµε το πρόβληµα GroupMI για µη συµµετρικά
στιγµιότυπα. Στην περίπτωση αυτή, ακόµα και για το απλούστερο πρόβληµα
ConMI δεν υπάρχουν προσεγγιστικοί αλγόριθµοι σταθερής προσέγγισης όπως
υποδεικνύει η ακόλουθη δήλωση.

Θεώρηµα 18. Η µη συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος ConMI σε δί-
κτυα µε n κόµβους είναι δύσκολο να προσεγγιστεί στα πλαίσια ενός παράγοντα
o(ln n).

Απόδειξη. Χρησιµοποιούµε µια απλή αναγωγή από το πρόβληµα Κάλυψης
Συνόλου. Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος Κάλυψης Συνόλου µε
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σύνολο ϐάσης U µε m στοιχεία και µια συλλογή T από υποσύνολα του U .
Το µέγεθος της συλλογής T είναι πολυωνυµικό ως προς m. Κατασκευάζουµε
ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος ConMI ως εξής. Το σύνολο των µέσων
ασύρµατης διασύνδεσης I περιέχει δύο τέτοια µέσα 0 και 1. Το γράφηµα G
έχει µια κορυφή ϱίζα r, κορυφές u1, ..., u|T | που αντιστοιχούν στα σύνολα του
T , και κορυφές v1, ..., vm που αντιστοιχούν στα στοιχεία του U . Η κορυφή
r υποστηρίζει µόνο το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 0 (δηλ., Ir = {0}) µε
κόστος ενεργοποίησης 0. Οι κορυφές u1, ..., u|T | υποστηρίζουν το µέσα 0
και 1 (δηλ., Iui

= {0, 1}) µε κόστος ενεργοποίησης 0 για µέσο ασύρµατης
διασύνδεσης 0 και 1 για µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 1. Για i = 1, ..., m, η
κορυφή vi υποστηρίζει µόνο το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 1 (Ivi

= {1}) µε
κόστος ενεργοποίησης 0. Για κάθε σύνολο Ti του T , η κορυφή ui συνδέεται
µε ακµή µε κάθε κορυφή vj έτσι ώστε το στοιχείο j να ανήκει στο σύνολο Ti.
Η κορυφή ϱίζα r έχει ακµές προς κάθε κορυφή ui, για i = 1, ..., |T |.

Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι κάθε κάλυψη του U µε C σύνολα από
το T δίνει µια λύση για το πρόβληµα ConMI µε κόστος το πολύ C και αντί-
στροφα. Πράγµατι, ϑεωρούµε µια λύση για ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος
Κάλυψης Συνόλου που αποτελείται από ένα υποσύνολο T ′ του T . Ενεργο-
ποιώντας το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 0 στις κορυφές r, u1, ..., uT και το
µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 1 στις κορυφές v1, ..., vm και τις κορυφές ui,
έτσι ώστε i ∈ T ′, λαµβάνουµε µια λύση στο στιγµιότυπο του προβλήµατος
ConMI µε κόστος |T ′|. Επίσης, δεδοµένης µιας λύσης για ένα στιγµιότυ-
πο του προβλήµατος ConMI, λαµβάνουµε µια κάλυψη του U ίδιου κόστους
επιλέγοντας τα σύνολα του T που αντιστοιχούν στις κορυφές ui στις οποίες
είναι ενεργοποιηµένο το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης 1. Χρησιµοποιώντας
γνωστά αποτελέσµατα µη προσεγγισιµότητας για το πρόβληµα Κάλυψης Συ-
νόλου [38, 72], επιτυγχάνουµε ένα ϕράγµα µη προσεγγισιµότητας µε τιµή
τ ln m. Αφού το πλήθος των κορυφών n στο στιγµιότυπο του προβλήµατος
ConMI είναι πολυωνυµικό ως προς m, καταλήγουµε στο Ϲητούµενο.

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε έναν O(ln n)–προσεγγιστικό αλγόριθµο για
τη µη συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος GroupMI ανάγοντας το πρό-
ϐληµα σε στιγµιότυπα του προβλήµατος εύρεσης δάσους Steiner µε ϐάρη στις
κορυφές. Η αναγωγή µοιάζει µε αντίστοιχες για προβλήµατα επικοινωνίας µε
ελάχιστη ενέργεια σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα (ασύρµατα δίκτυα τύπου ad
hoc) [17].

Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο J του προβλήµατος GroupMI µε ένα γράφηµα
G = (V,E) µε n κορυφές, ένα σύνολο τερµατικών κορυφών D ⊆ V διαµε-
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ϱισµένο σε p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα D1, ..., Dp και σύνολα Iu µέσων
ασύρµατης διασύνδεσης που υποστηρίζονται από κάθε κορυφή u ∈ V . Κα-
τασκευάζουµε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος εύρεσης δάσους Steiner µε
ϐάρη στις κορυφές που αποτελείται από ένα γράφηµα H = (U,A) και ένα
σύνολο τερµατικών D′ ⊆ U διαµερισµένο σε p ξένα µεταξύ τους υποσύνολα
D′

1, ..., D
′
p. Το γράφηµα H ορίζεται ως εξής. Το σύνολο κορυφών U αποτελεί-

ται από n ξένα µεταξύ τους σύνολα κορυφών που καλούνται υπερκορυφές.
Κάθε υπερκορυφή αντιστοιχεί σε µια κορυφή του V . Η υπερκορυφή Zu που
αντιστοιχεί στην κορυφή u ∈ V περιέχει τις ακόλουθες |Iu|+ 1 κορυφές : µια
κεντρική κορυφή Zu,0 και |Iu| κορυφές-γέφυρες Zu,g για κάθε µέσο ασύρµα-
της διασύνδεσης g ∈ Iu. Για κάθε Ϲεύγος κορυφών u, v ∈ V και κάθε µέσο
ασύρµατης διασύνδεσης g ∈ Iu ∩ Iv, το σύνολο A των ακµών περιέχει µία
ακµή µεταξύ των κορυφών-γεφυρών Zu,g και Zv,g. Επίσης, για κάθε κορυφή
u ∈ V , το A περιέχει µια ακµή µεταξύ της κεντρικής κορυφής Zu,0 και κάθε
κορυφής-γέφυρας Zu,g, για g ∈ Iu. Κάθε κεντρική κορυφή έχει ϐάρος 0. Μια
κορυφή-γέφυρα Zu,g που αντιστοιχεί στην κορυφή u ∈ V και στο µέσο ασύρ-
µατης διασύνδεσης g ∈ Iu έχει ϐάρος ίσο µε το κόστος ενεργοποίησης cu,g του
µέσου ασύρµατης διασύνδεσης g στην κορυφή u. Το σύνολο των τερµατικών
D′ αποτελείται από όλες τις κεντρικές κορυφές. Για i = 1, ..., p, το σύνολο D′

i

στη διαµέριση του D′ περιέχει τις κεντρικές κορυφές Zu,0 για κάθε κορυφή
u ∈ Di.

Συµβολίζοµε µε JNWSF το στιγµιότυπο του προβλήµατος εύρεσης δάσους
Steiner µε ϐάρη στις κορυφές που προκύπτει. Χρησιµοποιούµε ένα γνωστό
αλγόριθµο για να λύσουµε το πρόβληµα εύρεσης δάσους Steiner µε ϐάρη
στις κορυφές για το στιγµιότυπο JNWSF και λαµβάνουµε ένα δάσος F που
είναι υπογράφηµα του H χωρίς αποµονωµένες κορυφές και διατηρεί συνε-
κτικότητα µεταξύ των κορυφών κάθε τερµατικού συνόλου Di. Λαµβάνουµε
τη λύση S για το αρχικό στιγµιότυπο J ως εξής. Για κάθε µέσο ασύρµατης
διασύνδεσης g στο Iu, περιλαµβάνουµε το g στο Su αν και µόνον αν η Zu,g

είναι κορυφή του F .
Το ακόλουθο λήµµα περιλαµβάνει τη ϐασική ιδιότητα της αναγωγής.

Λήµµα 19. Αν η F είναι µια ρ–προσεγγιστική λύση για το JNWSF , τότε η S
είναι µια ρ–προσεγγιστική λύση για το J .

Απόδειξη. ΄Εστω u, v κορυφές που ανήκουν στο ίδιο τερµατικό σύνολο Di.
Τότε, οι κεντρικές κορυφές Zu,0 και Zv,0 ανήκουν στο σύνολο D′

i και υπάρχει
µονοπάτι q από τη Zu,0 στη Zv,0 στο γράφηµα F . Οι ακµές του q είναι είτε
ακµές που συνδέουν µια κεντρική κορυφή µε µια κορυφή-γέφυρα στην ίδια
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υπερκορυφή ή κορυφές-γέφυρες µεταξύ διαφορετικών υπερκορυφών. Θεω-
ϱούµε τις ακµές του q που συνδέουν κορυφές-γέφυρες διαφορετικών υπερ-
κορυφών µε τη σειρά που τις επισκεπτόµαστε ακολουθώντας το µονοπάτι q
από τη Zu,0 στην Zv,0. Για κάθε τέτοια ακµή (Zx,g, Zy,g) η ακµή (x, y) ανήκει
στο γράφηµα G και όλες µαζί ορίζουν ένα µονοπάτι q′ από τη u στη v στο
γράφηµα G. Επειδή οι Zx,g και Zy,g ανήκουν στην F , στις κορυφές x και
y είναι ενεργοποιηµένο το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης g και εποµένως οι
ακµές του q′ ανήκουν στο γράφηµα επικοινωνίας που δηµιουργείται.

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι το συνολικό κόστος ενεργοποίησης cost(J)
της λύσης µας ισούται µε το κόστος cost(JNWSF ) της F και ότι το ϐέλτιστο
κόστος ενεργοποίησης opt(J) ϕράσσεται κάτω από το κόστος opt(JNWSF ) της
ϐέλτιστης λύσης για το JNWSF . Με τον τρόπο αυτό, έχουµε ότι

cost(J) = cost(JNWSF ) ≤ ρ · opt(JNWSF ) ≤ ρ · opt(J).

Πράγµατι, το µέσο ασύρµατης διασύνδεσης g ενεργοποιείται στην κορυ-
ϕή u µόνο αν η κορυφή-γέφυρα Zu,g ανήκει στην F . Επειδή, w(Zu,g) = cu,g,
έχουµε ότι το συνολικό κόστος ενεργοποίησης της λύσης µας για το στιγµιό-
τυπο J ισούται µε το κόστος της λύσης F .

Θεωρούµε τώρα µια ϐέλτιστη λύση για το J που αποτελείται από σύνολα
Su ενεργοποιηµένων µέσων ασύρµατης διασύνδεσης σε κάθε κορυφή u του
γραφήµατος G. κατασκευάζουµε ένα υπογράφηµα F ′ του H ως εξής. Για
κάθε ακµή (u, v) στο γράφηµα επικοινωνίας GS, και για κάθε µέσο ασύρµα-
της διασύνδεσης g που ανήκει στο Su∩Sv, προσθέτουµε την ακµή (Zu,g, Zv,g)
στο γράφηµα F ′. Για κάθε κορυφή u και κάθε µέσο ασύρµατης διασύνδεσης
g ∈ Su, προσθέτουµε την ακµή (Zu,0, Zu,g) στο F ′. Με παρόµοια επιχειρή-
µατα όπως προηγουµένως, καταλήγουµε στο ότι το γράφηµα F ′ διατηρεί την
απαίτηση συνεκτικότητας µεταξύ κορυφών του ίδιου τερµατικού συνόλου D′

i

και στο ότι το συνολικό ϐάρος των κορυφών του ισούται µε το συνολικό κό-
στος ενεργοποίησης στη ϐέλτιστη λύση για το στιγµιότυπο J . Εποµένως, το
κόστος της ϐέλτιστης λύσης για το στιγµιότυπο JNWSF δεν ξεπερνά το κόστος
της F ′.

Στην εργασία [41], οι Guha και Khuller παρουσιάζουν έναν 1.61 ln k–
προσεγγιστικό αλγόριθµο για το πρόβληµα εύρεσης ∆άσους Steiner µε ϐάρη
στις κορυφές, όπου k είναι ο αριθµός των τερµατικών στο γράφηµα. Χρησι-
µοποιούµε τον αλγόριθµο αυτόν για να λύσουµε το στιγµιότυπο JNWSF , και
λαµβάνοντας υπόψη και την παραπάνω συζήτηση επιτυγχάνουµε µια λύση
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για το στιγµιότυπο J που είναι στα πλαίσια του 1.61 ln |D| από τη ϐέλτιστη.
Εποµένως, έχουµε:

Θεώρηµα 20. Υπάρχει ένας 1.61 ln |D|–προσεγγιστικός αλγόριθµος για τη µη
συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος οµαδικής επικοινωνίας µε χρήση πολ-
λαπλών µέσων ασύρµατης διασύνδεσης GroupMI, όπου D είναι το σύνολο των
τερµατικών.

Επιπλέον, αν J είναι ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος ConMI, τότε p = 1
και το στιγµιότυπο JNWSF αποτελεί ουσιαστικά στιγµιότυπο του προβλήµατος
εύρεσης δένδρου Steiner µε ϐάρη στις κορυφές το οποίο µπορεί να προσεγ-
γιστεί στα πλαίσια ενός παράγοντα 1.35 ln k.

Θεώρηµα 21. Υπάρχει ένας 1.35 ln n–προσεγγιστικός αλγόριθµος για τη µη
συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος διασύνδεσης µε χρήση πολλαπλών
µέσων ασύρµατης διασύνδεσης ConMI σε ασύρµατα δίκτυα µε n κόµβους.
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Κεφάλαιο 5

Ενεργειακά αποδοτική διάδοση
µηνυµάτων σε ασύρµατα αδόµητα
δίκτυα

5.1 Εισαγωγή

Τις τελευταίες δεκαετίες τα ασύρµατα δίκτυα έχουν αναπτυχθεί ϱαγδαία.
Ειδικότερα, τα ασύρµατα δίκτυα τύπου ad hoc αναπτύχθηκαν λόγω των εν-
δεχόµενων εφαρµογών τους σε στρατιωτικές επιχειρήσεις, στην αντιµετώπιση
έκτακτων καταστροφών, κτλ. [79]β. Σε αντίθεση µε τα παραδοσιακά κυψελι-
κά δίκτυα, στα ασύρµατα αδόµητα δίκτυα (ή αλλιώς ασύρµατα δίκτυα τύπου
ad hoc) δεν υπάρχει ενσύρµατη δικτυακή υποδοµή για την υποστήριξη της
ασύρµατης επικοινωνίας.

Κάθε κόµβος (ή σταθµός) ενός τέτοιου δικτύου είναι εφοδιασµένος µε µια
κεραία µέσω της οποίας γίνεται αποστολή και λήψη σηµάτων. Η επικοινω-
νία αποκαθίσταται µε την ανάθεση µιας ισχύος µετάδοσης σε κάθε κόµβο.
Στο πιο γνωστό µοντέλο εξασθένισης ισχύος [69], η ισχύς του σήµατος εξα-
σθενίζει µε ϐάση τη σχέση 1/rα, όπου r είναι η απόσταση από τον εκποµπό
και α είναι µια σταθερά που εξαρτάται από το περιβάλλον που ϐρίσκεται το
ασύρµατο δίκτυο (συνηθισµένες τιµές για το α κυµαίνονται µεταξύ 1 και 6).
Εποµένως, ο εκποµπός s µπορεί να αποστείλει ένα σήµα στον αποδέκτη t αν
Ps ≥ γ · d(s, t)α, όπου Ps είναι η ισχύς του µεταδιδόµενου σήµατος, d(s, t)
είναι η Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ εκποµπού και αποδέκτη, και γ είναι η
ελάχιστη ισχύς που πρέπει να έχει ο αποδέκτης προκειµένου να µπορεί να
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ανιχνεύσει το σήµα και συνήθως κανονικοποιείται στην τιµή 1. Τότε, λέµε
ότι ο κόµβος s εγκαθιστά µια άµεση σύνδεση προς τον κόµβο t (ϐλ. και
Σχήµα 5.1. Εποµένως, επικοινωνία ενός κόµβου s µε έναν άλλο κόµβο t
µπορεί να επιτευχθεί είτε άµεσα αν οι δύο κόµβοι είναι αρκετά κοντά και ο
s χρησιµοποιεί επαρκή ισχύ µετάδοσης, είτε µε χρήση ενδιάµεσων κόµβων.
Εξαιτίας της µη γραµµικής εξασθένισης της ισχύος, η αποστολή ενός σήµατος
µεταξύ ενδιάµεσων κόµβων µπορεί να οδηγήσει σε εξοικονόµηση ενέργειας
(χρησιµοποιούµε τους όρους ενέργεια και ισχύς, εναλλακτικά).

Σχήµα 5.1: Επικοινωνία : η απαιτούµενη ισχύς ανάλογη του rα.

΄Ενα πολύ σηµαντικό Ϲήτηµα στα ασύρµατα αδόµητα δίκτυα είναι η υπο-
στήριξη σχηµάτων επικοινωνίας που είναι ϐασικά στα παραδοσιακά δίκτυα,
όπως διάδοση (broadcasting), µετάδοση (multicasting), επικοινωνία όλων-
προς -όλους (gossiping) και άλλα (Σχ. 5.2. Επειδή η εγκαθίδρυση ενός
σχήµατος επικοινωνίας εξαρτάται σηµαντικά από τη χρήση της ενέργειας,
το σηµαντικό πρόβληµα που καλούµαστε να αντιµετωπίσουµε είναι να εγ-
γυηθούµε ένα επιθυµητό σχήµα επικοινωνίας ελαχιστοποιώντας τη συνολική
κατανάλωση ενέργειας.

΄Ενα ασύρµατο αδόµητο δίκτυο αναπαρίσταται από ένα πλήρες κατευθυ-
νόµενο γράφηµα G = (V, E), όπου |V | = n και µια µη αρνητική συνάρτηση
κόστους ορισµένη στις ακµές c : E → R+. ∆ιαισθητικά, V είναι το σύνολο
των σταθµών ή κόµβων, οι ακµές στο σύνολο E αντιστοιχούν σε ενδεχόµενες
άµεσες συνδέσεις, και η συνάρτηση c συµβολίζει την ελάχιστη ενέργεια που
απαιτείται για την εγκαθίδρυση άµεσης σύνδεσης µεταξύ οποιουδήποτε πι-
ϑανού Ϲεύγους αποστολέα-παραλήπτη. Συνήθως, η συνάρτηση κόστους στις
ακµές είναι συµµετρική (δηλαδή, c(u, v) = c(v, u)).
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Σχήµα 5.2: ∆ηµοφιλή σχήµατα επικοινωνίας σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα.

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση, η οποία αντανακλά συνήθως την πραγ-
µατικότητα, και εφεξής καλείται γεωµετρική περίπτωση, προκύπτει όταν οι
κορυφές του γραφήµατος G είναι σηµεία στο Ευκλείδειο επίπεδο και το κό-
στος µιας ακµής (u, v) ορίζεται ως η Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των κο-
ϱυφών u και v υψωµένη σε µια σταθερή δύναµη α, δηλ. c(u, v) = d(u, v)α.
Μη συµµετρικές συναρτήσεις κόστους στις ακµές µπορούν να χρησιµοποιη-
ϑούν για την αναπαράσταση της µη κανονικότητας του µέσου µετάδοσης ή
µπαταριών µε διαφορετικά ενεργειακά επίπεδα [61].

Θεωρούµε ένα δίκτυο που συµβολίζεται µε ένα γράφηµα H = (U,A),
όπου U ⊆ V και A ⊆ E. Για να κατασκευαστεί το δίκτυο H πάνω στο
αδόµητο ασύρµατο δίκτυο G, πρέπει να ϑέσουµε το ενεργειακό επίπεδο του
κόµβου u στην τιµή maxv∈U :(u,v)∈A c(u, v). Εναλλακτικά, το ενεργειακό επί-
πεδο στο οποίο ο κόµβος u λειτουργεί πρέπει να είναι τέτοιο που να του δίνει
τη δυνατότητα να εγκαθιδρύσει απευθείας συνδέσεις προς όλες τις ακµές του
συνόλου A που εξέρχονται του κόµβους u. Η συνολική ενέργεια που απαι-
τείται για την εγκαθίδρυση του γραφήµατος H πάνω στο G είναι το άθροισµα
των ενεργειακών επιπέδων όλων των κόµβων.

Το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης που µελετάµε είναι το εξής. ∆εδοµένου
ενός αδόµητου ασύρµατου δικτύου που αναπαρίσταται από ένα γράφηµα
G = (V,E), µε µια µη αρνητική συνάρτηση κόστους στις ακµές c : E → R+,
µια ειδική κορυφή r ∈ V που καλείται ϱίζα, και ένα σύνολο τερµατικών
D ⊆ V − {r}, Ϲητείται να ϐρεθεί ένα δένδρο µετάδοσης, δηλ., ένα δένδρο
µε ϱίζα την κορυφή r που να περιέχει όλες τις κορυφές του συνόλου D, που
να µπορεί να εγκαθιδρυθεί σαν ένα δίκτυο στο G µε την ελάχιστη συνολική
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ενέργεια. Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό ως εύρεση ∆ένδρου Μετάδοσης
Ελάχιστης Ενέργειας (Minimum Energy Multicast Tree (ΜΕΜΤ). Η ειδική
περίπτωση του προβλήµατος MEMT στην οποία D = V −{r} είναι γνωστή ως
εύρεση ∆ένδρου ∆ιάδοσης Ελάχιστης Ενέργειας (Minimum Energy Broadcast
Tree (MEBT)).

Στην περίπτωση συµµετρικών συναρτήσεων κόστους στις ακµές, οι Ca-
ragiannis et al. [17] παρουσιάζουν λογαριθµικούς (ως προς τον αριθµό n
των σταθµών) προσεγγιστικούς αλγόριθµους για τα προβλήµατα MEMT και
MEBT. Τα αποτελέσµατα αυτά είναι ασυµπτωτικά ϐέλτιστα αφού MEBT σε
συµµετρικά γραφήµατα έχει αποδειχθεί ότι τα προβλήµατα είναι µη προσεγ-
γίσιµα στα πλαίσια ενός υπολογαριθµικού παράγοντα [25]. Στην εργασία
[17] αποδεικνύεται επίσης ότι, στην περίπτωση µη συµµετρικών συναρτή-
σεων κόστους στις ακµές, το πρόβληµα MEMT είναι δύσκολο να προσεγγιστεί
στα πλαίσια ενός παράγοντα O(log2−ε n), ενώ ο Liang [61] παρουσιάζει έναν
O(|D|ε) προσεγγιστικό αλγόριθµο. Για το πρόβληµα MEBT στην περίπτωση
µη συµµετρικών συναρτήσεων κόστους στις ακµές, έχουν παρουσιασθεί λο-
γαριθµικοί προσεγγιστικοί αλγόριθµοι στις εργασίες [13, 17]. Ο αλγόριθµος
στην εργασία [17] για τη συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος MEMT
και ο αλγόριθµος στην εργασία [13] για τη µη συµµετρική περίπτωση του
προβλήµατος MEBT δανείζονται ιδέες από αλγόριθµους για ένα γνωστό συν-
δυαστικό πρόβληµα που είναι γνωστό ως πρόβληµα εύρεσης ∆ένδρου Steiner
µε βάρη στις κορυφές (Node Weighted Steiner Tree (NWST) [41, 56].

Αν και οι παραπάνω περιπτώσεις είναι πολύ ενδιαφέρουσες από ϑεωρητι-
κής πλευράς, οι πιο σηµαντικές ερωτήσεις στην πράξη αφορούν στη γεωµε-
τρική περίπτωση. Η περίπτωση αυτή πρωτοµελετήθηκε στην εργασία [54] σε
ελαφρώς διαφορετικό πλαίσιο. Οι γεωµετρικές περιπτώσεις του προβλήµατος
MEBT έχουν λάβει εξαιρετική προσοχή στη ϐιβλιογραφία. ΄Οταν οι κόµβοι
είναι σηµεία σε µια γραµµή, το πρόβληµα MEBT µπορεί να λυθεί ϐέλτιστα
σε πολυωνυµικό χρόνο [16, 26]. Η περίπτωση που οι κόµβοι είναι σηµεία
στο Ευκλείδειο επίπεδο έχει µελετηθεί εκτενώς. Στην περίπτωση αυτή, το
πρόβληµα MEBT αποδείχθηκε ότι είναι υπολογιστικά (NP-hard) στην εργα-
σία [25]. Οι πρώτοι αλγόριθµοι προτάθηκαν στην εργασία του Wieselthier
και άλλων [79]. Οι αλγόριθµοι αυτοί ϐασίζονταν στην κατασκευή ελάχιστων
γεννητικών δένδρων (MST) και δένδρων ελαχίστων µονοπατιών (SPT) στο γρά-
ϕηµα που αναπαριστά το αδόµητο ασύρµατο δίκτυο. Η προσέγγιση που
υιοθετήθηκε στην εργασία [79] για τον υπολογισµό λύσεων του προβλήµα-
τος MEMT ήταν το ‘κλάδεµα’ (pruning) των δένδρων που επιστρέφονταν σε
λύσεις του προβλήµατος MEBT. Πειραµατικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι ο αλ-
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γόριθµος ∆ιάδοσης µε Επαυξητική Ενέργεια (Broadcast Incremental Power
(BIP)) επιτυγχάνει καλύτερη απόδοση από τους αλγόριθµους εύρεσης ελάχι-
στων γεννητικών δένδρων (MST) και δένδρων ελαχίστων µονοπατιών (SPT). Σε
µετέπειτα δουλειά, οι Wan και άλλοι [78] µελετούν τους αλγόριθµους της
εργασίας [79] ως προς την αποδοτικότητα µε την οποία προσεγγίζουν τη ϐέλ-
τιστη λύση. Το ϐασικό τους αποτέλεσµα είναι ένα άνω ϕράγµα µε τιµή 12 για
το λόγο προσέγγισης του αλγόριθµου MST. Το αποτέλεσµα αυτό συνεπάγεται
ένα αλγόριθµο σταθερής προσέγγισης και για το πρόβληµα MEMT. Ελαφρώς
χειρότερα ϕράγµα προσέγγισης για το πρόβληµα MST παρουσιάστηκαν στην
εργασία [25]. Στην εργασία [78], αποδεικνύεται επίσης ότι ο λόγος προσέγγι-
σης του αλγορίθµου BIP δεν είναι χειρότερος από αυτόν του αλγορίθµου MST,
και ότι οι άλλοι διαισθητικοί αλγόριθµοι έχουν κακό λόγο προσέγγισης.

Πάντως, έχει αποδειχθεί πειραµατικά ότι αρκετοί διαισθητικοί αλγόριθµοι
επιτυγχάνουν καλή απόδοση σε τυχαία στιγµιότυπα του προβλήµατος. Στις
εργασίες [64, 77], αλγόριθµοι ϐασισµένοι στην εύρεση ελάχιστων µονοπα-
τιών ϐελτιώνονται µε την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας (potential
power saving idea) και αποδεικνύεται πειραµατικά ότι επιτυγχάνουν καλύ-
τερη απόδοση από τους περισσότερους γνωστούς αλγόριθµους. Στην εργασία
[12], ο Cagalj και άλλοι εισήγαγαν µια ευριστική µέθοδο, που είναι γνωστή
ως Ενσωµατωµένο Πλεονέκτηµα Ασύρµατης Μετάδοσης (Embedded Wireless
Multicast Advantage-EWMA) για τον υπολογισµό αποδοτικών λύσεων για για
στιγµιότυπα του προβλήµατος MEBT. Ο αλγόριθµος αυτός λαµβάνει σαν είσο-
δο ένα γεννητικό δένδρο και το µετατρέπει σε ένα δένδρο διάδοσης αποδοτικό
ως προς την ενέργεια εκτελώντας τοπικές ϐελτιώσεις. ΄Οπως αναφέρουµε στην
Ενότητα 5.2, ο αλγόριθµος EWMA µπορεί εύκολα να τροποποιηθεί ώστε να
δουλεύει και για τοτ πρόβληµα MEMT. Μια άλλη ευριστική τεχνική γνωστή
µε τον όρο Σάρωση (Sweep) παρουσιάστηκε στην εργασία [79]. Ο αλγόριθµος
αυτός επίσης λαµβάνει σαν είσοδο ένα δένδρο και το µετατρέπει σε ένα δένδρο
αποδοτικό ως προς την ενέργεια εκτελώντας τοπικές ϐελτιώσεις. Αντίθετα µε
αυτούς τους δύο αλγόριθµους, οι περισσότεροι από τους προηγούµενους αλ-
γόριθµους ϐασίζονται στην ιδέα σταδιακής κατασκευής ενός δένδρου. Αυτό
σηµαίνει ότι, ξεκινώντας από µια κενή λύση, ένα δένδρο επαυξάνεται συµ-
περιλαµβάνοντας επαναληπτικά νέες δοµές (δηλ., νέους κόµβους και ακµές)
έως ότου εγκαθιδρυθεί συνεκτικότητα µεταξύ ϱίζας και τερµατικών. ΄Ενα άλλο
ϑέµα προφανούς σηµασίας είναι ο σχεδιασµός αλγορίθµων για το πρόβληµα
MEMT που να µπορούν να υλοποιηθούν σε κατανεµηµένο περιβάλλον (δείτε
για παράδειγµα τις εργασίες [12, 19, 77]).

Στη συνέχεια, χωρίζουµε τους αλγόριθµους της ϐιβλιογραφίας σε δύο
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κατηγορίες : αλγόριθµους τοπικής αναζήτησης (local search algorithms) και
επαυξητικούς αλγόριθµοι (augmentation algorithms). Περιγράφουµε τα γε-
νικά χαρακτηριστικά και των δύο κατηγοριών και παρέχουµε υλοποιήσεις
πολλών αλγορίθµων, υπαρχόντων και νέων. Οι υλοποιήσεις µας περιλαµ-
ϐάνουν αλγόριθµους που προσεγγίζουν το πρόβληµα MEMT στη γενικότερη
συµµετρική περίπτωση καθώς και αλγόριθµους που είναι πιο διαισθητικοί
για τη γεωµετρική περίπτωση. Στόχος µας είναι η πειραµατική σύγκριση
των αλγορίθµων αυτών όσον αφορά στην αποδοτικότητα ως προς την ενέρ-
γεια των λύσεων που επιτυγχάνουν για τυχαία στιγµιότυπα του προβλήµατος
MEMT στο Ευκλείδειο επίπεδο. Παρουσιάζουµε επίσης µια αξιολόγηση των
χρόνων εκτέλεσης των αλγορίθµων. Η Ενότητα 5.2 αφιερώνεται στους αλγό-
ϱιθµους τοπικής αναζήτησης, ενώ οι επαυξητικοί αλγόριθµοι παρουσιάζονται
στην Ενότητα 5.3. Παρουσιάζουµε και σχολιάζουµε τα πειραµατικά αποτε-
λέσµατα στην Ενότητα 5.4. Τα αποτελέσµατα αυτού του κεφαλαίου έχουν
παρουσιαστεί στην εργασία [5].

5.2 Αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης

Οι αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης εκτελούν ‘περίπατο’ σε δένδρα µετάδο-
σης. Ο περίπατος ξεκινά από ένα δένδρο µετάδοσης που δίνεται σαν είσοδος.
Σε κάθε ϐήµα, ένας αλγόριθµος τοπικής αναζήτησης περνάει σε ένα νέο δέν-
δρο µετάδοσης που προκύπτει µε την αποµάκρυνση κάποιων ακµών από το
προηγούµενο δένδρο και την πρόσθεση νέων ακµών, έτσι ώστε να πληρούνται
οι αναγκαίες ιδιότητες συνεκτικότητας. Ο κανόνας που χρησιµοποιείται σε
κάθε πέρασµα για την επιλογή του επόµενου δένδρου µετάδοσης σχετίζεται
µε την ενέργεια. Επειδή οι αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης απαιτούν ένα
δένδρο µετάδοσης στο οποίο ξεκινούν τον περίπατο, χρησιµοποιούνται συνή-
ϑως µετά από έναν επαυξητικό αλγόριθµο. Χαρακτηριστικοί αντιπρόσωποι
αυτής της κατηγορίας είναι οι αλγόριθµοι Prune, EWMA και Sweep.

Ο αλγόριθµος ‘κλαδέµατος ’ Prune έχει χρησιµοποιηθεί εκτενώς (δείτε για
παράδειγµα τις εργασίες [64, 79]) για την κατασκευή ενός δένδρο µετάδοσης
από ένα δένδρο διάδοσης. Σε κάθε ϐήµα ο αλγόριθµος εκτελεί την ακόλουθη
λειτουργία. Αποµακρύνει από το δένδρο κάθε ϕύλλο που δεν είναι τερµατικό
µαζί µε την εισερχόµενη σε αυτό ακµή. Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν όλα
τα ϕύλλα είναι τερµατικά. Ο αλγόριθµος Prune µπορεί εύκολα να υλοποιηθεί
ώστε να εκτελείται σε γραµµικό χρόνο.

Ο αλγόριθµος EWMA προτάθηκε στην εργασία [12] για τη λύση του προ-
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ϐλήµατος MEBT, όπου έγινε η υπόθεση ότι το δένδρο µε το οποίο ξεκινά ο αλ-
γόριθµος είναι ένα ελάχιστο γεννητικό δένδρο. Πάντως, όπως είναι προφανές
στην περιγραφή του αλγορίθµου που ακολουθεί, µπορεί να χρησιµοποιηθεί
για το πρόβληµα MEMT και µπορεί να ξεκινάει µε οποιοδήποτε δένδρο µετά-
δοσης. Ξεκινώντας από ένα δένδρο µετάδοσης, ο αλγόριθµος EWMA εκτελεί
περιπάτους σε δένδρα µετάδοσης εκτελώντας τους ακόλουθους δύο τύπους
αλλαγών σε κάθε ϐήµα: (1) προστίθενται εξερχόµενες ακµές σε κάποιον κόµ-
ϐο v. Ο κόµβος αυτός λέµε ότι επεκτείνεται και (2) αποµακρύνονται όλες οι
εξερχόµενες ακµές από κάποιους απογόνους του v. Στην περίπτωση αυτή
λέµε ότι οι συγκεκριµένοι απόγονοι του v αποκλείονται. Κατά την εκτέλεσή
του, ο αλγόριθµος EWMA χρησιµοποιεί τρία σύνολα C, F και E. ∆ιασιθητικά,
το C είναι το σύνολο των κόµβων που έχει λάβει υπόψη του ο αλγόριθµος,
το F είναι το σύνολο των κόµβων που επεκτάθηκαν τουλάχιστον µία ϕορά
σε κάποιο προηγούµενο ϐήµα και ποτέ δεν αποκλείστηκαν, και το E είναι
το σύνολο των κόµβων που αποκλείστηκαν σε κάποιο προηγούµενο ϐήµα.
Αρχικά, ο αλγόριθµος ϑέτει C = {r} και F = E = ∅. Σε κάθε ϐήµα, ο αλγό-
ϱιθµος EWMA λαµβάνει σαν είσοδο το δένδρο µετάδοσης που προέκυψε στο
προηγούµενο ϐήµα µαζί µε τα σύνολα C, F και E. Ορίζουµε σαν κέρδος ενός
κόµβου v τη µείωση της ενέργειας που επιτυγχάνεται στο δένδρο µετάδοσης
αν αποκλειστούν κάποιοι κόµβοι του δένδρου, σαν αντάλλαγµα για την αύξη-
ση της ενέργειας στον κόµβο v ώστε να µπορεί να δηµιουργήσει ακµές προς
όλους τους αποκλειόµενους κόµβους και τα παιδιά τους. Αν κανένας κόµβος
στο σύνολο C−F−E δεν έχει ϑετικό κέρδος, ο κόµβος µε τη µικρότερη ενέρ-
γεια συµπεριλαµβάνεται στο σύνολο F και τα παιδιά του συµπεριλαµβάνονται
στο σύνολο C. ∆ιαφορετικά, ο κόµβος µε µέγιστο κέρδος συµπεριλαµβάνε-
ται στο σύνολο F , οι αποκλειόµενοι κόµβοι συµπεριλαµβάνονται στο σύνολο
E, ενώ και οι αποκλειόµενοι κόµβοι και τα παιδιά τους συµπεριλαµβάνονται
στο σύνολο C. Αποµακρύνονται οι ακµές των αποκλειόµενων κόµβων προς
τα παιδιά τους (αλλαγές τύπου (2» και δηµιουργούνται εξερχόµενες από τον
κόµβο v προς όλους τους αποκλειόµενους κόµβους και τα παιδιά τους (αλλα-
γές τύπου (1». Το νέο δένδρο µετάδοσης µαζί µε τα ενηµερωµένα σύνολα C, F
και E δίνονται σαν είσοδος στο επόµενο ϐήµα. Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν
η ϱίζα και όλα τα τερµατικά περιλαµβάνονται στο σύνολο C. Η υλοποίηση
του EWMA που πραγµατοποιήσαµε έχει χρόνο εκτέλεσης O(n3) στη χειρότερη
περίπτωση.

Ο αλγόριθµος Σάρωση (Sweep) προτάθηκε στην εργασία [79] σαν µια απλή
ευριστική µέθοδος για ϐελτίωση των λύσεων για το πρόβληµα MEBT που επι-
τυγχάνονταν από αλγόριθµους εύρεσης γεννητικών δένδρων και ελάχιστων
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µονοπατιών. Προφανώς, ο αλγόριθµος µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για
δένδρο µετάδοσης. Ο αλγόριθµος Sweep λειτουργεί ως εξής. Αρχικά ανα-
ϑέτει διαφορετικές ταυτότητες (IDs) (διαδοχικούς ακέραιους 0, 1, ...) σε όλους
τους κόµβους. Ξεκινώντας από το δένδρο µετάδοσης, προχωράει σε ϐήµατα.
Στο i-ό ϐήµα, εξετάζει τον κόµβο vi µε ταυτότητα (ID) ίση µε i. Αν, για κά-
ποιους κόµβους vi1 , vi2 , ... που δεν είναι πρόγονοι του vi, η ενέργεια του vi στο
δένδρο µετάδοσης δεν είναι µικρότερη από το κόστος όλων των ακµών από τον
vi στους vi1 , vi2 , ..., ο αλγόριθµος Sweep αποµακρύνει τις εισερχόµενες ακµές
από τους κόµβους vi1 , vi2 , ... και προσθέτει ακµές από τον κόµβο vi στους
vi1 , vi2 , ... στο δένδρο µετάδοσης. Ο αλγόριθµος τερµατίζει όταν εξεταστούν
όλοι οι κόµβοι. Αν και ϕαίνονται προφανείς πολλές παραλλαγές του αλγό-
ϱιθµου Sweep (όπως αναφέρεται και στην εργασία [79]), αναπάντεχα, καµία
από τις αρκετές παραλλαγές που υλοποιήσαµε δεν είναι καλύτερη από τον
αλγόριθµο Sweep ως προς την αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια της επι-
στρεφόµενης λύσης. Μια απλή υλοποίηση του αλγορίθµου Sweep εκετελείται
σε χρόνο O(n2).

5.3 Επαυξητικοί αλγόριθµοι

Οι επαυξητικοί αλγόριθµοι κατασκευάζουν δένδρο µετάδοσης ξεκινώντας
από µία κενή λύση η οποία σταδιακά επαυξάνεται µέχρι να δηµιουργηθεί
ένα δίκτυο µε κατευθυνόµενα µονοπάτια από τη ϱίζα στα τερµατικά. Προ-
ϕανώς, από το στιγµή που ένα τέτοιο δίκτυο είναι διαθέσιµο, µπορεί εύκολα
να µετατραπεί σε ένα δένδρο µετάδοσης. Η λύση επαυξάνεται σε ϕάσεις. Σε
κάθε ϕάση, ένας επαυξητικός αλγόριθµος προσθέτει µια δοµή στη λύση. Αυ-
τή µπορεί να είναι µια ακµή σε έναν κόµβο (π.χ., στον αλγόριθµο BIP και σε
γνωστές υλοποιήσεις του αλγόριθµου MST [29]), ένα σύνολο ακµών που εξέρ-
χονται συγκεκριµένου κόµβου (π.χ., σε µια παραλλαγή του αλγορίθµου BIP
που λέγεται BAIP [79]), ένα µονοπάτι (π.χ., σε αλγόριθµους που παρουσιά-
Ϲονται στις εργασίες [64, 77]), µία αράχνη (spider) (ένα ειδικό κατευθυνόµενο
γράφηµα που χρησιµοποιείται στην εργασία [13] και έµµεσα στην εργασία
[17]), κτλ. Η δοµή επιλέγεται µεταξύ όλων των υποψήφιων δοµών έτσι ώστε
κάποιος τοπικός στόχος να ελαχιστοποιείται. Ο τοπικός στόχος σχετίζεται
συνήθως µε την ενέργεια που απαιτείται για τη δηµιουργία των ακµών της
δοµής. Στη συνέχεια παραθέτουµε µια αναλυτική περιγραφή αρκετών επαυ-
ξητικών αλγορίθµων, που περιλαµβάνουν υπάρχοντες αλγόριθµους από τη
ϐιβλιογραφία αλλά και νέους και αρκετές παραλλαγές τους.
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Βασικοί αλγόριθµοι. Ξεκινώντας από ένα δένδρο µετάδοσης που περιέχει
µόνο τη ϱίζα, οι αλγόριθµοι Shortest Path First (SPF), Multicast Incremental
Power (MIP), Densest Shortest Path First (DSPF) και Densest Two Shortest
Path First (D2SPF) επαυξάνουν το δένδρο µετάδοσης σε ϕάσεις, µέχρι όλα τα
τερµατικά να συµπεριληφθούν στο δένδρο. Σε κάθε ϕάση, ο αλγόριθµος SPF
προσθέτει στο δένδρο µετάδοσης το ελάχιστο κατευθυνόµενο µονοπάτι (δηλα-
δή, το µονοπάτι του οποίου η δηµιουργία απαιτεί το ελάχιστο ποσό ενέργειας)
που συνδέει κάποιον κόµβο του δένδρου σε κάποιο τερµατικό του δένδρου.
Ο αλγόριθµος MIP προσθέτει το µονοπάτι που απαιτεί την ελάχιστη επιπλέον
ενέργεια που συνδέει το δένδρο µε κάποιο τερµατικό εκτός του δένδρου. Αυ-
τό σηµαίνει ότι µετά από κάθε ϕάση το κόστος των ακµών που εξέρχονται
κάθε κόµβου v στο µονοπάτι που επιλέγεται κατά τη ϕάση ελαττώνεται κατά
το κόστος της ακµής που εξέρχεται του v στο µονοπάτι. Ο αλγόριθµος DSPF
επιλέγει από τα µονοπάτια του δένδρου που απαιτούν ελάχιστη επιπλέον
ενέργεια για σύνδεση µε τα τερµατικά εκτός του δένδρου, εκείνο που ελαχι-
στοποιεί το λόγο της επιπλέον ενέργειας προς τον αριθµό των νέων τερµατικών
που συµπεριλαµβάνονται στο δένδρο. Ο αλγόριθµος D2SPF είναι ίδιος µε τον
DSPF. Η διαφορά τους είναι ότι για κάθε κόµβο v και κάθε τερµατικό t που
και δεν ανήκουν στο δένδρο µετάδοσης, ο αλγόριθµος D2SPF λαµβάνει υπόψη
του µονοπάτια από το δένδρο στο τερµατικό t που περνούν από τον κόµβο v.

Στις υλοποιήσεις µα, χρησιµοποιούµε εκτενώς αλγόριθµους υπολογισµού
ελάχιστων µονοπατιών. Ο υπολογισµός ελάχιστων µονοπατιών από έναν κόµ-
ϐο προς όλους τους άλλους σε ένα πλήρες γράφηµα µπορεί να πραγµατοποιη-
ϑεί σε χρόνο O(n2) χρησιµοποιώντας µια απλή υλοποίηση του αλγορίθµου
του Dĳkstra µε χρήση δυαδικών σωρών για ουρές προτεραιότητας [29]. Πιο
πολύπλοκες σωροί που έχει αποδειχθεί ότι δίνουν ταχύτερες υλοποιήσεις του
αλγορίθµου του Dĳkstra (π.χ., σωροί Fibonacci) δε µειώνουν το χρόνο εκτέ-
λεσης σηµαντικά στη δική µας περίπτωση αφού το γράφηµα που αναπαριστά
το αδόµητο ασύρµατο δίκτυο είναι πλήρες. Οι αλγόριθµοι SPF, MIP και DSPF
εκτελούνται σε χρόνο O(mn2), όπου m είναι ο αριθµός των τερµατικών. Σε
κάθε µία από τις το πολύ m ϕάσεις, οι αλγόριθµοι εκτελούν έναν υπολογισµό
ελάχιστου µονοπατιού. Η επεξεργασία του γραφήµατος (δηλαδή, η µείωση
στα κόστη των ακµών) που απαιτείται από τους αλγόριθµους MIP και DSPF
δεν επηρεάζει τους ασυµπτωτικούς χρόνους εκτέλεσής τους σε σύγκριση µε
τον αλγόριθµο SPF. Κάθε ϕάση του αλγορίθµου D2SPF απαιτεί τον υπολογισµό
όλων των Ϲευγών ελαχίστων µονοπατιών που χρειάζεται χρόνο O(n3) δίνοντας
συνολικό χρόνο εκτέλεσης O(mn3).
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Η ιδέα της ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας. Οι ϐασικοί αλγόριθ-
µοι δεν εξετάζουν αν η εγκαθίδρυση ενός νέου µονοπατιού µπορεί επίσης
να περιλαµβάνει κόµβους που συµπεριλήφθηκαν στο δένδρο µετάδοσης σε
προηγούµενες ϕάσεις, και τώρα ϑα µπορούσαν να συνδεθούν στο δένδρο
µετάδοσης σαν παιδιά κάποιου κόµβου στο µονοπάτι. Με τον τρόπο αυ-
τό, η ενέργεια του προηγούµενου γονέα τους ϑα µπορούσε να µειωθεί. Η
συνολική µείωση εκφέρεται µε τον όρο ενδεχόµενη εξοικονόµηση ενέργειας
(potential power saving) ([64, 77]). Οι αλγόριθµοι που περιγράφουµε είναι
παραλλαγές των ϐασικών αλγορίθµων µε τη διαφορά ότι όταν υπολογίζουν
την επιπλέον ενέργεια ενός υποψήφιου µονοπατιού, αφαιρούν την ενδεχόµε-
νη εξοικονόµηση ενέργειας. ΄Οταν δηµιουργείται ένα νέο µονοπάτι, το δένδρο
µετάδοσης τροποποιείται ανάλογα, δηλαδή, κόµβοι που συµπεριλαµβάνον-
ταν στο δένδρο µετάδοσης µπορεί πλέον να συνδέονται σαν παιδιά κόµβων
του νέου µονοπατιού.

Οι αλγόριθµοι SP3SF, DSP3SF και DSP3SF είναι παραλλαγές των αλγορίθµων
MIP, DSPF και D2SPF κάνοντας χρήση της ιδέας ενδεχόµενης εξοικονόµησης
ενέργειας, αντίστοιχα. Ο αλγόριθµος SP3SF προτάθηκε αρχικά στην εργασία
[64] και, µε ϐάση όσα γνωρίζουµε, υπολογίζει τις πιο αποδοτικές ενεργειακά
λύσεις για το πλαίσιο που µελετάµε. Ο αλγόριθµος 2SP3SF είναι παραλλα-
γή του αλγορίθµου D2SP3SF όπου ο τοπικός στόχος σε κάθε ϕάση είναι η
ελαχιστοποίηση της επιπλέον ενέργειας µείον την ενδεχόµενη εξοικονόµηση
ενέργειας. Οι αναγκαίοι υπολογισµοί για τον υπολογισµό της ενδεχόµενης
εξοικονόµησης ενέργειας αυξάνουν το χρόνο εκτέλεσης των αλγορίθµων SP3SF
και DSP3SF σε O(m2n2), ενώ οι αλγόριθµοι 2SP3SF και D2SP3SF εκτελούνται σε
χρόνο O(mn3). ΄Οµως, στην πράξη ο χρόνος εκτέλεσης των αλγορίθµων SP3SF
και DSP3SF είναι ελάχιστα χειρότερος από αυτόν των MIP και DSPF, αντίστοιχα.

Αλγόριθµοι ϐασισµένοι το πρόβληµα εύρεσης δένδρου Steiner µε ϐά-
ϱη στις κορυφές (NWST). Παρουσιάζουµε στη συνέχεια έξι αλγόριθµους
που δανείζονται ιδέες από προσεγγιστικούς αλγόριθµους για το πρόβληµα
εύρεσης δένδρου Steiner µε ϐάρη στις κορυφές (NWST) που παρουσιάστη-
καν στις εργασίες [41, 56]. Στην πραγµατικότητα, ο αλγόριθµος της εργασίας
[17] για τη συµµετρική περίπτωση του προβλήµατος MEMT ανάγει στιγµιό-
τυπα του προβλήµατος MEMT σε στιγµιότυπα του προβλήµατος NWST. Αν
και, το µέγεθος του στιγµιότυπου του προβλήµατος NWST που προκύπτει
είναι πολυωνυµικό µε ϐάση τη ϑεωρία, ακόµα και για µικρά στιγµιότυπα
του MEMT το αντίστοιχο στιγµιότυπο του προβλήµατος NWST δε µπορεί να
λυθεί µε τους αλγόριθµους των εργασιών [41, 56] στην πράξη. Οι αλγόριθµοι
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που παρουσιάζονται στη συνέχεια εφαρµόζουν ιδέες από τις εργασίες [41, 56]
κατευθείαν στο στιγµιότυπο του προβλήµατος MEMT. ΄Ενας παρόµοιος αλ-
γόριθµος έχει σχεδιασθεί για το πρόβληµα MEBT στην εργασία [13]. ΄Ολοι
αυτοί οι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν την ιδέα σταδιακής επαύξησης ενός δι-
κτύου µέσω επαναλαµβανόµενης πρόσθεσης αραχνών (spiders) ή πηρουνιών
(forks) µικρότερης πυκνότητας.

Μια αράχνη (spider) είναι ένα κατευθυνόµενο γράφηµα που αποτελείται
από έναν κόµβο που καλείται κεφαλή (head) και από ένα σύνολο κατευθυ-
νόµενων µονοπατιών που καλούνται ϐραχίωνες ( legs), καθένα από τα οποία
κατευθύνεται από την κεφαλή στους κόµβους που καλούνται πόδια (feet) της
αράχνης (ϐλ. αριστερό µέρος Σχ. 5.3). Ο ορισµός επιτρέπει στους ϐρα-
χίονες να έχουν κοινούς κόµβους και ακµές. Το ϐάρος της αράχνης είναι
το µέγιστο κόστος των ακµών που εξέρχονται της κεφαλής συν το άθροισµα
του επιµέρους κόστους των ϐραχιόνων, όπου κόστος ενός ϐραχίονα είναι το
άθροισµα του επιµέρους κόστους των ακµών του εκτός από την ακµή που
εξέρχεται της κεφαλής. ΄Ενα πηρούνι (fork) είναι µια αράχνη που διαθέτει
έναν κόµβο κέντρο (center) ο οποίος είναι προσπελάσιµος µέσω ενός ελάχι-
στου κατευθυνόµενου µονοπατιού από την κεφαλή έτσι ώστε το υπογράφηµα
του πηρουνιού που προκύπτει αν αφαιρέσουµε τις ακµές αυτού του µονοπα-
τιού και όλους τους κόµβους στο µονοπάτι εκτός από το κέντρο να είναι µια
αράχνη µε τον κόµβο κέντρο σαν κεφαλή της (ϐλ. δεξί µέρος Σχ. 5.3). Καλού-
µε αυτή την αράχνη υποαράχνη (subspider) του πηρουνιού. Το ϐάρος του
πηρουνιού είναι το κόστος των ακµών στο κατευθυνόµενο µονοπάτι από την
κεφαλή στο κέντρο συν το ϐάρος της υπο-αράχνης του. Λέµε ότι ένας κόµβος
u µπορεί να συνδεθεί χωρίς κόστος σε ένα µονοπάτι, αν το κόστος c(vi, u) της
ακµής από έναν κόµβο vi στο µονοπάτι προς τον κόµβο u είναι µικρότερο
από το κόστος της ακµής που εξέρχεται του κόµβου vi στο µονοπάτι.

Ο αλγόριθµος Densest Spider First (DSF) κατασκευάζει ένα δίκτυο H στο
οποίο η ϱίζα και τα τερµατικά περιέχονται στην ίδια χαλαρά συνεκτική συ-
νιστώσα. Χαλαρή συνεκτικότητα ενός κατευθυνόµενου γραφήµατος σηµαίνει
ότι το µη κατευθυνόµενο ισοδύναµό του γράφηµα (δηλαδή, το γράφηµα που
λαµβάνεται αντικαθιστώντας τις κατευθυνόµενες ακµές µε µη κατευθυνόµε-
νες) είναι συνεκτικό. Τότε, για τη δηµιουργία ενός δένδρου µετάδοσης στο
γράφηµα G, ο αλγόριθµος υπολογίζει ένα δένδρο µε κατεύθυνση από τη ϱίζα
στα τερµατικά στο υπεργράφηµα του H που περιέχει όλες τις ακµές του H
και τις αντίθετα κατευθυνόµενες ακµές τους. Ο αλγόριθµος αναθέτει δεί-
κτες τους κόµβους για να ϑυµάται ποιοι κόµβοι ανήκουν στην ίδια χαλαρά
συνεκτική συνιστώσα του γραφήµατος H. Κάθε δείκτης είναι ένας µη αρ-
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Σχήµα 5.3: Αράχνη (spider) και πηρούνι (fork).

νητικός ακέραιος. Οι κόµβοι µε τον ίδιο πεπερασµένο δείκτη είναι χαλαρά
συνδεδεµένοι και κόµβοι µε διαφορετικούς ή άπειρους δείκτες δε συνδέονται
καθόλου. Αρχικά, ο δείκτης της ϱίζας είναι 0, τα τερµατικά έχουν πεπερασµέ-
νους, ϑετικούς και διακριτούς ακέραιους δείκτες, ενώ όλοι οι άλλοι κόµβοι
έχουν άπειρο δείκτη. Ο αλγόριθµος προχωράει σε ϐήµατα µέχρι η ϱίζα και
όλα τα τερµατικά να έχουν δείκτη 0. Σε κάθε ϐήµα, ο αλγόριθµος ϐρίσκει
έναν κόµβο v και µια αράχνη που έχει τον v σαν κεφαλή της και κόµβους που
ανά δυο έχουν διακριτούς, διαφορετικούς από το v και µη άπειρους δείκτες
για πόδια, έτσι ώστε ο λόγος του ϐάρους της αράχνης προς τον αριθµό των
ποδιών της (που καλείται πυκνότητα της αράχνης) να ελαχιστοποιείται. ΄Εστω
i1, i2, ..., ik οι δείκτες των κόµβων στην αράχνη µε αύξουσα διάταξη. Για κάθε
κόµβο στο γράφηµα µε δείκτη i1 ήi2, ..., ή ik ο αλγόριθµος ϑέτει το δείκτη
του στην τιµή i1 και προσθέτει τις ακµές της αράχνης στο H. Οι αλγόριθµοι
DSF-2 και DSF-3 αποτελούν παραλλαγές του αλγορίθµου DSF. Η µόνη διαφορά
είναι ότι ο κόµβος που επιλέγεται σαν κεφαλή της αράχνης σε κάθε ϐήµα
πρέπει να έχει πεπερασµένο δείκτη στον αλγόριθµο DSF-2 και δείκτη 0 στον
αλγόριθµο DSF-3.

Στις υλοποιήσεις µας, οι αλγόριθµοι αρχικά εκτελούν µια προεπεξεργασία
για να υπολογίσουν, για κάθε κόµβο και κάθε πιθανό επίπεδο ενέργειάς του,
τα συντοµότερα µονοπάτια από τον κόµβο αυτό προς όλους τους άλλους. Αυτό
απαιτεί χρόνο O(n4) και κυριαρχεί του ασυµπτωτικού χρόνου εκτέλεσης των
αλγορίθµων. Αφού υπολογιστεί το µήκος όλων των ελάχιστων µονοπατιών,
τότε ο υπολογισµός της αράχνης µε τη µικρότερη πυκνότητα που έχει σαν
κεφαλή ένα συγκεκριµένο κόµβο µε συγκεκριµένο επίπεδο ενέργειας µπορεί
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να πραγµατοποιηθεί σε χρόνο O(m). Εποµένως, η αράχνη µε τη µικρότερη
πυκνότητα σε κάθε µία από τις το πολύ m ϕάσεις υπολογίζεται σε χρόνο
O(mn2).

Ο αλγόριθµος Densest Incremental Spider First (DISF) είναι παραλλαγή
του αλγορίθµου DSF-3. Σε κάθε ϐήµα, αφού επιλεγεί η αράχνη µε τη µι-
κρότερη πυκνότητα, για κάθε κόµβο u στην αράχνη, το κόστος των ακµών
που εξέρχονται του u στο γράφηµα G ελαττώνεται κατά το µέγιστο κόστος
των ακµών που εξέρχονται του u στην αράχνη. ∆ιαισθητικά, το ϐάρος της
αράχνης στους αλγόριθµους DSF, DSF-2 και DSF-3 αποτελεί ένα άνω ϕράγµα
για την ενέργεια που απαιτείται για τη δηµιουργία των ακµών της αράχνης.
Στον αλγόριθµο DISF, το ϐάρος τςη αράχνης που υπολογίζεται σε κάθε ϐήµα
αποτελεί ένα άνω ϕράγµα για την επιπλέον ενέργεια που απαιτείται για την
εγκαθίδρυση των ακµών της αράχνης, δεδοµένου ότι ακµές που συµπεριλή-
ϕθηκαν στο γράφηµα H σε προηγούµενα ϐήµατα έχουν ήδη εγκαθιδρυθεί.
Εξαιτίας της ενηµέρωσης της συνάρτησης ανάθεσης ϐάρους στις ακµές που
απαιτείται σε κάθε ϕάση του αλγορίθµου DISF, απαιτείται σε κάθε ϕάση πα-
ϱαπλήσια προεπεξεργασία µε αυτή του αλγορίθµου DSF. Αυτό απαιτεί χρόνο
O(mn4) και κυριαρχεί του ασυµπτωτικού χρόνου εκτέλεσης του αλγορίθµου.

Ο αλγόριθµος Densest Fork First (DFF) είναι µια παραλλαγή του αλγο-
ϱίθµου DISF. Σε κάθε ϐήµα ένα πηρούνι που έχει σαν κεφαλή ένα κόµβο µε
δείκτη 0 που ελαχιστοποιεί το λόγο του ϐάρους του πηρουνιού προς τον αριθ-
µό των ποδιών προστίθεται στο δίκτυο H. Τελικά, ο αλγόριθµος DFF-2 είναι
ίδιος µε τον DFF. Η ϐασική διαφορά είναι ότι ο αριθµός των ποδιών συν ο
αριθµός των µη µηδενικών πεπερασµένων δεικτών των κόµβων που µπορούν
να συνδεθούν χωρίς κόστος στο µονοπάτι από την κεφαλή προς το κέντρο
χρησιµοποιείται στον παρονοµαστή του τοπικού στόχου. Ο χρόνος εκτέλε-
σης των αλγορίθµων DFF και DFF-2 είναι ασυµπτωτικά ο ίδιος µε αυτόν του
αλγόριθµου DISF. Σε κάθε ϕάση ο χρόνος που απαιτείται για προεπεξεργασία
ασυµπτωτικά κυριαρχεί του χρόνου που απαιτείται για τον υπολογισµού του
πυκνότερου πηρουνιού.

Περιορισµένες και επαναληπτικές εκδοχές. Σε πολλούς από τους πα-
ϱαπάνω αλγόριθµους, περισσότερα από ένα τερµατικά µπορούν να προστε-
ϑούν στο δένδρο µετάδοσης σε κάθε ϕάση. Υπάρχει περίπτωση η πρόσθεση
µιας δοµής µε πολλά τερµατικά σε κάποια ϕάση να χειροτερεύει την τελι-
κή λύση. ΄Εχουµε υλοποιήσει περιορισµένες εκδοχές των αλγορίθµων που
περιγράφθηκαν παραπάνω που λαµβάνουν σαν είσοδο µια παράµετρο περιο-
ϱισµού επαύξησης που συµβολίζει το µέγιστο αριθµό νέων τερµατικών που
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επιτρέπεται να συµπεριληφθούν σε κάθε ϕάση και περιορίζει κατάλληλα το
χώρο των υποψήφιων δοµών. Επαναληπτικές εκδοχές των αλγορίθµων DSPF,
DSP3SF, SP3SF, D2SPF, D2SP3SF, 2SP3SF, DISF, DFF και DFF-2 επαναλαµβανόµενα
εκτελούν τις περιορισµένες εκδοχές τους για όλες τις πιθανές τιµές της πα-
ϱαµέτρου περιορισµού επαύξησης και επιστρέφουν την καλύτερη λύση. Οι
αλγόριθµοι αυτοί καλούνται iDSPF, iDSP3SF, iSP3SF, iD2SPF, iD2SP3SF, i2SP3SF,
iDISF, iDFF και iDFF-2, αντίστοιχα. Προφανώς, µια επαναληπτική εκδοχή ενός
αλγόριθµου είναι καλύτερη από τη µη περιορισµένη εκδοχή του ως προς την
αποδοτικότητά του ως προς την ενέργεια. ΄Οµως, µπορεί να απαιτήσει χρό-
νο εκτέλεσης ανάλογο προς το γινόµενο του αριθµού των τερµατικών επί το
χρόνο εκτέλεσης της µη περιορισµένης εκδοχής.

5.4 Πειραµατικά αποτελέσµατα

Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα των πειραµάτων µας µε
τους αλγόριθµους που παρουσιάσαµε στις προηγούµενες ενότητες. Τα αποτε-
λέσµατα των πειραµάτων µας παρουσιάζονται στους Πίνακες 5.1-5.5. ΄Εχου-
µε επίσης υλοποιήσει µερικούς ακόµα αλγόριθµους διάδοσης (δηλ., παραλ-
λαγές των αλγορίθµων BIP και BAIP) και έχουµε εκτελέσει πειράµατα µε αυτούς
εκτελώντας τον αλγόριθµο Prune στις λύσεις τους για να επιτύχουµε δένδρα
µετάδοσης. Τα αποτελέσµατα αυτά είναι σαφώς χειρότερα από αυτά που
παρουσιάζονται στη συνέχεια. Επιπλέον, έχουµε µελετήσει παραλλαγές των
αλγορίθµων που είναι κατάλληλες για υλοποίηση σε κατανεµηµένο περιβάλ-
λον. Τα αντίστοιχα πειραµατικά αποτελέσµατα είναι συνήθως χειρότερα από
αυτά των κεντρικοποιηµένων αλγορίθµων. ∆εν αναφερόµαστε σε ϑέµατα κα-
τανεµηµένης υλοποίησης , αλλά εστιάζουµε σε κεντρικοποιηµένες υλοποιή-
σεις αφού παρέχουν κάτω ϕράγµατα για την αποδοτικότητα των λύσεων ως
προς την ενέργεια και το συνολικό έργο που απαιτείται για τις κατανεµηµένες
υλοποιήσεις τους.

Οι αλγόριθµοι εκτελέσθηκαν σε διαφορετικού µεγέθους γεωµετρικά στιγ-
µιότυπα του προβλήµατος. Τα στιγµιότυπα εισόδου αποτελούνται από κόµ-
ϐους που αντιστοιχούν σε σηµεία µε οµοιόµορφα τυχαίες συντεταγµένες στο
διάστηµα [0, 5). ΄Ενας κόµβος επιλέγεται τυχαία να είναι η ϱίζα και τα τερµα-
τικά επιλέγονται οµοιόµορφα τυχαία χωρίς αντικατάσταση µεταξύ όλων των
υπόλοιπων κόµβων. Για κάθε στιγµιότυπο, χρησιµοποιούµε τον όρο οµάδα
για το σύνολο τερµατικών µαζί µε τη ϱίζα.

Βασικοί αλγόριθµοι και αλγόριθµοι που χρησιµοποιούν την ιδέα ενδεχό-
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µενης εξοικονόµησης ενέργειας εκτελέστηκαν σε στιγµιότυπα µεγέθους 100
για οµάδες µεγέθους 10, 20, ..., 100 και τιµές 2 και 4 για την παράµετρο α.
Ο πίνακας 5.1 δείχνει την απόδοση των ϐασικών αλγορίθµων και των αλγο-
ϱίθµων που χρησιµοποιούν την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας
ως προς την αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια. Για κάθε µέγεθος οµάδας,
κατασκευάζονται 100 τυχαία στιγµιότυπα µε το συγκεκριµένο µέγεθος οµά-
δας και εκτελούνται όλοι οι αλγόριθµοι σε αυτά τα τυχαία στιγµιότυπα. Οι
τιµές της ενέργειας που ϕαίνονται στον Πίνακα 5.1 για τις εκτελέσεις κάθε
αλγόριθµου σε συγκριµένο µέγεθος οµάδας, είναι η µέση ενέργεια των δέν-
δρων µετάδοσης που υπολογίζονται από τον αλγόριθµο στις εκτελέσεις του σε
όλα τα τυχαία στιγµιότυπα µε το συγκεκριµένο µέγεθος οµάδας.

΄Ολοι οι αλγόριθµοι που χρησιµοποιούν την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονό-
µησης ενέργειας έχουν καλύτερη απόδοση από τους ϐασικούς αλγόριθµους
(αυτό παρατηρήθηκε πειραµατικά για τους αλγόριθµους SP3SF και MIP στις
εργασίες [64, 77]). Η διαφορά αυτή είναι µεγαλύτερη όταν α = 2. ΄Εχει
ενδιαφέρον ότι, ο αλγόριθµος D2SPF είναι το πολύ 1% χειρότερος από τον
αλγόριθµο SP3SF στην περίπτωση αυτή. Ο αλγόριθµος D2SP3SF έχει καλύ-
τερη απόδοση από όλους τους αλγόριθµους που χρησιµοποιούν την ιδέα
ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας όταν α = 2. Είναι εξαιρετικά καλύ-
τερος από τους αλγόριθµους SP3SF και 2SP3SF και κάπως καλύτερος από τον
DSP3SF. Επίσης, ο αλγόριθµος 2SP3SF είναι οριακά καλύτερος από τον SP3SF.
΄Οταν α = 4, οι αλγόριθµοι SP3SF και 2SP3SF ϕαίνεται να παράγουν τις πιο
αποδοτικές ως προς την ενέργεια λύσεις (µε τον αλγόριθµο DSP3SF να είναι
οριακά χειρότερος). Στα πειράµατά µας, παρατηρήσαµε ότι οι αλγόριθµοι
που χρησιµοποιούν δύο ενωµένα ελάχιστα µονοπάτια σα δοµές είναι πάν-
τα αρκετά πιο αργοί από αλγόριθµους που χρησιµοποιούν σα δοµές απλά
ελάχιστα µονοπάτια (δείτε π.χ., τον Πίνακα 5.5). Αυτό είναι ενδιαφέρον (και
κάπως αναπάντεχο) αφού ο ασυµπτωτικός χρόνος εκτέλεσης όλων των αλγο-
ϱίθµων που χρησιµοποιούν την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας
είναι ουσιαστικά ο ίδιος για µεγάλα µεγέθη οµάδων.

Γενικά, οι αλγόριθµοι που ϐασίζονται σε εύρεση δένδρου Steiner µε ϐάρη
στις κορυφές (NWST) είναι αργοί. Αυτό έχει ήδη τεκµηριωθεί στην Ενότητα
5.3 όπου συζητάµε το χρόνο εκτέλεσής τους (δείτε επίσης και τον Πίνακα
5.5). Το γεγονός αυτό δε µάς επέτρεψε να πραγµατοποιήσουµε µεγάλα πει-
ϱάµατα. Τα πειράµατά µας µε στιγµιότυπα του προβλήµατος µεγέθους 40
(δείτε τον Πίνακα 5.2) δείχνουν ότι αλγόριθµοι ϐασισµένοι σε NWST είναι
κατώτεροι από τους περισσότερους αλγόριθµους που αναφέραµε προηγου-
µένως. Οι αλγόριθµοι DSF, DSF-2 και DSF-3 δεν είναι πολύ πιο αργοί από τους
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α = 2 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SPF 5.27 7.19 8.49 9.51 10.07 10.56 11.26 11.55 12.09 12.45
MIP 4.98 6.78 7.96 8.85 9.47 9.89 10.52 10.84 11.26 11.61
DSPF 4.93 6.64 7.83 8.66 9.22 9.61 10.17 10.40 10.73 11.07
D2SPF 5.01 6.59 7.80 8.56 9.06 9.46 10.00 10.22 10.53 10.86
SP3SF 4.92 6.59 7.66 8.50 9.03 9.38 9.90 10.10 10.49 10.79
DSP3SF 4.87 6.51 7.59 8.43 8.88 9.25 9.76 10.01 10.26 10.63
2SP3SF 4.90 6.56 7.62 8.45 8.99 9.32 9.89 10.07 10.39 10.74
D2SP3SF 4.96 6.50 7.60 8.34 8.87 9.18 9.69 9.90 10.18 10.49
iDSPF 4.89 6.55 7.70 8.52 9.07 9.44 9.97 10.23 10.56 10.92
iD2SPF 4.87 6.49 7.61 8.41 8.89 9.30 9.78 10.05 10.39 10.71
iSP3SF 4.92 6.59 7.66 8.50 9.03 9.38 9.90 10.10 10.48 10.79
iDSP3SF 4.81 6.37 7.38 8.16 8.58 8.94 9.41 9.63 9.92 10.28
i2SP3SF 4.90 6.55 7.62 8.45 8.99 9.32 9.88 10.07 10.38 10.73
iD2SP3SF 4.81 6.38 7.40 8.16 8.64 8.98 9.47 9.68 9.96 10.25
α = 4 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SPF 1.51 1.97 2.46 2.65 2.89 2.99 3.19 3.25 3.40 3.61
MIP 1.48 1.93 2.41 2.59 2.82 2.93 3.10 3.18 3.32 3.52
DSPF 1.49 1.93 2.41 2.61 2.82 2.93 3.11 3.19 3.32 3.52
D2SPF 1.49 1.94 2.42 2.60 2.81 2.91 3.10 3.18 3.29 3.52
SP3SF 1.47 1.91 2.36 2.55 2.74 2.85 3.02 3.08 3.21 3.41
DSP3SF 1.46 1.92 2.38 2.55 2.75 2.87 3.04 3.12 3.25 3.43
2SP3SF 1.46 1.90 2.36 2.55 2.74 2.85 3.02 3.09 3.21 3.41
D2SP3SF 1.48 1.92 2.38 2.55 2.75 2.86 3.03 3.12 3.22 3.41
iDSPF 1.47 1.91 2.38 2.56 2.78 2.89 3.06 3.13 3.27 3.46
iD2SPF 1.47 1.90 2.37 2.55 2.77 2.87 3.05 3.12 3.24 3.44
iSP3SF 1.47 1.91 2.36 2.55 2.74 2.85 3.02 3.08 3.21 3.41
iDSP3SF 1.45 1.88 2.33 2.50 2.70 2.81 2.96 3.04 3.16 3.34
i2SP3SF 1.46 1.90 2.36 2.55 2.74 2.85 3.02 3.09 3.21 3.41
iD2SP3SF 1.46 1.89 2.34 2.51 2.71 2.82 2.99 3.06 3.17 3.35

Πίνακας 5.1: Σύγκριση ϐασικών αλγορίθµων, αλγορίθµων που χρησιµο-
ποιούν την ιδέα της ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας και τις επανα-
ληπτικές τους εκδοχές για τυχαία στιγµιότυπα µε 100 κόµβους, α = 2 και
α = 4 και µεγέθη οµάδων 10, 20, ..., 100.

D2SP3SF και 2SP3SF αλλά οι λύσεις τους είναι πολύ χειρότερες όσον αφορά
στην αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια (ειδικά όταν α = 2). Ο αλγόριθµος
DISF είναι κάπως καλύτερος όταν α = 2 και µάλλον κακός όταν α = 4. Ο
χρόνος εκτέλεσής τους είναι πολύ µεγάλος. Οι αλγόριθµοι DFF και DFF-2 είναι
ακόµα πιο αργοί αλλά ϕαίνεται να είναι οι καλύτεροι από τους αλγόριθµους
που ϐασίζονται σε εύρεση NWST όσον αφορά στην αποδοτικότητα των λύσεων
που επιστρέφουν ως προς την ενέργεια. Συνολικά, όλοι οι αλγόριθµοι που
ϐασίζονται σε εύρεση NWST είναι χειρότεροι από αλγόριθµους που χρησιµο-
ποιούν την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονόµησης ενέργειας. Οι αλγόριθµοι DISF,
DFF και DFF-2 περιέχουν κάποιες από τις ιδιότητες αυτές που κάνουν ϐασι-
κούς αλγόριθµους που χρησιµοποιούν την ιδέα ενδεχόµενης εξοικονόµησης
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ενέργειας να έχουν καλύτερη απόδοση, δηλ., επαυξάνουν ένα δένδρο µετάδο-
σης που περιέχει τη ϱίζα συµπεριλαµβάνοντας σε αυτό νέα τερµατικά σε κάθε
ϕάση. ∆υστυχώς, ο τοπικός στόχος που χρησιµοποιείται σε αλγόριθµους
ϐασισµένους στην εύρεση NWST περιέχει το ϐάρος αραχνών (spiders) και
πηρουνιών (forks) που µπορεί να µην είναι πάντα ανάλογο µε την ενέργεια.
Επιπλέον, δε ϐλέπουµε προφανή τρόπο να συµπεριλάβουµε την ιδέα ενδε-
χόµενης εξοικονόµησης ενέργειας (ή κάποια παραπλήσιας) σε αλγόριθµους
ϐασισµένους σε εύρεση NWST. Υπενθυµίζουµε ότι αλγόριθµοι ϐασισµένοι σε
εύρεση NWST αποτελούν παραλλαγές του αλγόριθµου DSF που σχεδιάστηκε
για να προσεγγίσει αποδοτικά ϐέλτιστες λύσεις για το πρόβληµα MEMT στη
γενικότερη συµµετρική περίπτωση. Η απόδοση αλγορίθµων ϐασισµένων σε
εύρεση NWST υποδεικνύει ότι η συγκεκριµένη γεωµετρική εκδοχή του προ-
ϐλήµατος που µελετάµε διαθέτει συγκεκριµένες ιδιότητες που αξιοποιούνται
καλύτερα από αλγόριθµους µε απλούς και διαισθητικούς τοπικούς στόχους.

α = 2 10 20 30 40
MIP 7.16 9.61 10.99 11.97
SP3SF 6.94 9.09 10.28 11.18
DSP3SF 6.83 8.87 9.97 11.04
DSF 8.49 11.29 12.31 12.57
DSF-2 8.11 10.54 11.62 12.57
DSF-3 8.12 10.40 11.28 11.95
DISF 7.72 10.06 11.00 11.79
DFF 7.20 9.63 10.69 11.79
DFF-2 7.19 9.54 10.66 11.72
iDISF 6.94 9.15 10.18 10.95
iDFF 7.06 9.47 10.50 11.55
iDFF-2 7.04 9.39 10.44 11.53

α = 4 10 20 30 40
MIP 5.66 8.22 9.25 10.00
SP3SF 5.55 7.96 8.98 9.66
DSP3SF 5.51 7.87 9.06 9.70
DSF 6.52 9.13 9.99 10.27
∆ΣΦ-2 5.83 8.36 9.50 10.27
DSF-3 6.15 8.91 9.99 10.65
DISF 6.01 8.76 9.74 10.49
DFF 5.74 8.37 9.38 10.11
DFF-2 5.71 8.33 9.37 10.11
iDISF 5.57 8.05 9.11 9.79
iDFF 5.67 8.20 9.33 10.05
iDFF-2 5.65 8.20 9.32 10.00

Πίνακας 5.2: Σύγκριση αλγορίθµων ϐασισµένων στο πρόβληµα NWST και
επαναληπτικών τους εκδοχών µε τους αλγόριθµους MIP, SP3SF και DSP3SF σε
τυχαία στιγµιότυπα µε 40 κόµβους, α = 2 (αριστερά) και α = 4 (δεξιά) και
µεγέθη οµάδων 10, 20, 30 και 40.

Μελετάµε επίσης επαναληπτικές εκδοχές των αλγορίθµων µας. Από τον
ορισµό των αλγορίθµων αυτών, είναι σαφές ότι πάντα συµπεριφέρονται κα-
λύτερα από ότι οι µη περιορισµένες παραλλαγές τους όσον αφορά στην απο-
δοτικότητα ως προς την ενέργεια, αλλά µε κόστος πολλαπλασιαστικό ως προς
το µέγεθος των οµάδων στο χρόνο εκτέλεσης. Στην πράξη, στις περισσότερες
υλοποιήσεις µας, ο χρόνος εκτέλεσης επαναληπτικών αλγορίθµων πλησιάζει
το χρόνο εκτέλεσης των µη περιορισµένων εκδοχών τους (δείτε τον Πίνακα
5.5). Ο αλγόριθµος iDSP3SF υπολογίζει τις πιο αποδοτικές λύσεις ως προς
την ενέργεια. Ο αλγόριθµος iD2SP3SF είναι ελαφρώς χειρότερος iDSP3SF ως
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προς την αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια αλλά ο χρόνος εκτέλεσής του
είναι εξαιρετικά µεγάλος. Ο µόνος επαναληπτικός αλγόριθµος µε χρόνο εκτέ-
λεσης συγκρίσιµο µε αυτόν του αλγορίθµου iDSP3SF είναι ο iSP3SF ο οποίος
ουσιαστικά δε ϐελτιώνει τη µη περιορισµένη παραλλαγή του SP3SF. Συνολικά,
οι λύσεις που επιτυγχάνονται από τον αλγόριθµο iDSP3SF είναι µέχρι και 5%
(και περίπου 2%) καλύτερες από αυτές του αλγόριθµου iSP3SF όταν α = 2 (και
α = 4, αντίστοιχα). Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα παραθέτονται στους Πίνακες
5.1. Οι λύσεις που επιτυγχάνονται από επαναληπτικές ακδοχές αλγορίθµων
ϐασισµένων σε εύρεση δένδρων Steiner µε ϐάρη στις κορυφές (NWST) είναι
συνήθως πολύ χειρότερες ενώ ο χρόνος εκτέλεσής τους είναι πάρα πολύ µε-
γάλος. Είναι ενδιαφέρον, πάντως, ότι οι λύσεις που επιτυγχάνονται από τον
αλγόριθµο iDISF ϐελτιώνουν σηµαντικά τα αποτελέσµατα που επιτυγχάνονται
από τον αλγόριθµο DISF. ∆υστυχώς, αυτός ϕαίνεται να είναι ο πιο αργός από
όλους τους αλγόριθµους που υλοποιήσαµε.

Η διερεύνηση που παρουσιάζουµε στη συνέχεια απαντά πιθανώς στην
ερώτηση γιατί ο αλγόριθµος iDSP3SF είναι καλύτερος από τον iSP3SF ενώ οι
αλγόριθµοι DSP3SF και SP3SF υπολογίζουν λύσεις συγκρίσιµης αποδοτικότη-
τας ως προς την ενέργεια. Στον Πίνακα 5.3 παρουσιάζουµε την απόδοση
περιορισµένων εκδοχών των αλγορίθµων DSP3SF και SP3SF (παρουσιάζουµε
επίσης επιπλέον αποτελέσµατα για την περιορισµένη εκδοχή του αλγορίθµου
DSPF). Είναι σαφές ότι η περιορισµένη εκδοχή του αλγορίθµου SP3SF υπο-
λογίζει λύσεις µε την ίδια περίπου ενέργεια ανεξάρτητα από την παράµετρο
περιορισµού επαύξησης, ενώ αυτό δε συµβαίνει για τον αλγόριθµο DSP3SF.
Αυτό υποδεικνύει ότι, δεδοµένου ενός στιγµιοτύπου του προβλήµατος, πολ-
λές διαφορετικές τιµές της παραµέτρου περιορισµού επαύξησης µπορούν να
δώσουν τη ϐέλτιστη λύση ως προς την αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια
του αλγορίθµου iDSP3SF, ενώ η λύση που επιτυγχάνεται από τον αλγόριθµο
iSP3SF είναι οριακά καλύτερη από αυτήν που επιτυγχάνεται από την περιο-
ϱισµένη εκδοχή του αλγορίθµου SP3SF µε τιµή της παραµέτρου περιορισµού
επαύξησης ίση µε 1.

Η επίδραση αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης σε λύσεις που επιτυγχάνον-
ται από επαυξητικούς αλγόριθµους που υλοποιήσαµε είναι σηµαντική στην
περίπτωση που α = 2 ενώ ϕαίνεται να είναι οριακή στην περίπτωση που α = 4
(δείτε τον Πίνακα 5.4). Τέτοιοι αλγόριθµοι δεν προσθέτουν σηµαντική επι-
ϐάρυνση στο συνολικό χρόνο εκτέλεσης και συνήθως οδηγούν σε καλύτερες
λύσεις. Ο αλγόριθµος EWMA ϕαίνεται να είναι κατάλληλος όταν α = 2 και
συγκεκριµένα για στιγµιότυπα διάδοσης για τα οποία σχεδιάστηκε αρχικά,
ενώ ο αλγόριθµος Sweep ϕαίνεται να είναι ελαφρώς καλύτερος όταν α = 4.
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α = 2, g = 50 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 10
DSPF 9.46 9.36 9.32 9.27 9.26 9.25 9.24 9.23 9.24 9.23 9.22
SP3SF 9.04 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03 9.03
DSP3SF 9.04 9.02 8.91 8.88 8.85 8.85 8.86 8.86 8.88 8.88 8.87
α = 2, g = 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 10
DSPF 11.61 11.43 11.32 11.25 11.21 11.18 11.15 11.15 11.12 11.11 11.07
SP3SF 10.83 10.80 10.80 10.79 10.79 10.79 10.79 10.79 10.79 10.79 10.79
DSP3SF 10.83 10.85 10.74 10.71 10.70 10.64 10.68 10.64 10.64 10.67 10.62
α = 4, g = 50 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 10
DSPF 2.82 2.83 2.82 2.82 2.82 2.82 2.82 2.82 2.82 2.82 2.82
SP3SF 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74 2.74
DSP3SF 2.74 2.75 2.74 2.75 2.75 2.75 2.76 2.76 2.76 2.75 2.75
α = 4, g = 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 10
DSPF 3.52 3.52 3.52 3.53 3.53 3.52 3.52 3.52 3.52 3.52 3.51
SP3SF 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41 3.41
DSP3SF 3.41 3.43 3.43 3.42 3.43 3.42 3.43 3.43 3.42 3.43 3.42

Πίνακας 5.3: Η αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια περιορισµένων εκδο-
χών των αλγορίθµων DSPF, SP3SF και DSP3SF σε τυχαία στιγµιότυπα µε 100
κόµβους, α = 2 και α = 4, και µεγέθη οµάδων g ίσα µε 50 και 100 για
διαφορετικές τιµές της παραµέτρου που εκφράζει περιορισµούς επαύξησης.
Η τελευταία στήλη περιέχει την ενέργεια της καλύτερης λύσης για τιµές της
παραµέτρου µεγαλύτερες του 10.

Η ϐελτίωση σε λύσεις επαυξητικών αλγορίθµων που επιτυγχάνονται µετά την
εκτέλεση του αλγορίθµου EWMA και/ή του αλγορίθµου Sweep είναι µεγαλύ-
τερη για τους επαυξητικούς αλγόριθµους που είναι χειρότεροι ως προς την
αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια και µικρότερη για εκείνους τους αλγό-
ϱιθµους που επιστρέφουν αποδοτικότερες λύσεις. Συνήθως, η επαναληπτική
εκτέλεση αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης µπορεί να ϐελτιώσει παραπάνω
µια λύση. Η ϐελτίωση αυτή αρχίζει να µην είναι σηµαντική µετά τις πρώτες
δύο οι τρεις εκτελέσεις. Μια ενδιαφέρουσα ερώτηση είναι αν η εκτέλεση του
αλγόριθµου EWMA και/ή του αλγορίθµου Sweep µετά τη µη περιορισµένη
εκδοχή ενός αλγορίθµου είναι καλύτερη από την επαναληπτική του εκδοχή.
Παρατηρήσαµε ότι αυτό ισχύει για τους αλγόριθµους SP3SF και 2SP3SF (έχουµε
ήδη δει ότι οι επαναληπτικές εκδοχές των αλγορίθµων αυτών δε ϐελτιώνουν
σηµαντικά την αποδοτικότητα των λύσεων ως προς την ενέργεια), αλλά κάτι τέ-
τοιο δεν είαναι σαφές για τους αλγόριθµους DSPF, DSP3SF, D2SPF και D2SP3SF,
ακόµα κι αν συγκρίνουµε τους αλγόριθµους αυτούς ακολουθούµενους από
αρκετές κλήσεις των αλγορίθµων EWMA και Sweep µε τις επαναληπτικές τους
εκδοχές. Επίσης, η εκτέλεση του αλγορίθµου EWMA µετά π.χ., τον αλγόριθ-
µο iDSP3SF ϐελτιώνει περαιτέρω τη λύση. Τα παραπάνω συνεπάγονται ότι οι
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αλγόριθµοι τοπικής αναζήτησης δε µπορούν να υποκαταστήσουν τους επα-
ναληπτικούς αλγόριθµους. ΄Οµως, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να ϐελ-
τιώσουν ελαφρώς την απόδοσή τους όσον αφορά στην αποδοτικότητα ως προς
την ενέργεια των λύσεων που επιτυγχάνονται.

Συµπερασµατικά, ο αλγόριθµος iDSP3SF ακολουθούµενος από τον αλγό-
ϱιθµο EWMA ϕαίνεται να δίνει τις πιο αποδοτικές ως προς την ενέργεια λύσεις.
Οι αλγόριθµοι SP3SF και DSP3SF ακολουθούµενοι από αλγόριθµους τοπικής
αναζήτησης παρέχουν έναν καλό συµβιβασµό µεταξύ αποδοτικότητας ως προς
την ενέργεια και χρόνου εκτέλεσης.

α = 2 10 50 100
SPF 5.27 5.13 5.15 5.04 10.07 9.55 9.40 9.06 12.45 11.76 11.00 10.77
MIP 4.98 4.91 4.92 4.87 9.47 9.09 9.06 8.82 11.61 10.93 10.72 10.46
DSPF 4.93 4.87 4.89 4.85 9.22 8.98 8.90 8.75 11.07 10.70 10.51 10.31
iDSPF 4.89 4.84 4.85 4.81 9.07 8.82 8.79 8.63 10.92 10.57 10.37 10.19
DSP3SF 4.87 4.87 4.84 4.83 8.88 8.88 8.74 8.71 10.63 10.63 10.30 10.23
iDSP3SF 4.81 4.81 4.79 4.78 8.58 8.58 8.48 8.46 10.28 10.28 10.05 10.02
SP3SF 4.92 4.92 4.89 4.89 9.03 9.02 8.85 8.79 10.79 10.78 10.39 10.32
iSP3SF 4.92 4.92 4.89 4.89 9.03 9.02 8.85 8.79 10.79 10.78 10.39 10.31
α = 4 10 50 100
SPF 1.51 1.49 1.50 1.48 2.89 2.81 2.85 2.79 3.61 3.49 3.53 3.45
MIP 1.48 1.47 1.48 1.47 2.82 2.75 2.79 2.74 3.52 3.41 3.49 3.40
DSPF 1.49 1.48 1.48 1.47 2.82 2.76 2.80 2.76 3.52 3.42 3.49 3.42
iDSPF 1.47 1.46 1.47 1.46 2.78 2.73 2.76 2.73 3.46 3.37 3.43 3.36
DSP3SF 1.47 1.47 1.46 1.46 2.75 2.75 2.75 2.74 3.43 3.43 3.43 3.42
iDSP3SF 1.45 1.45 1.45 1.45 2.70 2.69 2.69 2.69 3.34 3.34 3.34 3.33
SP3SF 1.47 1.47 1.46 1.46 2.74 2.74 2.74 2.73 3.41 3.41 3.40 3.39
iSP3SF 1.47 1.47 1.46 1.46 2.74 2.74 2.74 2.73 3.41 3.41 3.40 3.39

Πίνακας 5.4: Επίδραση αλγορίθµων οπτικής αναζήτησης σε επαυξητικούς
αλγόριθµους για τυχαία στιγµιότυπα µε 100 κόµβους, α = 2 και α = 4, και
µεγέθη οµάδας 10, 50 και 100. Οι τέσσερις στήλες για κάθε µέγεθος οµάδας
συµβολίζουν την ενέργεια του αλγορίθµου, τον αλγόριθµο ακολουθούµενο
από Sweep, τον αλγόριθµο ακολουθούµενο από EWMA, και τον αλγόριθµο
ακολουθούµενο από εκτελέσεις των EWMA, Sweep και EWMA, αντίστοιχα.
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Αλγόριθµος Χρόνος Αλγόριθµος Χρόνος Αλγόριθµος Χρόνος
SPF 12 msec iDSPF 95 msec DSF-3 1.2 sec
MIP 14 msec iD2SPF 6 sec DISF 11.6 sec
DSPF 6 msec iSP3SF 250 msec DFF 15.7 sec
D2SPF 265 msec iDSP3SF 130 msec DFF-2 18.1 sec
SP3SF 22 msec i2SP3SF 10.7 sec iDISF 349 sec
DSP3SF 6 msec iD2SP3SF 6.7 sec iDFF 137.6 sec
2SP3SF 1 sec DSF 1.2 sec iDFF-2 194.8 sec
D2SP3SF 280 msec DSF-2 1.2 sec

Πίνακας 5.5: Χρόνος εκτέλεσης των αλγορίθµων σε τυχαία στιγµιότυπα µε 40
κόµβους και µέγεθος οµάδας 40.
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Κεφάλαιο 6

Επίλογος

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, µελετήσαµε προβλήµατα επικοινω-
νίας που ανακύπτουν σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα, δηλ. δίκτυα που δε ϐασί-
Ϲονται σε ενσύρµατη τηλεπικοινωνιακή υποδοµή αλλά στην ύπαρξη ασύρµα-
των κόµβων (εκποµπών και δεκτών) µε περιορισµένα αποθέµατα ενέργειας και
στην επικοινωνία µεταξύ τους. Σε τέτοια δίκτυα, η ενέργεια αποτελεί έναν πο-
λύ κρίσιµο πόρο και η αποδοτική της διαχείριση είναι εξαιρετικά σηµαντική
ακόµα και για την ίδια την ύπαρξη του δικτύου. Παρουσιάσαµε αποδοτικές
τεχνικές για την επίλυση προβληµάτων µετάδοσης (multicasting) µε τρόπο
αποδοτικό ως προς την κατανάλωση ενέργειας καθώς επίσης και τεχνικές για
ενεργειακά αποδοτική οµαδική επικοινωνία και διατήρηση συνεκτικότητας
σε ασύρµατα δίκτυα που υποστηρίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύν-
δεσης.

Μελετήσαµε το πρόβληµα κάλυψης συνόλου και ενδιαφέρουσες παραλλα-
γές του που σχετίζονται άµεσα µε το πρόβληµα της ενεργειακά αποδοτικής µε-
τάδοσης (multicasting) σε ασύρµατα δίκτυα. Παρουσιάσαµε νέους συνδυα-
στικούς προσεγγιστικούς αλγόριθµους για το πρόβληµα κάλυψης µε σύνολα
µεγέθους το πολύ k. Οι αλγόριθµοί µας επεκτείνουν περαιτέρω προηγούµε-
νες προσεγγίσεις - που ϐασίζονταν σε επεκτάσεις του άπληστου αλγόριθµου
µέσω αποδοτικού χειρισµού µικρών συνόλων - χρησιµοποιώντας την ιδέα του
υπολογισµού µεγάλων οµάδων στοιχείων και στη συνέχεια της οµαδοποίησής
τους σε σύνολα µεγάλου µεγέθους. Τα αποτελέσµατα που επιτύχαµε ϐελτιώ-
νουν τα καλύτερα γνωστά ϕράγµατα προσέγγισης για το πρόβληµα κάλυψης
µε σύνολα µεγέθους το πολύ k για κάθε τιµή του k ≥ 6. Η τεχνική που
χρησιµοποιήσαµε για την ανάλυση παρουσιάζει ανεξάρτητο ενδιαφέρον : το
πάνω ϕράγµα για τον παράγοντα προσέγγισης επιτυγχάνεται ϕράσσοντας την
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αντικειµενική τιµή ενός γραµµικού προγράµµατος η οποία ‘αποκαλύπτει’ το
λόγο προσέγγισης του υπό εξέταση αλγορίθµου (factor-revealing linear pro-
gram). Οι αλγόριθµοί µας καθώς και οι προηγούµενες γνωστές ϐελτιώσεις
του άπληστου αλγορίθµου επιτυγχάνουν λόγο προσέγγισης ίσο µε Hk µείον
µια µικρή σταθερά. Το γνωστό κάτω ϕράγµα για το λόγο προσέγγισης είναι
Hk − O(log log k)[76]. Αποτελεί ενδιαφέρον ϑεωρητικό πρόβληµα να κλείσει
το χάσµα σχετικά µε τους όρους δεύτερης τάξης. Σηµειώνουµε ότι η τεχνική
ανάλυσης συνδυαστικών αλγορίθµων µε χρήση γραµµικών προγραµµάτων
παρουσιάζει γενικότερο ενδιαφέρον και ϑα µπορούσε να εφαρµοστεί και σε
άλλα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης.

Παρουσιάσαµε έναν απλό αλγόριθµο για το πρόβληµα εύρεσης µέγιστου
γεννητικού δάσους αστέρων. Λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι το πρόβλη-
µα αποτελεί ειδική περίπτωση του συµπληρωµατικού προβλήµατος κάλυψης
συνόλου, προσαρµόσαµε έναν αλγόριθµο των Duh και Fürer για την επί-
λυσή του. Αποδείξαµε ότι ο αλγόριθµός µας υπολογίζει 193/240 ≈ 0.804-
προσεγγιστικά γεννητικά δάση αστέρων. Το αποτέλεσµα αυτό ϐελτιώνει ένα
προηγούµενο κάτω ϕράγµα µε τιµή 0.71 των Chen και άλλων. Αν και ο αλ-
γόριθµος είναι καθαρά συνδυαστικός, η ανάλυσή µας ορίζει ένα γραµµικό
πρόγραµµα που χρησιµοποιεί µια παράµετρο f το οποίο είναι εφικτό για τι-
µές της παραµέτρου f που δεν είναι µικρότερες από το λόγο προσέγγισης του
αλγορίθµου. Η ανάλυση είναι αυστηρή και, το ενδιαφέρον είναι, ότι µπορεί να
εφαρµοστεί και σε συµπληρωµατικές εκδοχές του προβλήµατος κάλυψης συ-
νόλου όπως η εξοικονόµηση χρωµάτων. ∆ίνει την ίδια εγγύηση προσέγγισης
µε τιµή 193/240 που οριακά ϐελτιώνει το προηγούµενο γνωστό κάτω ϕράγµα
των Duh και Fürer. Η περαιτέρω ϐελτίωση αυτού του ϕράγµατος αποτελεί
σηµαντικό ανοιχτό πρόβληµα. Αποδείξαµε επίσης ότι, γενικά, µια κλάση
αλγορίθµων τοπικής αναζήτησης δε δίνουν καλύτερα από 1/2-προσεγγιστικά
γεννητικά δάση αστέρων.

Μελετήσαµε προβλήµατα επικοινωνίας σε ασύρµατα δίκτυα που υποστη-
ϱίζουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης. Σε τέτοια δίκτυα, η ενεργο-
ποίηση ενός µέσου ασύρµατης διασύνδεσης επιφέρει ένα κόστος που αντα-
νακλά την ενέργεια που καταναλώνεται όταν κάποιος κόµβος χρησιµοποιεί
το µέσο αυτό. ∆ιακρίναµε µεταξύ της συµµετρικής και της µη συµµετρι-
κής περίπτωσης, µε ϐάση τον το κόστος ενεργοποίησης για κάθε ασύρµατο
µέσο διασύνδεσης είναι το ίδιο για όλους τους κόµβους ή όχι. Για τη συµ-
µετρική περίπτωση, παρουσιάσαµε έναν (3/2 + ε)–προσεγγιστικό αλγόριθµο
για το πρόβληµα πλήρους διασύνδεσης µε ελάχιστο κόστος ενεργοποίησης,
ϐελτιώνοντας ένα προηγούµενο ϕράγµα µε τιµή 2. Για τη µη συµµετρική
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περίπτωση, αποδείξαµε ότι το πρόβληµα διασύνδεσης δεν είναι προσεγγίσι-
µο στα πλαίσια ενός παράγοντα υπολογαριθµικού ως προς το πλήθος των
κόµβων και παρουσιάσαµε ένα λογαριθµικό προσεγγιστικό αλγόριθµο για
µια γενικότερη περίπτωση που µοντελοποιεί την οµαδική επικοινωνία. Τα
ανοιχτά προβλήµατα στην περιοχή των ασύρµατων δικτύων που υποστηρί-
Ϲουν πολλαπλά µέσα ασύρµατης διασύνδεσης είναι πολλά. Ειδικότερα, για
τη συµµετρική περίπτωση, είναι ενδιαφέρον να ϐελτιωθούν τα άνω ϕράγµατα
που παρουσιάσαµε. Επιπλέον, ο αλγόριθµος για το πρόβληµα της πλήρους
διασύνδεσης είναι ιδιαίτερα πολύπλοκος. Θα ήταν ενδιαφέρον να αναζητη-
ϑούν απλούστεροι αλγόριθµοι µε την ίδια ή καλύτερη απόδοση. Επίσης, η
ϑεώρηση διαφορετικών ιδιοτήτων συνεκτικότητας αποκαλύπτει µια σειρά από
ενδιαφέροντα προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης που συνδέονται µε
την ελαχιστοποίηση της κατανάλωσης ενέργειας σε αυτά τα δίκτυα.

Σχετικά µε το πρόβληµα αποδοτικής ως προς την κατανάλωση ενέργειας
µετάδοσης (multicasting) σε ασύρµατα αδόµητα δίκτυα, µελετήσαµε δύο κα-
τηγορίες αλγορίθµων της ϐιβλιογραφίας : αλγόριθµους τοπικής αναζήτησης
(local search algorithms) και επαυξητικούς αλγόριθµοι (augmentation algori-
thms). Παρουσιάσαµε τα γενικά χαρακτηριστικά και των δύο κατηγοριών και
υλοποιήσεις πολλών αλγορίθµων, υπαρχόντων και νέων. Οι υλοποιήσεις µας
περιλαµβάνουν αλγόριθµους που προσεγγίζουν το πρόβληµα εύρεσης δέν-
δρου διάδοσης ελάχιστης ενέργειας MEMT στη γενικότερη συµµετρική περί-
πτωση καθώς και αλγόριθµους που είναι πιο διαισθητικοί για τη γεωµετρική
περίπτωση. Συγκρίναµε πειραµατικά τους αλγόριθµους αυτούς όσον αφο-
ϱά στην αποδοτικότητα ως προς την ενέργεια των λύσεων που επιτυγχάνουν
για τυχαία στιγµιότυπα του προβλήµατος MEMT στο Ευκλείδειο επίπεδο και
παρουσιάσαµε αξιολόγηση των χρόνων εκτέλεσης των αλγορίθµων. Τα απο-
τελέσµατά µας δείχνουν ότι κάποιοι από τους νέους αλγόριθµους έχουν πολύ
καλή συµπεριφορά όταν εφαρµόζονται σε τυχαία στιγµιότυπα. ∆υστυχώς, η
πολυπλοκότητα της λειτουργίας των αλγορίθµων αυτών καθιστά ιδιαίτερα δύ-
σκολη τη ϑεωρητική τους ανάλυση. Εποµένως, αποτελεί σηµαντικό ανοιχτό
πρόβληµα ο σχεδιασµός αλγορίθµων µε αποδεδειγµένα καλό λόγο απόδοσης
σε συνθήκες χειρότερης περίπτωσης.
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[3] E. Althaus, G. Cǎlinescu, I. Mǎndoiu, S. Prasad, N. Tchervenski and
A. Zelikovsky. Power Efficient Range Assignment in Ad-Hoc Wireless
Networks. In Proc. of the IEEE Wireless Communications and Networ-
king Conference (WCNC ’03), IEEE Computer Society Press, pp. 1889-
1894, 2003.

[4] S. Athanassopoulos, I. Caragiannis, and C. Kaklamanis. Analysis of
approximation algorithms for k-set cover using factor-revealing linear
programs. In Proc. of the 16th International Symposium on Fundamen-
tals of Computation Theory (FCT ’07), LNCS 4639, Springer, pp. 52-63,
2007. Theory of Computing Systems, 2009, to appear.

[5] S. Athanassopoulos, I. Caragiannis, C. Kaklamanis, and P. Kanello-
poulos. Experimental Comparison of Algorithms for Energy-Efficient
Multicasting in Ad Hoc Networks. In Proc. of the 3rd International Con-
ference for Ad Hoc Networks and Wireless (ADHOC-NOW ’04), LNCS
3158, Springer, pp. 183-196, 2004.

[6] S. Athanassopoulos, I. Caragiannis, C. Kaklamanis, M. Kyropoulou.
An improved approximation bound for spanning star forest and color
saving. In Proc. of the 34th International Symposium on Mathematical

93



Foundations of Computer Science (MFCS ’09), LNCS, Springer, 2009,
to appear.

[7] S. Athanassopoulos, I. Caragiannis, C. Kaklamanis, E. Papaioannou.
Energy-efficient communication in multi-interface wireless networks.
In Proc. of the 34th International Symposium on Mathematical Foun-
dations of Computer Science (MFCS ’09), LNCS, Springer, 2009, to
appear.

[8] G. Ausiello, A. D’Atri, and M. Protasi. Structure preserving reduc-
tions among convex optimization problems. Journal of Computer and
System Sciences, 21, pp. 136-153, 1980.

[9] G. Ausiello, A. Marchetti-Spaccamela, and M. Protasi. Toward a uni-
fied approach for the classification of NP-complete optimation pro-
blems. Theoretical Computer Science, 12, pp. 83-96, 1980.

[10] P. Bahl, A. Adya, J. Padhye, and A. Walman. Reconsidering wire-
less systems with multiple radios. SIGCOMM Comput. Commun. Rev.,
34(5), pp. 39-46, 2004.

[11] V. Berry, S. Guillemot, F. Nicholas, and C. Paul. On the approximation
of computing evolutionary trees. In Proceedings of the 11th Annual
International Computing and Combinatorics Conference (COCOON ’05,
LNCS, Springer, pp. 115-123, 2005.

[12] M. Cagalj, J.P. Hubaux and C. Enz. Minimum-Energy Broadcast in
All-Wireless Networks: NP-completeness and Distribution Issues. In
Proc. of the 8th ACM International Conference on Mobile Networking
and Computing (Mobicom ’02), pp. 172–182, 2002.
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[24] V. Chvátal. A greedy heuristic for the set-covering problem. Mathema-
tics of Operations Research, 4, pp. 233-235, 1979.

[25] A. E. F. Clementi, P. Crescenzi, P. Penna, G. Rossi and P. Vocca. On
the Complexity of Computing Minimum Energy Consumption Broa-
dcast Subgraphs. In Proc. of the 18th Annual Symposium on Theoretical
Aspects of Computer Science (STACS ’01), LNCS 2010, Springer, pp.
121–131, 2001.

[26] A. E. F. Clementi, M. Di Ianni and R. Silvestri. The Minimum Broadca-
st Range Assignment Problem on Linear Multi-Hop Wireless Networks.
Theoretical Computer Science, 1-3(299): 751-761, 2003.

[27] A. E. F. Clementi, P. Penna, A. Ferreira, S. Perennes and R. Silvestri.
The Minimum Range Assignment Problem on Linear Radio Networks.
Algorithmica, 35(2): 95-110, 2003.

[28] A. E. F. Clementi, P. Penna and R. Silvestri. Hardness Results for
the Power Range Assignment Problem in Packet Radio Networks.
In Proc. of Randomization, Approximation, and Combinatorial Optimi-
zation (RANDOM/APPROX ’99), LNCS 1671, Springer, pp. 197–208,
1999.

[29] T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest and C. Stein. Introduction
to Algorithms. The MIT Press, Second Edition, 2001.

[30] M. Demange, P. Grisoni, and V. T. Paschos. Differential approximation
algorithms for some combinatorial optimization problems. Theoretical
Computer Science, 209, pp. 107-122, 1998.

[31] M. Demange and V. T. Paschos. On an approximation measure foun-
ded on the links between optimization and polynomial approximation
theory. Theoretical Computer Science, 158, pp. 117-141, 1996.

[32] R. Draves, J. Padhye, and B. Zill. Routing in multi-radio, multi-hop
wireless mesh networks. In Proceedings of the 10th Annual Interna-
tional Conference on Mobile Computing and Networking (MobiCom 04),
ACM, pp. 114-128, 2004.

[33] S. E. Dreyfus and R. A. Wagner. The Steiner problem in graphs. Ne-
tworks, vol. 1 (1971), pp. 195-207.

96
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[43] M. M. Halldórsson. Approximating discrete collections via local impro-
vements. In Proceedings of the 6th Annual ACM/SIAM Symposium on
Discrete Algorithms (SODA ’95), pp. 160-169, 1995.

97
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