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1 Εισαγωγή 
 

 

Τα σηµαντικότερα προβλήµατα που αντιµετωπίζει η Υπολογιστική Στατιστική είναι 

η προσοµοίωση παρατηρήσεων από κάποια κατανοµή ��·� (κατανοµή-στόχο) και ο 

υπολογισµός ολοκληρωµάτων της µορφής  

 

ΕA�>� � B >�����C��D .  �1.1� 
 

Σε πολλά πραγµατικά προβλήµατα η προσοµοίωση από την � δεν µπορεί να γίνει µε 

απλές τεχνικές. Επίσης πολύ συχνά ο υπολογισµός ολοκληρωµάτων της µορφής �1.1� 
είναι πολύ δύσκολο αν όχι αδύνατο να γίνει αναλυτικά. Κύριοι παράγοντες που 

δυσκολεύουν τον ακριβή υπολογισµό τους είναι η σύνθετη µορφή της υπό ολοκλήρωσης 

ποσότητας ή/και η διάσταση του χώρου καταστάσεων. Σε αυτές τις περιπτώσεις 

καταφεύγουµε σε τεχνικές Monte Carlo (MC) και Markov Chain Monte Carlo (MCMC), 

οι οποίες προσοµοιώνουν τιµές τυχαίων µεταβλητών και εκτιµούν τα ολοκληρώµατα της 

µορφής �1.1� µέσω κατάλληλων συναρτήσεων των προσοµοιωµένων τιµών.  

Οι τεχνικές MC παράγουν ανεξάρτητες παρατηρήσεις είτε απ’ ευθείας από την 

κατανοµή-στόχο � είτε από κάποια διαφορετική κατανοµή πρότασης � της οποίας η 

προσοµοίωση είναι πολύ πιο απλή διαδικασία. Οι τεχνικές MCMC προσοµοιώνουν 

αλυσίδες Markov µε στάσιµη κατανοµή την κατανοµή-στόχο � και εποµένως οι 

παρατηρήσεις είναι εξαρτηµένες.  

Στόχος της εργασίας αυτής είναι η παρουσίαση βασικών MC και MCMC µεθόδων 

και η διεξοδική µελέτη του αλγόριθµου Metropolis-Hastings (ΜΗ) που είναι ο 

σηµαντικότερος MCMC αλγόριθµος. 

Τα κεφάλαια της εργασίας έχουν οργανωθεί ως εξής: 
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Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται µια σύντοµη αναφορά σε γνωστές τεχνικές MC, όπως η 

µέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης, η µέθοδος Αντιστροφής και η µέθοδος ∆ειγµατοληψίας 

Σπουδαιότητας καθώς επίσης και σε τεχνικές MCMC, όπως ο αλγόριθµος ΜΗ, o 

∆ειγµατολήπτης Gibbs και η µέθοδος Metropolis Within Gibbs.  

Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται αναλυτική αναφορά στον αλγόριθµο ΜΗ. Αρχικά, 

παραθέτουµε µια σύντοµη ιστορική αναδροµή και στη συνέχεια δίνουµε την αναλυτική 

περιγραφή του. Παρουσιάζουµε κάποιες ειδικές µορφές του, καθώς και τις βασικές 

ιδιότητες που το χαρακτηρίζουν. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε την παρουσίαση 

κάποιων εφαρµογών σε προσοµοιωµένα καθώς και σε πραγµατικά δεδοµένα.  

Το τέταρτο κεφάλαιο ασχολείται µε µεθόδους εκτίµησης της διασποράς του 

εργοδικού µέσου ο οποίος προκύπτει από τις MCMC τεχνικές. Ιδιαίτερη αναφορά γίνεται 

στις µεθόδους Batch Means και Spectral Variance Estimators.  

Τέλος, το Κεφάλαιο 5 ασχολείται µε την εύρεση µιας κατάλληλης κατανοµής 

πρότασης για τον αλγόριθµό MH. Παρόλο που ο αλγόριθµος MH µπορεί να συγκλίνει για 

οποιαδήποτε κατανοµή πρότασης αρκεί να ικανοποιεί κάποιες βασικές υποθέσεις, είναι 

γνωστό ότι µία κατάλληλη επιλογή της κατανοµής πρότασης βελτιώνει τη σύγκλιση του 

αλγόριθµου. Ο προσδιορισµός της βέλτιστής κατανοµής πρότασης για µια συγκεκριµένη 

κατανοµή-στόχο είναι ένα πολύ σηµαντικό αλλά εξίσου δύσκολο πρόβληµα. Το 

πρόβληµα αυτό έχει προσεγγιστεί µε απλοϊκές τεχνικές (trial-and-error τεχνικές) αλλά και 

µε σύνθετους προσαρµοστικούς αλγόριθµους (adaptive algorithms) που βρίσκουν µια 

"καλή" κατανοµή πρότασης αυτόµατα.  

Στο τελευταίο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη σύνοψη της εργασίας και παραθέτουµε 

τα βασικότερα συµπεράσµατά µας. 

Τέλος η εργασία αυτή ολοκληρώνεται µε ένα παράρτηµα στο οποίο δίνεται η βασική 

θεωρία των αλυσίδων Markov που χρειάζεται σε όλα τα προηγούµενα κεφάλαια. 
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2 Μέθοδοι Προσοµοίωσης 
 

 

 

2.1 Μέθοδοι Monte Carlo   
 

Οι µέθοδοι MC είναι τεχνικές που προσοµοιώνουν τη συµπεριφορά διαφόρων 

Φυσικών και Μαθηµατικών συστηµάτων κυρίως µέσω ηλεκτρονικού υπολογιστή. Η αρχή 

για τη µελέτη των µεθόδων αυτών έγινε από τον Πολωνό µαθηµατικό Stanislaw Ulam το 1946 µε αφορµή ένα παιχνίδι πόκερ στο καζίνο Monte Carlo. Για πρώτη φορά οι τεχνικές 

MC χρησιµοποιήθηκαν από τους Enrico Fermi, Stanislaw Ulam, John Von Neumann και 

Nicholas Metropolis τη δεκαετία του ’40, σε εργασία τους για την εκτίµηση των 

ιδιοτήτων των νετρονίων, η οποία χρησιµοποιήθηκε αργότερα για την κατασκευή της 

βόµβας υδρογόνου. Οι µέθοδοι MC έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στο περίφηµο Manhattan 

project, που αφορούσε την κατασκευή των πρώτων πυρηνικών όπλων στο εθνικό 

εργοστάσιο του Los Almos.  

Πιο συγκεκριµένα λοιπόν, µε τον όρο «Μέθοδος Monte Carlo» αναφερόµαστε σε 

κάθε τεχνική η οποία προσοµοιώνει ανεξάρτητες παρατηρήσεις G7, G�, … , GI από κάποια 

κατανοµή και χρησιµοποιώντας κατάλληλους δειγµατικούς µέσους προσεγγίζει τις 

µαθηµατικές ελπίδες που µας ενδιαφέρουν. 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε στις σηµαντικότερες MC τεχνικές που είναι η 

ολοκλήρωση MC, η µέθοδος Αντιστροφής, η µέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης και ο 

∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας.  
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2.1.1 Ολοκλήρωση Monte Carlo 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση J���: LM N L , η οποία είναι ολοκληρώσιµη στο πεδίο 

ορισµού της. Θέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 

 

� � B J��� C�D  

 

όπου D O LM , C P 1. Το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί 

 

Q � B J��� C� �D B J������� ���� C� � B >������� C� �DD ΕA�>� 

 

όπου >��� � J��� ����⁄  και ���� οποιαδήποτε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε ���� S 0, T � U D. Έτσι το ζητούµενο ολοκλήρωµα δίνεται πλέον ως µια µέση τιµή της 

τυχαίας µεταβλητής >���, όπου � ορίζεται στο διάστηµα ολοκλήρωσης D και έχει 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την ����. Όταν η ΕA�>� υπάρχει και είναι 

πεπερασµένη θα γράφουµε > U V���.  
Παίρνοντας ένα τυχαίο δείγµα �
7, … , 
I� από την ����, µπορούµε να 

προσεγγίσουµε την ΕA�>� µε το δειγµατικό µέσο  

 

>WI � 1X Y >�
Z�I
Z[7 . 

 

Από τον Ισχυρό Νόµο των Μεγάλων αριθµών (ΙΝΜΑ) έχουµε ότι καθώς το X N ∞ ο 

δειγµατικός µέσος >WI συγκλίνει σχεδόν βεβαίως στην ΕA�>�. Επίσης, όταν ?� �\;]A�>� ^ ∞, ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ), δηλαδή έχουµε 

 √X�>WI � ΕA�>��? MN ��0,1�  καθώς X N ∞ , 
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όπου ��_, ?�� συµβολίζει την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή _ και διασπορά ?�. 
Επίσης πρέπει να παρατηρήσουµε ότι ο >WI είναι αµερόληπτος εκτιµητής του  ΕA�>�: 

 

ΕA ">WI�
�% � E a1X Y >�
Z�I
Z[7 b � 1X Y E�>�
Z��I

Z[7 � ΕA�>�. 
 

Στην περίπτωση που το ? δεν είναι γνωστό, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα 

συνεπή εκτιµητή του, όπως ο 

 

?cI � d1X Y�>�
Z� � >WI��I
Z[7 . 

 

Τότε, λόγω του Θεωρήµατος Slutsky, το ΚΟΘ εξακολουθεί να ισχύει, οπότε έχουµε 

 √X�>WI � ΕA�>��?cI
MN ��0,1�  καθώς X N ∞. 

 

Εποµένως, η ΕA�>� µπορεί να εκτιµηθεί µε ένα 100�1 � -�% διάστηµα εµπιστοσύνης  

 

f>WI � gh �⁄ ?cI√X , >WI � gh �⁄ ?cI√Xi. 
 

Παρατηρούµε ότι η ακρίβεια της εκτίµησης της ΕA�>� εξαρτάται από την 

ασυµπτωτική διασπορά ?�, µε αποτέλεσµα όσο µικρότερη ασυµπτωτική διασπορά έχει 

ένας εκτιµητής της ΕA�>� τόσο αποδοτικότερος να είναι. 

 

 

 



6 | Σ ε λ ί δ α  

 

2.1.2 Μέθοδος Αντιστροφής 
 

Μια από τις πιο απλές µεθόδους προσοµοίωσης τυχαίων µεταβλητών από µια 

κατανοµή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής j��� � k�
 l �� βασίζεται στην 

αντιστροφή της j���. Η µέθοδος της αντιστροφής στηρίζεται στην προσοµοίωση 

παρατηρήσεων από την οµοιόµορφη κατανοµή m�0 , 1� και στον κατάλληλο 

µετασχηµατισµό τους έτσι ώστε οι µετασχηµατισµένες πλέον παρατηρήσεις να 

προέρχονται από την επιθυµητή κατανοµή. 

Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι µια αύξουσα συνάρτηση αλλά όχι 

αναγκαία και συνεχής. Έτσι ορίζουµε τη γενικευµένη αντίστροφη συνάρτηση 

 j+�<� � inf q�: j��� P <r. 

 

Εάν η j είναι συνεχής τότε ισχύει ότι j+�<� � j+7�<�, δηλαδή η γενικευµένη 

αντίστροφη συνάρτηση j+ ταυτίζεται µε την αντίστροφη συνάρτηση j+7.  

 

Θεώρηµα: Θεωρούµε s~m�0,1� και µια αθροιστική συνάρτηση κατανοµής j���. Τότε 

η G � j+�s� έχει αθροιστική συνάρτηση κατανοµής j.   

 

Απόδειξη: Έστω < U �0,1�. Επειδή η j�·� είναι δεξιά συνεχής, ισχύει j�j+�<�� P <. 

Επίσης από τον ορισµό της γενικευµένης αντίστροφης συνάρτησης, για κάθε � U L 

ισχύει j+�j���� l �. Εποµένως, 

 q�<, ��: j+�<� l �r � q�<, ��: j��� P <r, 
άρα  P�
 l �� � Pqj+�s� l �r � k�j�j+�s�� l j���� � kqs l j���r � j���. 
 

Σε πολλές περιπτώσεις όµως η εύρεση κατάλληλων µετασχηµατισµών είναι µια 

ιδιαίτερα δύσκολη, αν όχι αδύνατη διαδικασία, για αυτό καταφεύγουµε σε άλλες τεχνικές 

όπως είναι η µέθοδος της Αποδοχής-Απόρριψης και ο ∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας 

που θα περιγράψουµε στις επόµενες ενότητες. 
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2.1.3 Μέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης 
 

Μια άλλη µέθοδος προσοµοίωσης τυχαίου δείγµατος από µια κατανοµή ��·�, που 

προτάθηκε αρχικά από τον Von Neumann (1951), είναι η µέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης 

(Accept-Reject method). Για την υλοποίηση της µεθόδου, χρειάζεται µόνο η γνώση της 

συναρτησιακής µορφής της κατανοµής-στόχου ��·� καθώς η προσοµοίωση του δείγµατος 

γίνεται µε τη βοήθεια κάποιας άλλης κατανοµής πρότασης ��·�. 

Έστω ότι θέλουµε να παράγουµε δείγµα από µια κατανοµή-στόχου µε πυκνότητα 

πιθανότητα ��·� ορισµένη σε κάποιο σύνολο D. Έστω επίσης µια κατανοµή µε 

πυκνότητα ��·� µε πεδίο ορισµού τουλάχιστον το D από την οποία µπορούµε να 

προσοµοιώσουµε παρατηρήσεις πιο εύκολα. Βρίσκουµε u ) 0 τέτοιο ώστε να ισχύει  

 ���� l v����,   T� U D. 
 

Η µέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης παράγει µια παρατήρηση � από τη ���� η οποία 

γίνεται αποδεκτή µε πιθανότητα ����/v����, διαφορετικά απορρίπτεται και 

προσοµοιώνεται νέα παρατήρηση � από τη ����. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται 

µέχρι να γίνει κάποια παρατήρηση � δεκτή. Τότε, η � είναι µια παρατήρηση από την 

κατανοµή-στόχο ����. 

Πιο συγκεκριµένα, προσοµοιώνουµε µια <~m�0,1� και x~��·�. Αν < l��x�/v��x�, τότε αποδεχόµαστε τη x, διαφορετικά την απορρίπτουµε. Η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται έως ότου κάποια παρατήρηση x γίνει αποδεκτή. Η διαδικασία 

προσοµοίωσης µιας παρατήρησης από την ��·� µέσω της µεθόδου Αποδοχής-Απόρριψης 

περιγράφεται στον ακόλουθο αλγόριθµο. 

 

Αλγόριθµος Αποδοχής-Απόρριψης  

1. Προσοµοίωσε x~��·� 

2. Προσοµοίωσε <~m�0,1� 

3. Αν < l ��x�/v��x�, επέστρεψε x~�, διαφορετικά επέστρεψε στο Βήµα 1. 
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Η µεθοδος Αποδοχης-Απόρριψης δίνει ανεξάρτητες παρατηρήσεις από την 

κατανοµή-στόχο � αφού για κάθε µετρήσιµο σύνολο y O D ισχύει 

 

P zx U {|< l ��x�v��x�| � P }x U {, < l ��x�v��x�~
P }< l ��x�v��x�~ � � � ���� C<_�C��A���/�����'�� � ���� C<_�C��A���/�����'D  

� � ����v���� ����� _�C��
� ����v���� ����D _�C�� � B �����  _�C�� � ��y�. 

 

Πρόταση: Η πιθανότητα αποδοχής της x στον αλγόριθµο Αποδοχής-Απόρριψης είναι 

ίση µε 1/Μ. 

 

Απόδειξη: 

 

P�x /ί���-� ����ή� � P z< l ��x�v��x�| � B B ���� C<_�C��A���/�����
'D  

          � B ����v���� ����D _�C�� � 1v B ����D  _�C�� � 1v. 
 

Οι προτεινόµενες παρατηρήσεις στη µέθοδο Αποδοχής-Απόρριψης παράγονται 

ανεξάρτητα και γίνονται αποδεκτές µε πιθανότητα � � 1/u. Εποµένως, το πλήθος � των 

προτεινόµενων τιµών x µέχρι να έχουµε την πρώτη αποδοχή, ακολουθεί γεωµετρική 

κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας � � 1/u. Εποµένως, ο αναµενόµενος αριθµός 

προτεινόµενων τιµών µέχρι να γίνει η πρώτη αποδοχή ισούται µε ���� � 1 �⁄ � u. 

Παρατηρούµε  ότι αν η ανισότητα ���� l v���� ισχύει T� U D, θα ισχύει και για 

οποιοδήποτε Μ΄>Μ. Άρα η µέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης µπορεί να εφαρµοστεί για 

οποιοδήποτε Μ΄ στη θέση του Μ, άρα αρκεί να βρούµε ένα άνω φράγµα του. Προφανώς, 

όσο µεγαλύτερο είναι το Μ τόσο περισσότερες τιµές απορρίπτονται. 
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2.1.4 ∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας (Importance Sampling) 
 

Ο ∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας (Importance Sampling - IS) εισήχθει από τον 

Marshall (1956) και χρησιµοποιείται για την προσέγγιση ολοκληρωµάτων της µορφής �1.1� µέσω της προσοµοίωσης παρατηρήσεων από κάποια διαφορετική κατανοµή 

πρότασης ��·�. 

Έστω µια κατανοµή πρότασης ����, µε στήριγµα τουλάχιστον το σύνολο για τo 

οποίo ισχύει ���� · >��� S 0. Έχουµε ότι  

 

ΕA�>�
�� � B ����>��� C� � B ���� >�����������D C�D � Ε� �>�
���
���
� � � Ε����
�>�
�� 
 

όπου ��
� � ��
� ��
�⁄ . Τα ��
� ονοµάζονται βάρη σπουδαιότητας (Importance 

weights) και η ���� κατανοµή σπουδαιότητας ή κατανοµή πρότασης. 

Έστω τυχαίο δείγµα G7, G�, … , GI από τη ����, εκτιµούµε την ΕA�>� µε την 

ποσότητα  

>WI�� � 1X Y >�
Z���
Z�I
Z[7 . 

 

Το γεγονός ότι ο εκτιµητής >WI�� συγκλίνει ισχυρά στη ζητούµενη αναµενόµενη τιµή 

ΕA�>�
�� µας το εξασφαλίζει και πάλι ο ΙΝΜΑ 

 1X Y >�
Z���
Z�I
Z[7

�.�.��� Ε��>�
���
�� � ΕA�>�
��. 
 

Ο >WI�� µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο όταν γνωρίζουµε τη σταθερά κανονικοποίησης 

των ���� και ����. 

Ένας πιο γενικός εκτιµήτης της ΕA�>�, τον οποίο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

ακόµα και στην περίπτωση που γνωρίζουµε µόνο τη συναρτησιακή µορφή των βαρών 

σπουδαιότητας είναι ο  
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>�I�� � ∑ >�
Z���
Z�IZ[7∑ ��
Z�IZ[7 . 
 

∆ιαιρώντας µε X αριθµητή και παρανοµαστή θα έχουµε    

 

>�I�� � ∑ >�
Z���
Z�IZ[7 X⁄∑ ��
Z�IZ[7 X⁄ , 
 

παρατηρούµε ότι ο αριθµητής συγκλίνει στην ποσότητα ΕA�>� ενώ ο παρονοµαστής 

συγκλίνει στη µονάδα. Εποµένως, ο λόγος τους συγκλίνει στην ποσότητα ΕA�>�. Στην 

περίπτωση όπου γνωρίζουµε τα βάρη εκτός από την πολλαπλασιαστική σταθερά τους 

δηλ. ���� � =����� τότε 

 

>�I�� � ∑ >�
Z����
Z�IZ[7∑ ���
Z�IZ[7 � =+7 ∑ >�
Z���
Z�IZ[7 X⁄=+7 ∑ ��
Z�IZ[7 X⁄ . 
 

Σε αυτή την περίπτωση ο αριθµητής συγκλίνει στην ποσότητα =+7ΕA�>� και ο 

παρονοµαστής στο =+7 οπότε και πάλι ο λόγος τους συγκλίνει στην ποσότητα που 

θέλουµε να εκτιµήσουµε.  

Ο ∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί για τη µέθοδο 

Αποδοχής-Απόρριψης εάν δεν είναι εύκολο να βρεθεί µία ���� τέτοια ώστε ���� lu����  T � U D ή το u είναι πολύ µεγάλο µε αποτέλεσµα να χρειάζεται να 

προσοµοιώσουµε ένα µεγάλο αριθµό παρατηρήσεων απο τη  ���� προκειµένου να 

έχουµε µία παρατήρηση από την ����. 

 

 

2.2  Αλγόριθµοι MCMC 
 

Η ιδέα πίσω από τις MCMC τεχνικές είναι η κατασκευή µιας στοχαστικής 

διαδικασίας της οποίας η στάσιµη κατανοµή είναι η κατανοµή-στόχος �. Έτσι 
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προσοµοιώνουµε παρατηρήσεις οι οποίες ακολουθούν προσεγγιστικά την κατανοµή-

στόχο � και µας επιτρέπουν την εκτίµηση κάποιων µαθηµατικών ελπίδων. 

 Έστω G', G7, G�, … µια ακολουθία που προκύπτει από κάποια µέθοδο MCMC µε 

κατανοµή-στόχο ��·�. Λόγω της µορφής των µεθόδων MCMC, οι παρατηρήσεις που 

παράγονται δεν είναι ανεξάρτητες και οι περιθωριακές κατανοµές τους γενικά διαφέρουν 

από την ��·�. Εντούτοις κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες το Εργοδικό Θεώρηµα 

εξασφαλίζει την ισχυρή σύγκλιση του εργοδικού µέσου 

 

>WI � 1X Y >�
Z�I+7
Z['  

 

στην ΕA�>� για κάθε > U V���. 

Συνήθως η περιθώρια κατανοµή των πρώτων όρων της αλυσίδας δεν είναι πολύ 

κοντά στην κατανοµή-στόχο ��·� µε αποτέλεσµα ο >W� ο οποίος βασίζεται στις � πρώτες 

παρατηρήσεις να µην είναι ιδιαίτερα καλός εκτιµητής της ΕA�>�. Γνωρίζουµε όµως ότι, 

υπό κατάλληλες συνθήκες, η απόσταση της περιθώριας κατανοµής του � -οστού όρου της 

αλυσίδας Markov και της ��·� φθίνει ως προς �. Έτσι, συχνά δε λαµβάνουµε υπόψη τους 

πρώτους � όρους της ακολουθίας και χρησιµοποιούµε τον εκτιµητή   

 

>W�� � 1X � � Y >�
Z�I
Z[� . 

 

Η περίοδος που αντιστοιχεί στις παρατηρήσεις που δε λαµβάνουµε υπόψη ονοµάζεται 

περίοδος burn-in. H πιο προφανής και κοινά αποδεκτή µέθοδος προσδιορισµού της burn-

in περιόδου είναι το γράφηµα των τιµών του αλγορίθµου, όπου φαίνεται πότε η αλυσίδα 

έχει αποµακρυνθεί αρκετά από τις αρχικές τιµές (βλέπε επίσης Cowles and Carlin 

(1996)). 

Στην συνέχεια θα αναφερθούµε στις σηµαντικότερες MCMC τεχνικές. 

 

 



12 | Σ ε λ ί δ α  

 

2.2.1 Αλγόριθµος Metropolis-Hastings 
 

Η σηµαντικότερη MCMC τεχνική είναι ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings (MH) τον 

οποίο εισήγαγαν οι Metropolis et al. (1953) και το γενίκευσε ο Hastings (1970). Ο 

αλγόριθµος ΜΗ προσοµοιώνει παρατηρήσεις από κάποια κατανοµή πρότασης ��·�, 

διαφορετική από την κατανοµή-στόχο �, τις οποίες αποδέχεται µε κάποια πιθανότητα, 

διαφορετικά επαναλαµβάνει την προηγούµενη παρατήρηση.  

Πιο συγκεκριµένα, έστω τη χρονική στιγµή � είµαστε στην κατάσταση G  � �, για 

την επόµενη κατάσταση 
 ¡7 προσοµοιώνουµε µια υποψήφια τιµή x από την κατανοµή 

πρότασης ��·�. Η κατανοµή πρότασης θα µπορούσε να εξαρτάται από την προηγούµενη 

κατάσταση δηλαδή να είναι της µορφής ��· |
 �. Η υποψήφια τιµή Y γίνεται αποδεκτή µε 

πιθανότητα -�
 , x� όπου 

 

-�
 , x� � ¢£X z1, ��x���
 |x���
 ���x|
 �|. 
 

Εάν η υποψήφια τιµή γίνει αποδεκτή τότε 
 ¡7 � x, διαφορετικά 
 ¡7 � 
 . 
 

 Αλγόριθµος Metropolis-Hasting  

1. Αρχικοποίηση G' 

2. Προσοµοίωση υποψήφιας τιµής x~��· |
 � 

3. Προσοµοίωση < ~ m�0,1� 
4. Εάν < l -�
 , x� τότε θέτουµε 
 ¡7 � x  

∆ιαφορετικά θέτουµε 
 ¡7 � 
  
5. Θέτουµε � � � � 1 και επιστροφή στο βήµα 2 

 

Η αλυσίδα Markov που παράγεται από τον αλγόριθµο ΜΗ έχει την ��·� ως στάσιµη 

κατανοµή ανεξάρτητα από την επιλογή της κατανοµής πρότασης ��·� αρκεί να 

ικανοποιούνται κάποιες βασικές συνθήκες. Εντούτοις, η επιλογή της κατανοµής 

πρότασης ��·� είναι κρίσιµη γιατί επηρεάζει την ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου. 
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2.2.2 ∆ειγµατολήπτης Gibbs 
 

Ο ∆ειγµατολήπτης Gibbs προσοµοιώνει παρατηρήσεις από πολυδιάστατες 

κατανοµές-στόχου µέσω των πλήρως δεσµευµένων κατανοµών τους, οι οποίες πρέπει να 

έχουν γνωστή µορφή. Αυτό είναι ένα βασικό πλεονέκτηµα του ∆ειγµατολήπτη Gibbs 

καθώς το πρόβληµα προσοµοίωσης παρατηρήσεων από µια κατανοµή-στόχο µεγάλης 

διάστασης µετατρέπεται σε πρόβληµα προσοµοίωσης παρατηρήσεων από κατανοµές 

µικρότερης διάστασης. 

Οι Geman and Geman (1984) εισήγαγαν το ∆ειγµατολήπτη Gibbs στη στατιστική 

κοινότητα ύστερα από ένα άρθρο τους όπου εφάρµοσαν αυτή τη µέθοδο για την 

µπεϋζιανή µελέτη των τυχαίων πεδίων Gibbs, από όπου πήρε και το όνοµα του. Ο 

∆ειγµατολήπτης Gibbs εφαρµόστηκε αρχικά σε ένα διακριτό πρόβληµα επεξεργασίας 

εικόνας το οποίο δεν ολοκληρώθηκε. Εντούτοις η υλοποίηση αυτή είχε µεγάλη επίδραση 

στους Green, Smith, Spiegelhalter και άλλους. Οι Gelfand and Smith (1990) ανέπτυξαν το 

∆ειγµατολήπτη Gibbs δίνοντας νέα ώθηση στις µπεϋζιανές µεθόδους.  

 

Περιγραφή του αλγορίθµου: 

Έστω η πολυδιάστατη κατανοµή-στόχος ��·� µε χώρο καταστάσεων D O L�. 

Θέλουµε να προσοµοιώσουµε µια παρατήρηση 
 � �G7, G�, … , GM� µε C l � από την �. 

Θέτουµε G+Z � �G7, … , GZ+7, GZ¡7, … , GM� το διάνυσµα που περιέχει όλα τα στοιχεία του 
 εκτός από το GZ. Ο ∆ειγµατολήπτης Gibbs προσοµοιώνει τα GZ, £ � 1, … , C µε τη 

βοήθεια των πλήρως δεσµευµένων κατανοµών των GZ δοθέντος των G+Z, £ � 1, . . , C.  

 
Z| G+Z � �+Z  ~ �Z��Z|
7 � �7, … , 
Z+7 � �Z+7, 
Z¡7 � �Z¡7, … , 
M � �M� 

 

Οι �Z καλούνται πλήρως δεσµευµένες κατανοµές (full conditional distributions). Στο 

∆ειγµατολήπτη Gibbs για τη µετάβαση της αλυσίδας από την κατάσταση 
 +7 στην 

κατάσταση 
  γίνεται προσοµοιώνοντας διαδοχικά G7  , … , GM   ως εξής : 
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Αλγόριθµος Gibbs Sampling 

1. Αρχικοποίηση 
' � ��7', … , �M'� 

2. Στο χρόνο � δοθέντος  
 +7 � ��7 +7, … , �M +7�  προσοµοίωσε G7 ~ �7��7|�� +7, �� +7, … , �M +7� G� ~ �����|�7  , �� +7, … , �M +7� G� ~ �����|�7  , ��  , … , �M +7� ¤ GM  ~ �M��M|�7  , ��  , … , �M+7  � 

3. Θέσε � � � � 1 και επέστρεψε στο βήµα 2. 

 

Η ακολουθία που προκύπτει είναι προσοµοίωση µιας αλυσίδας Markov καθώς για 

την προσοµοίωση της 
  έχουν χρησιµοποιηθεί µόνο οι τιµές της 
 +7 εποµένως η 

κατάσταση 
  δεν εξαρτάται από προηγούµενες καταστάσεις της ακολουθίας παρά µόνο 

από αυτές της 
 +7. Ο πυρήνας µετάβασης της αλυσίδας είναι  

 ¥�
 +7, 
 � �  ¥"��7 +7, �� +7, … , �M +7�, ��7  , ��  , … , �M  �% �  �7��7 |�� +7, �� +7, … , �M +7� ¦ ����� |�7  , �� +7, … , �M +7� ¦ … ¦  �M��M  |�7 , ��  , … , �M+7  �  
 

και η στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας Markov µε αυτόν τον πυρήνα µετάβασης είναι η �. 

Για να το δούµε αυτό ας υποθέσουµε ότι G +7~��·�. Τότε, 

 

�G7 , G� +7, … , GM +7� ~ B  �7��7 |�� +7, �� +7, … , �M +7����7 +7, �� +7, �� +7, … , �M +7� C�7 +7#§̈©§  

�  �7��7 |�� +7, �� +7, … , �M +7� ���� +7, �� +7, … , �M +7� � ���7  , �� +7, … , �M +7� 

όπου ���� +7, �� +7, … , �M +7� συµβολίζει την πυκνότητα της περιθωριακής κατανοµής των G� +7, … , GM +7. Εποµένως το τυχαίο διάνυσµα �G7  , G� +7, … , GM +7� ακολουθεί την 

κατανοµή �. Με την ίδια διαδικασία µπορούµε να δείξουµε ότι το διάνυσµα 

 �G7 , … , GZ , GZ¡7 +7, … , GM +7� ~ ��·�  /�- �άª� £ � 1, … , C � 1. 
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Ολοκληρώνοντας τέλος και ως προς �M +7, καταλήγουµε στο ότι 
  ��G7 , G�  , … , GM  � ~ �, πράγµα που σηµαίνει ότι η � είναι η στάσιµη κατανοµή της 

αλυσίδας. 

 

 

2.2.3 Αλγόριθµος Metropolis Within Gibbs 
 

Σε πολλά προβλήµατα οι πλήρως δεσµευµένες κατανοµές δεν είναι διαθέσιµες σε 

κλειστή µορφή, για αυτό συχνά χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε έναν υβριδικό 

∆ειγµατολήπτη Gibbs όπου τουλάχιστον µια προσοµοίωση από την αντίστοιχη πλήρως 

δεσµευµένη κατανοµή έχει αντικατασταθεί από ένα βήµα Metropolis Hastings. 

Έστω ότι θέλουµε να προσοµοιώσουµε ένα δείγµα από την πολυδιάστατη κατανοµή-

στόχο ��·� και έστω �Z��Z|G+Z � �+Z�, £ � 1, … , C οι αντίστοιχες πλήρως δεσµευµένες 

κατανοµές. Παρακάτω περιγράφουµε επιγραµµατικά τα βήµατα που εκτελεί ο 

αλγόριθµος Metropolis within Gibbs.   

 

 

Αλγόριθµος Metropolis Within Gibbs 

1. Αρχικοποίηση G' � ��7', ��', … , �M'� 

2. Στο χρόνο � δοθέντος 
 +7 � ��7 +7, �� +7, … , �M +7� 

3. Προσοµοίωσε   �Z~�Z��Z|�7 , ��  , … , �Z+7  , �Z +7, �Z¡7 +7, … , �M +7� 

4. Προσοµοίωσε <~ m�0,1� 

5. Υπολογισµός πιθανότητας αποδοχής  

-��Z +7 � �Z� � ¢£X «1, �Z��Z|�7  , ��  , … , �Z+7  , �Z¡7 +7, … , �M +7��Z��Z +7|�7  , ��  , … , �Z+7  , �Z¡7 +7, … , �M +7�¬ 
¦ ¬�Z��Z +7|�7 , ��  , … , �Z+7  , �Z , �Z¡7 +7, … , �M +7��Z��Z|�7 , ��  , … , �Z+7  , �Z +7, �Z¡7 +7, … , �M +7�  

6. Εάν < l  -��Z +7, �Z� τότε �Z +7 � �Z 
7. ∆ιαφορετικά �Z  � �Z +7 

8. Θέσε � � � � 1 και επέστρεψε στο Βήµα 2. 
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Ο ∆ειγµατολήπτης Gibbs είναι ειδική περίπτωση του παραπάνω αλγόριθµου µε  

 �Z��Z|�7  , ��  , … , �Z+7  , �Z +7, �Z¡7 +7, … , �M +7� � �Z��Z|�7  , ��  , … , �Z+7  , �Z¡7 +7, … , �M +7� 

 

και έχει πιθανότητα αποδοχής -��Z +7 � �Z� � 1.  
 

Στη βιβλιογραφία υπάρχουν και άλλοι αλγόριθµοι µε τη βοήθεια των οποίων 

µπορούµε να προσοµοιώσουµε παρατηρήσεις από κάποια κατανοµή-στόχο � ή/και να 

εκτιµήσουµε µέσες τιµές της µορφής ΕA�>�. Οι αλγόριθµοι αυτοί µπορεί να είναι 

παραλλαγές κάποιων τεχνικών που παρουσιάσαµε νωρίτερα αλλά και αλγόριθµοι µε 

διαφορετική λογική προσοµοίωσης από την κατανοµή �. Οι µέθοδοι Population Monte 

Carlo (Cappe et al. 2004), Sequential Monte Carlo, Sampling Importance Resample 

(Rubin 1987) είναι κάποιες από αυτές τις τεχνικές. 

Στο επόµενο κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε αναλυτικά τον αλγόριθµο ΜΗ ο οποίος 

είναι ο σηµαντικότερος MCMC αλγόριθµος. 
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3 Μελέτη του αλγόριθµου 
Metropolis - Hastings 

 

 

 

3.1 Ιστορική αναδροµή  
 

Πριν από τον 20ο αιώνα, οι επιστήµονες ξεκίνησαν να εφαρµόζουν τις τεχνικές 

Monte Carlo σε πειράµατα στα οποία χρησιµοποιούνταν τυχαίοι αριθµοί. Ο George Louis 

Leclerc Comte de Buffon (1777) εφάρµοσε µια νέα µέθοδο για την προσέγγιση της τιµής 

του π µε τη βοήθεια µιας επαναληπτικής διαδικασίας. Πραγµατοποίησε τυχαίες ρίψεις 

µιας βελόνας σε ένα πλέγµα παράλληλων ευθειών και κατέγραφε τον αριθµό των φορών 

που η βελόνα έπεφτε πάνω σε µια ευθεία (Liu 2001, p. vii). Όµως, οι τεχνικές Monte 

Carlo, επί της ουσίας, άρχισαν να χρησιµοποιούνται τη δεκαετία του ’40 από επιστήµονες 

του εργαστηρίου Los Alamos στο Νέο Μεξικό όπου προέκυψε και η ιδέα για τη 

δηµιουργία του αλγορίθµου ΜΗ. Ο Nicholas C. Metropolis µαζί µε τους Richard 

Feynman και John von Neumann (1943) συνεργάστηκαν για την κατασκευή της πρώτης 

ατοµικής βόµβας στα πλαίσια του Manhattan Project. Ενοχληµένοι από τους αργούς και 

δυσκίνητους ηλεκτροµηχανικούς υπολογισµούς για την επίλυση µαθηµατικών εξισώσεων 

που περιέγραφαν την τυχαία συµπεριφορά των νετρονίων, ενδιαφέρθηκαν για τη 

δηµιουργία γρήγορων ηλεκτρονικών αριθµοµηχανών. Μετά τον πόλεµο το 1948, ο 

Metropolis µαζί µε µια πλειάδα επιστηµόνων σχεδίασαν τον πρώτο υπερυπολογιστή που 

τον ονόµασαν MANIAC. Στο Los Alamos, οι Stanislaw Ulam and John von Neumann 

είχαν την ιδέα για την εκτέλεση υπολογισµών µέσω προσοµοίωσης και o Metropolis 

επινόησε το ελκυστικό όνοµα "Monte Carlo τεχνικές" (Liu 2001, p. viii). Παρακινούµενοι 

από προβλήµατα φυσικής οι Metropolis και Ulam (1949) εισήγαγαν την ιδέα τους στη 
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στατιστική κοινότητα µε το άρθρο “The Monte Carlo Method”. Το 1953 ήταν µια χρονιά 

ορόσηµο καθώς οι Metropolis, Marshall and Arianna Rosenblut, Edward and Augusta 

“Mici” Teller εισήγαγαν τον αλγόριθµο Metropolis ως µια µέθοδο βελτιστοποίησης σε 

ένα διακριτό χώρο καταστάσεων. Αν και το άρθρο αυτό δηµοσιεύτηκε το 1953 στο 

περιοδικό Journal of Chemical Physics δεν έλαβε την απαιτούµενη προσοχή από τους 

στατιστικούς λόγω της οπτικής αλλά και του τρόπου παρουσίασης του. Πρώτοι, οι 

Hammersley and Handscomb (1964) στο βιβλίο τους “Monte Carlo Methods” 

παρουσιάζουν τον αλγόριθµο Metropolis ως µια τεχνική υπολογισµού ολοκληρωµάτων, 

αλλά όχι σαν µια γενική µέθοδο προσοµοίωσης από κάποια κατανοµή-στόχου.  

Ο Barker (1965) δηµοσίευσε ένα άρθρο που παρουσίαζε µια ανταγωνιστική µέθοδο 

προσοµοίωσης από την κατανοµή-στόχο ��·�, µε ελάχιστα διαφορετικό αλγόριθµο σε 

σχέση µε αυτόν των Metropolis et al (1953). Θεώρησε ως κατανοµή πρότασης τη ���, �� 

και η πιθανότητα να γίνει αποδεκτή η τιµή � ήταν  

 

-��, �� � 11 � ��������  . 
 

Πάλι όµως, δηµοσιεύτηκε χρησιµοποιώντας ορολογία της φυσικής επιστήµης 

πράγµα που δυσκόλευε την κατανόηση του αλγόριθµου από τη στατιστική κοινότητα.  

Ο αλγόριθµος Metropolis γενικεύτηκε, βελτιώθηκε και επαναδιατυπώθηκε από τον 

W.Keith Hastings (1970). Ο Hastings είδε τον αλγόριθµο των Metropolis et. al (1953) σα 

µια γενική διαδικασία προσοµοίωσης από µια κατανοµή-στόχο ��·�. Το άρθρο του 

γράφτηκε υπό µια διαφορετική πιο στατιστική οπτική, επισηµαίνοντας ότι στην 

πραγµατικότητα η τεχνική Metropolis περιελάµβανε τον πίνακα µετάβασης µιας 

αλυσίδας Markov. Παρουσίασε την κατανοµή-στόχο ��·� ως στάσιµη κατανοµή της 

αλυσίδας Markov και γενίκευσε την κατανοµή πρότασης σε µη συµµετρικές κατανοµές 

αντίθετα µε τους Metropolis και Barker που είχαν προτείνει συµµετρικές κατανοµές 

πρότασης. Έτσι οι µέθοδοι του Metropolis και του Barker προκύπτουν ως ειδικές 

περιπτώσεις του αλγόριθµου του Hastings. Ο Hastings όρισε ως πιθανότητα αποδοχής για 

την υποψήφια τιµή � την 
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-��, �� �  ¯��, ��1 �  ���� ����  ���, �����, ��   ,  �3.1� 
 

όπου ¯��, �� µια οποιαδήποτε συµµετρική συνάρτηση, επιλεγµένη έτσι ώστε 0 l-��, �� l 1 για όλα τα � και �. Ανάλογα µε τη µορφή που παίρνει η ¯��, �� µπορούµε να 

καταλήξουµε σε γνωστούς αλγόριθµους. Πιο συγκεκριµένα για  

 

¯��, �� �
°±²
±³1 � �������, ���������, ��   αν  �������, ���������, �� P 1

1 � �������, ���������, ��    διαφορετικά             ¬  
 �3.2� 

 

καταλήγουµε στον αλγόριθµο ΜΗ. Αντικαθιστώντας την �3.2� στην �3.1� έχουµε 

  

            -��, �� �
°±±
²±
±³1 � �������, ���������, �� 

1 � �������, ���������, ��      όταν  �������, ���������, �� P 1
1 � �������, ���������, �� 
1 � �������, ���������, ��      διαφορετικά                   

¬ 

             �
°±²
±³          1              όταν  �������, ���������, �� P 1�������, ���������, ��    διαφορετικά                  ¬ � ¢£X «1 , �������, ���������, ��. 

 

Όταν έχουµε ���, �� � ���, �� τότε έχουµε τη µέθοδο που εισήγαγαν οι Metropolis 

et al. (1953) όπου 

 

-��, ����� � ·      1                 αν ���� ����⁄ P 1���� ����⁄     διαφορετικά.           ¬ 
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Από την άλλη αν ¯��, �� � 1 έχουµε τον αλγόριθµο του Barker και αντίστοιχα θα 

έχουµε 

-��, ����� �  11 �  ���� ����  ���, �����, �� �  �������, ���������, �� � �������, �� . 
 

όπου λόγω συµµετρίας της ��·� παίρνει τη µορφή  

 

-��, ����� �  11 �  ���� ���� �  �������� � ����  
 

Ο P.H. Peskun (1973) απέδειξε σε ένα άρθρο του στο περιοδικό Biometrika, ότι ο 

αλγόριθµος MH είναι βέλτιστος. Παρόλα αυτά, ο αλγόριθµος ΜΗ δεν ήταν ιδιαίτερα 

διαδεδοµένος στη στατιστική κοινότητα µέχρι την δεκαετία του ’90. Τότε, οι Gelfand and 

Smith (1990) µε ένα άρθρο τους που βασιζόταν στο άρθρο των Geman and Geman (1984) 

για το δειγµατολήπτη Gibbs έδωσαν νέα ώθηση στις µεθόδους προσοµοίωσης. Επίσης, 

µια παρουσίαση του Luke Tierney σε συνέδριο στο Ohio State University το 1991 καθώς 

και η αυξανόµενη υπολογιστική ισχύ  έκαναν τον αλγόριθµο MH δηµοφιλή και έναν από 

τους σηµαντικότερους αλγόριθµους της υπολογιστικής στατιστικής. 

 

 

3.2 Περιγραφή του αλγόριθµου MΗ 
 

Η βασική ιδέα του αλγόριθµου ΜΗ είναι η προσοµοίωση µιας αλυσίδας Markov µε 

στάσιµη κατανοµή, την κατανοµή-στόχο.  

Έστω ��·� η κατανοµή-στόχος µε στήριγµα D και ��· | ·� η κατανοµή πρότασης µας. 

Επιλέγουµε τυχαία ένα αρχικό σηµείο 
' U D τέτοιο ώστε ��
'� ) 0. Σε κάθε χρονική 

στιγµή � η επόµενη κατάσταση 
 ¡7 επιλέγεται µε τη βοήθεια µιας υποψήφιας τιµής x 

που προέρχεται από την κατανοµή πρότασης ��· |
 �.  
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Η x γίνεται αποδεκτή µε πιθανότητα  

 

-�
 , x� � ¢£X z1, ��x���
 |x���
 ���x|
 �| 

 

διαφορετικά απορρίπτεται και θέτουµε 
 ¡7 � 
 . Ο αλγόριθµος τερµατίζεται όταν 

συµπληρωθεί ένας προκαθορισµένος αριθµός επαναλήψεων. 

 

Αλγόριθµος Metropolis Hastings 

1. Αρχικοποίηση 
' 

2. Προσοµοίωσε x ~ ��· |
 �  
3. Προσοµοίωσε < ~ m�0,1� 

4. Εάν < l -�
 , x� τότε θέσε 
 ¡7 � x 

∆ιαφορετικά 
 ¡7 � 
  
5. Θέσε � � � � 1 και επέστρεψε στο Βήµα 2. 

 

Από τον αλγόριθµο ΜΗ προκύπτει µια αλυσίδα Markov καθώς η τιµή που παίρνει 

τελικά η 
 ¡7 εξαρτάται µόνο από την τιµή της 
  και όχι από τις προηγούµενες τιµές 
 +7, 
 +�, …  . 

Ο πυρήνας µετάβασης της αλυσίδας είναι : 

 

¥�
 ¡7|
 � � ��
 ¡7|
 �-�
 , 
 ¡7� � ��
 ¡7 � 
 ��1 � B ��x|
 �-�
 , x�Cx� 

 

όπου ��·� η δείκτρια συνάρτηση που παίρνει την τιµή 1 όταν 
 ¡7 � 
  και 0 

διαφορετικά. Έτσι ο πρώτος όρος προκύπτει από την αποδοχή της x ενώ ο δεύτερος από 

την απόρριψη όλων των πιθανών υποψήφιων τιµών x.  

Για να αποδείξουµε ότι ο αλγόριθµος MH προσοµοιώνει µια αλυσίδα Markov µε 

στάσιµη κατανοµή την κατανοµή-στόχο ���� αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει 
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B ��
 �¥�
 |
 ¡7�C
  � ��
 ¡7�. 
 

Ισοδύναµα µπορούµε να δείξουµε ότι ισχύει η λεπτοµερής συνθήκη ισορροπίας 

(detailed balance condition)  

 ��
 �¥�
 |
 ¡7� � ��
 ¡7� ¥�
 ¡7|
 � 

 

Πράγµατι, 

 ��
 �¥�
 ¡7|
 � � 

� ��
 � ·��
 ¡7|
 �-�
 , 
 ¡7� � ��
 ¡7 � 
 � f1 � B ��x|
 �-�
 , x�Cxi¸ 

� ��
 ���
 ¡7|
 �¢£X z1, ��
 ¡7���
 |
 ¡7���
 ���
 ¡7|
 � | 

���
 ���
 ¡7 � 
 � f1 � B ��x|
 �-�
 , x�Cx i 

� ¢£X���
 ���
 ¡7|
 �, ��
 ¡7���
 |
 ¡7�� 

���
 ¡7���
 ¡7 � 
 � f1 � B ��x|
 ¡7�-�
 ¡7, x�Cx i 

� ��
 ¡7���
 |
 ¡7�¢£X z1, ��
 ���
 ¡7|
 ���
 ¡7���
 |
 ¡7�| 

���
 ¡7���
 ¡7 � 
 � f1 � B ��x|
 ¡7�-�
 ¡7, x�Cx i 

�  ��
 ¡7�¥�
 |
 ¡7�. 

 

Εποµένως η αλυσίδα Markov που παράγεται από την παραπάνω διαδικασία είναι 

αντιστρέψιµη και έχει την ���� ως στάσιµη κατανοµή. Άρα αν προσοµοιώσουµε µια 

παρατήρηση από τη στάσιµη κατανοµή ����, όλες οι υπόλοιπες τιµές θα προέρχονται 

επίσης από την �. 

Εφόσον η αλυσίδα που προσοµοιώθηκε από τον αλγόριθµο ΜΗ έχει εκ κατασκευής 

την ���� ως στάσιµη κατανοµή, εάν επιπλέον είναι Harris επαναληπτική και απεριοδική 
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µπορεί να εφαρµοστεί το Εργοδικό Θεώρηµα, το οποίο εξασφαλίζει τη σύγκλιση κάθε 

εργοδικού µέσου στην αντίστοιχη µέση τιµή. 

Για να είναι η αλυσίδα που προκύπτει από τον αλγόριθµο ΜΗ απεριοδική θα πρέπει 

τα ενδεχόµενα της µορφής q
 ¡7 � 
 r να έχουν θετική πιθανότητα ή ισοδύναµα να 

ισχύει  

 kq��
 ���
 |
 ¡7� l ��
 ¡7���
 ¡7|
 �r ^ 1. 
 

Για να είναι Harris επαναληπτική, θα πρέπει να είναι �-µη διαχωρίσιµη. Μια ικανή 

συνθήκη για αυτό είναι  

 ��x|
� ) 0 για κάθε �
, x� U D ¦ D. 
 

Εφόσον ικανοποιούνται οι δυο παραπάνω σχέσεις ισχύουν τα εξής : 

a) Αν > U V�π�, τότε 

 

1X Y >�
 � NI+7
 [' B >�����C�� � EA�>�.L¾  

 

b)  ¿£¢IN∞
À k�
I U ·� � ��·� À � 0. 

 

Ένα από τα σηµαντικότερα πλεονεκτήµατα της µεθόδου ΜΗ είναι ότι εξασφαλίζει 

υπό ελάχιστες συνθήκες τη σύγκλιση της ακολουθίας που προσοµοιώνεται στην 

κατανοµή-στόχο ��·�. Επίσης, το γεγονός ότι για την υλοποίηση της χρειαζόµαστε µόνο 

τη συναρτησιακή µορφή των ��·� και ��·� την κάνει µια δηµοφιλή µέθοδο αφού σε 

πολλά πραγµατικά προβλήµατα ο υπολογισµός αυτών των σταθερών είναι πάρα πολύ 

δύσκολος αν όχι αδύνατος. Ιδιαίτερα στην περίπτωση που η � είναι συµµετρική τότε ούτε 

η συναρτησιακή µορφή της µας είναι απαραίτητη. 
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3.3 Ειδικές µορφές του αλγορίθµου MH 
 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε σε κάποιες ειδικές µορφές του αλγόριθµου ΜΗ που 

προκύπτουν ανάλογα µε τη µορφή της κατανοµής πρότασης. 

 

3.3.1 Ανεξάρτητος δειγµατολήπτης ΜΗ (Independent Sampler) 
 

Μια ειδική µορφή του αλγόριθµου MH είναι ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης ΜΗ. Σε 

αυτή την ειδική µορφή του αλγόριθµου ΜΗ, η κατανοµή πρότασης είναι της µορφής  

 ��x|
 � � ��x� 

 

είναι δηλαδή ανεξάρτητη από την τρέχουσα κατάσταση µε αποτέλεσµα η πιθανότητα 

αποδοχής να παίρνει τη µορφή  

 

-�
 , x� � ¢£X z1, ��x���
 ���
 ���x�| 

 

Παρά το γεγονός ότι η x παράγεται ανεξάρτητα από την 
 , η προκύπτουσα 

ακολουθία δεν αποτελείται από ανεξάρτητες παρατηρήσεις αφού η πιθανότητα αποδοχής 

της x εξαρτάται από την τιµή της 
 . 
Ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης MH µπορεί να συγκλίνει πολύ γρήγορα, µπορεί όµως 

να οδηγήσει και σε αλυσίδες µε υπερβολικά αργή σύγκλιση. Για να δουλεύει ο 

ανεξάρτητος δειγµατολήπτης καλά, θα πρέπει η κατανοµή πρότασης να είναι µια καλή 

προσέγγιση της κατανοµής-στόχου ή ακόµα καλύτερα η κατανοµή πρότασης να έχει πιο 

παχιές ουρές σε σχέση µε την κατανοµή-στόχο.  

Ο ανεξάρτητος δειγµατολήπτης ΜΗ θα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι ένας 

εναλλακτικός αλγόριθµος των δύο τεχνικών Monte Carlo, της µεθόδου Αποδοχής-

Απόρριψης και του ∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας. Ο Liu (1996) συνέκρινε τις τρείς 

αυτές τεχνικές και απέδειξε ότι η ασυµπτωτική διασπορά της µεθόδου Αποδοχής-
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Απόρριψης είναι µικρότερη από αυτήν του ανεξάρτητου δειγµατολήπτη ΜΗ αλλά είναι 

ασυµπτωτικά συγκρίσιµες. Έδειξε επίσης ότι ανάλογα µε την υπό ολοκλήρωση 

συνάρτηση, η µέθοδος του ∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας µπορεί να είναι ασυµπτωτικά 

αποδοτικότερη από τις άλλες δυο µεθόδους. 

  

 

3.3.2 Τυχαίος περίπατος ΜΗ (Random Walk MH)  
 

Άλλη µια ειδική περίπτωση του αλγόριθµου ΜΗ είναι ο λεγόµενος τυχαίος 

περίπατος ΜΗ. Σε αυτή την περίπτωση η κατανοµή πρότασης είναι της µορφής 

 ��x � 
� � ��
 � x� 

 

δηλαδή η προτεινόµενη τιµή τη χρονική στιγµή � είναι της µορφής x � 
  � Á  όπου Á ~���·� ανεξάρτητες παρατηρήσεις για διαφορετικό �. Με ? συµβολίζουµε την 

παράµετρο κλίµακας της ���·�. Όπως παρατηρούµε οι κατανοµές πρότασης που 

χρησιµοποιούνται είναι συµµετρικές µε κέντρο κάθε φορά την προηγούµενη κατάσταση, 

για παράδειγµα θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν ως κατανοµές πρότασης οι ����,·� ~���, ?�� , ����,·� ~ m�� � ? , � � ?� και άλλες συµµετρικές κατανοµές.  

Η τιµή που θα δώσουµε στην παράµετρο κλίµακας παίζει µεγάλο ρόλο στη σύγκλιση 

του αλγορίθµου. Έτσι, για µεγάλες τιµές του ?, ο αλγόριθµος θα κάνει µεγάλα άλµατα 

αλλά τα περισσότερα από αυτά θα απορρίπτονται µε αποτέλεσµα να υπάρχουν µεγάλες 

περίοδοι που δεν θα έχουµε µετακίνηση σε άλλη κατάσταση οπότε θα έχουµε αργή 

σύγκλιση µε µικρά ποσοστά αποδοχής. Από την άλλη µεριά όταν η παράµετρος κλίµακας 

παίρνει µικρές τιµές ο αλγόριθµος θα δέχεται σχεδόν όλες τις προτεινόµενες τιµές αλλά οι 

µετακινήσεις θα είναι τόσο µικρές που και πάλι ο αλγόριθµος χρειάζεται πολύ χρόνο για 

να εξερευνήσει όλο το χώρο καταστάσεων. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε και πάλι αργή 

σύγκλιση αλλά µε µεγάλα ποσοστά αποδοχής. Σκοπός µας λοιπόν είναι να βρεθεί ένα ? 

που να µας εξασφαλίζει ένα βέλτιστο ποσοστό αποδοχής και µια γρήγορη σύγκλιση. 
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Η εύρεση του βέλτιστου ποσοστού αποδοχής είναι µια ιδιαίτερα δύσκολη διαδικασία. 

Υπάρχει µια αρκετά εκτενής βιβλιογραφία πάνω σε αυτό το θέµα (βλέπε Besag and 

Green 1993, Besag et al. 1995, Roberts et al. 1997, Breyer and Roberts 2000 και άλλοι) 

στο οποίο και θα αναφερθούµε εκτενέστερα στο Κεφάλαιο 5. 

Ο τυχαίος περίπατος είναι µια ειδική περίπτωση του συµµετρικού ΜΗ αλγόριθµου 

όπου η κατανοµή πρότασης είναι συµµετρική, δηλαδή ισχύει ��
, x� � ��x, 
�. Σε αυτή 

την περίπτωση η πιθανότητα αποδοχής παίρνει τη µορφή  

 

-�x, 
� � ¢£X }1, ��x���
�~. 
 

Οι Metropolis et al. (1953) δηµοσίευσαν τον αλγόριθµο για πρώτη φορά σε αυτή τη 

µορφή.  

 

 

3.4 Παραδείγµατα 
 

Στη συνέχεια θα υλοποιήσουµε τους παραπάνω αλγόριθµους σε κάποια απλά 

παραδείγµατα καθώς επίσης και σε πραγµατικά σύνολα δεδοµένων (υποενότητα 3.4.4 

σύνολο δεδοµένων dugongs). 

 

 

3.4.1 Κανονικές κατανοµές 
 

Έστω ότι η κατανοµή-στόχος είναι η τυπική κανονική κατανοµή ����~��0 , 1� ενώ 

η κατανοµή πρότασης είναι της µορφής ��· |��~���, ?��, είναι δηλαδή µια κανονική 

κατανοµή µε µέση τιµή την προηγούµενη κατάσταση της αλυσίδας Markov και τυπική 

απόκλιση ?. Προσοµοιώνουµε µια αλυσίδα Markov 10000 παρατηρήσεων για διάφορες 

τιµές του ?, �? � 0.1, 0.5, 2 και 10� και εκτιµάµε την πρώτη και τη δεύτερη ροπή της ����.  
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
Σχήµα 3.1 500 επαναλήψεις από τον αλγόριθµο MH µε κατανοµή στόχο Â�Ã, Ä� και κατανοµή πρότασης 
(a) Å�. |Æ� � Â�Æ, Ã. ÄÇ�, (b) Å�. |Æ� � Â�Æ, Ã. ÈÇ�, (c) Å�. |Æ� � Â�Æ, ÇÇ� και (d) Å�. |Æ� �Â�Æ, ÄÃÇ�. 
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(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

 
(d) 

 

Σχήµα 3.2 Σύγκλιση εργοδικών µέσων πρώτης ροπής που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH µε 
κατανοµή-στόχο  και κατανοµή πρότασης (a) , (b) , 
(c) και (d) . 
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(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

 
(d) 

 

Σχήµα 3.3 Σύγκλιση εργοδικών µέσων δεύτερης ροπής που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH µε 
κατανοµή στόχο  και κατανοµή πρότασης (a) , (b) , 
(c)  και (d) . 
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Στο Σχήµα 3.1 απεικονίζονται οι προσοµοιωµένες τιµές της αλυσίδας Markov µε 

στάσιµη κατανοµή ���� για τις διάφορες τιµές του σ. Παρατηρούµε ότι για µεγάλες τιµές 

του σ ο αλγόριθµος απορρίπτει πολλές από τις προτεινόµενες τιµές µε αποτέλεσµα να 

παραµείνει στην ίδια κατανοµή για αρκετό χρόνο. Επίσης παρατηρούµε µεγάλα άλµατα 

µέσα στο χώρο καταστάσεων (βλέπε Σχήµα 3.1(d)). Από την άλλη πλευρά µικρές τιµές 

της παραµέτρου κλίµακας µας δίνουν µικρές µετακινήσεις στο χώρο καταστάσεων, οι 

οποίες όµως σχεδόν όλες γίνονται αποδεκτές (βλέπε Σχήµα 3.1 (a) – (b)). 

Στα Σχήµατα 3.2 και 3.3 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων της πρώτης 

και δεύτερης ροπής αντίστοιχα για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου σ. 

Είναι φανερό ότι για µικρές τιµές της τυπικής απόκλισης �σ �  0.1 και 0.5), δεν 

έχουµε γρήγορη σύγκλιση του εργοδικού µέσου. Όπως βλέπουµε στο Σχήµα 3.2(a) για σ � 0.1 δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι µετά από 10000 επαναλήψεις ο εργοδικός 

µέσος έχει συγκλίνει στην προς εκτίµηση ποσότητα. Αντίθετα για σ=2 και 10 ο εργοδικός 

µέσος συγκλίνει πολύ γρήγορα (βλέπε Σχήµα 3.2 (c) – (d)). Όµοια, µετά από 10000 

επαναλήψεις για τη δεύτερη ροπή παρατηρούµε ότι για σ � 0.1 ο εργοδικός µέσος δεν 

έχει συγκλίνει ακόµα. Για σ � 0.5 και σ � 10 έχουµε σύγκλιση από τις 3000 περίπου 

επαναλήψεις και µετά ενώ για σ � 2 παρατηρούµε γρηγορότερη σύγκλιση (περίπου 2000 

επαναλήψεις και µετά).  

 

 

3.4.2 ∆ισδιάστατες κατανοµές  
 

Έστω  ���, �� � �������� � √2�� � ���� 
 

δισδιάστατη κατανοµή-στόχος και θέλουµε να εκτιµήσουµε την E�G� και την Ε�x�. Η 

προσοµοίωση παρατηρήσεων από την ���, �� µπορεί να γίνει είτε χρησιµοποιώντας τον 

αλγόριθµο MH είτε το ∆ειγµατολήπτη Gibbs προσοµοιώνοντας παρατηρήσεις από τις 

πλήρως δεσµευµένες κατανοµές ���|�� και ���|��. 
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Στον αλγόριθµο ΜΗ χρησιµοποιήσαµε ως κατανοµή πρότασης τη δισδιάστατη 

τυπική κανονική κατανοµή 

 ���, �� ~ ��0 , ���. 
 

H πλήρως δεσµευµένη κατανοµής της G είναι η 

 ���|�� � �������� � √2���� 

� ��� Ë� a�� � 2 √2��2 � z√22 �|� � z√22 �|�bÌ 

� ��� Ë� a�� � √2�� � z√22 �|�bÌ 
� �� � Ë� z� � √22 �|�Ì ~� z√22 �, 12| 

 

Άρα η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή της G είναι µια κανονική κατανοµή µε µέση 

τιµή √2� 2⁄  και διασπορά 1 2⁄ . Αντίστοιχα βρήκαµε την πλήρως δεσµευµένη κατανοµή 

της �:      ���|�� � �������� � √2���� 

� ��� Ë� a�� � 2 √2��2 � z√22 �|� � z√22 �|�bÌ 

� ��� Ë� a�� � √2�� � z√22 �|�bÌ 

� �� � Ë� z� � √22 �|�Ì ~� z√22 �, 12| 

 

Στο Σχήµα 3.4 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων στις Ε�
� και Í�x� 

αντίστοιχα για τις δύο µεθόδους προσοµοίωσης.  
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Σχήµα 3.4 Σύγκλιση εργοδικών µέσων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH (___) µε κατανοµή στόχο ���, �� � �������� � √2�� � ���� και κατανοµή πρότασης ���, �� ~ ��0, ��� και από τον 
∆ειγµατολήπτη Gibbs (- - -). 
 

 

Πίνακας 3.1 Μέση τιµή και τυπική απόκλιση εργοδικών µέσων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH µε 
κατανοµή στόχο Î�Ï, Ð� � ÑÏÒ���ÏÇ � √ÇÏÐ � ÐÇ�� και κατανοµή πρότασης Å�Ï, Ð� ~ Â�Ã, ÓÇ� και 
από τον αντίστοιχο ∆ειγµατολήπτη Gibbs. 

  Metropolis-Hastings  ∆ειγµατολήπτης Gibbs 

  Μέση τιµή  Τυπική απόκλιση   Μέση τιµή  Τυπική απόκλιση  Ï  -0,000506 0,0114  0,000068 0,0176 Ð  0,000307 0,0069  -0,000297 0,0176 
 

 

Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε τις δύο µεθόδους προσοµοίωσης ως προς τα τυπικά 

σφάλµατα τρέξαµε 1000 ανεξάρτητες προσοµοιωµένες αλυσίδες µήκους 10000 

παρατηρήσεων η κάθε µια και εκτιµήσαµε τη µέση τιµή των εργοδικών µέσων καθώς και 

την τυπική απόκλιση τους. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.1.  
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Παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος MH είναι αποδοτικότερος από το ∆ειγµατολήπτη 

Gibbs στο συγκεκριµένο παράδειγµα καθώς δίνει εκτιµητές µε µικρότερες τυπικές 

αποκλίσεις. 
 

Έστω τώρα η κατανοµή-στόχος είναι η  

  

���, �� � �� �⁄ ��� «�� z��2 � 2| ��',∞���� 

 

της οποίας θέλουµε να εκτιµήσουµε την E�
� και την Ε�x�. Για την προσοµοίωση 

παρατηρήσεων από την ���, �� θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο MH και το 

∆ειγµατολήπτη Gibbs. Για τον αλγόριθµο MH χρησιµοποιούµε δύο διαφορετικές 

κατανοµές πρότασης. Τη δισδιάστατη περικοµµένη κανονική κατανοµή (truncated normal 

distribution)  

 ���, �� ~ ��0 , ���Q�',(���� 

 

και εναλλακτικά χρησιµοποιούµε ως κατανοµή πρότασης την 

  

���, �� � 1√2� �+#$� ¦ 2× �⁄Ø"5 2 % �×�+7�+�# 

� ��� �+�#+#$�   . 
 

Για το ∆ειγµατολήπτη Gibbs χρησιµοποιήσαµε τις πλήρως δεσµευµένες κατανοµές 

των 
 και x. Η πλήρως δεσµευµένη κατανοµής της 
 είναι η 

 

���|�� � ��� !��� · �2& ~ � }0, 1�~ 

 

δηλαδή µια κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και διασπορά 1 �⁄  ενώ η πλήρως 

δεσµευµένη κατανοµή της � είναι η 
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���|�� � �� � ��� «�� z��2 � 2| ��',∞���� ~ Ù z 52 , ��2 � 2 | 

 

δηλαδή είναι µια κατανοµή γάµµα µε παραµέτρους  5 2⁄  και ��/2 � 2. 

Στo Σχήµα 3.5 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων για κάθε µεταβλητή 
, x ξεχωριστά και για τις τρείς µεθόδους προσοµοίωσης.  

 

 

 
Σχήµα 3.5 Σύγκλιση εργοδικών µέσων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο ΜΗ (___) µε κατανοµή στόχο ���, �� � �� � ��� !�� "#$� � 2%& ��',∞���� και κατανοµή πρότασης g�x, y� ~ ��0 , I�� µε � ) 0, από τον 

MH (……) µε κατανοµή πρότασης g�x, y� ~ �*$ �+�#+,$$  και από τον αντίστοιχο  ∆ειγµατολήπτη Gibbs (- - -).  
 

 

Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε τις τρεις µεθόδους προσοµοίωσης ως προς τα 

τυπικά σφάλµατα τρέξαµε για κάθε µέθοδο 1000 ανεξάρτητες προσοµοιωµένες αλυσίδες 

µήκους 10000 παρατηρήσεων η κάθε µια και εκτιµήσαµε το µέσο όρο των εργοδικών 

µέσων καθώς και τις τυπικές αποκλίσεις τους. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 3.2. 
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Πίνακας 3.2 Μέση τιµή και τυπική απόκλιση εργοδικών µέσων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH µε 

κατανοµή στόχο ���, �� � �� �⁄ ��� !�� "#$� � 2%& ��',∞���� και κατανοµή πρότασης ���, �� ~ ��0 , ���, 

από τον ΜΗ µε κατανοµή πρότασης g�x, y� ~ �*$ �+�#+,$$  και από τον αντίστοιχο ∆ειγµατολήπτη Gibbs. 
 Metropolis-Hastings Å�Ï, Ð� ~ Â�Ã , ÓÇ�Û�Ã,(��Ð� 

 

 Metropolis-Hastings 

Å�Ï, Ð� � ÐÜÇ Ñ+ÇÏ+ÏÇÇ  

 ∆ειγµατολήπτης Gibbs 

 Μέση τιµή Τυπική 

απόκλιση 

 Μέση τιµή Τυπική 

απόκλιση 

 Μέση τιµή Τυπική 

απόκλιση Ï 0.0040 0.2011  0.0074 0.1725  -0.0004 0.0141 Ð 1.0045 0.1072  1.0086 0.0353  1.0000 0.0086 
 

Παρατηρούµε ότι οι εκτιµητές που προκύπτουν από το ∆ειγµατολήπτη Gibbs είναι 

καλύτεροι ως προς τα τυπικά σφάλµατα από τους εκτιµητές που προκύπτουν από τον 

αλγόριθµο ΜΗ ανεξάρτητα από την κατανοµή πρότασης. 

 

 

3.4.3 Μίξη κανονικών κατανοµών 
 

Έστω ότι η κατανοµή-στόχος είναι η 

  

����~ 13 ��0,9� � 13 ��5,1� � 13 ��15,4� 

 

της οποίας θέλουµε να εκτιµήσουµε την πρώτη ροπή. Σε αυτό το παράδειγµα θα 

χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Αποδοχής-Απόρριψης, το ∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας 

και τον ανεξάρτητο ΜΗ αλγόριθµο. Στις τρείς αυτές µεθόδους ως κατανοµή πρότασης 

χρησιµοποιείται η :;<=>��0, 10� µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

 

���� � 10
π · �10� � ��� � 1�� � 10�. 
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Για τη σύγκριση των παραπάνω µεθόδων, χρησιµοποιήθηκαν και στις τρεις τεχνικές 

οι ίδιες προτεινόµενες τιµές. Χρησιµοποιήσαµε δύο διαφορετικούς τρόπους για να 

πάρουµε συγκρίσιµα αποτελέσµατα µεταξύ των αλγορίθµων. Στην πρώτη περίπτωση 

προσοµοιώνουµε 1000 αλυσίδες των 10000 παρατηρήσεων για τον αλγόριθµο ΜΗ και το 

∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας ενώ το πλήθος των παρατηρήσεων που έγιναν αποδεκτές 

από τη µέθοδο Αποδοχής-Απόρριψης ήταν τυχαίο. Κατά µέσο όρο περίπου 1460 

παρατηρήσεις έγιναν αποδεκτές από τη µέθοδο Αποδοχής-Απόρριψης. Στη δεύτερη 

περίπτωση για να έχουµε µεγαλύτερη ακρίβεια τρέξαµε για τη µέθοδο Αποδοχής-

Απόρριψης 1000 αλυσίδες µέχρι να αποδεχτούµε 10000 παρατηρήσεις για την κάθε µία. 

Σε αυτή την περίπτωση το πλήθος των παρατηρήσεων του αλγόριθµού ΜΗ και του 

∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας ήταν τυχαίο. Στις 1000 αλυσίδες κατά µέσο όρο το µήκος 

των προσοµοιωµένων παρατηρήσεων από αυτούς τους αλγόριθµούς ήταν περίπου 70130 

παρατηρήσεις. Στον Πίνακα 3.3 παρουσιάζονται οι µέσοι όροι και οι τυπικές αποκλίσεις 

των εργοδικών µέσων.  

 

 

Πίνακας 3.3 Μέση τιµή και τυπική απόκλιση εργοδικών µέσων που προκύπτουν από τον αλγόριθµο MH, 
τη µέθοδο Αποδοχής-Απόρριψης και το ∆ειγµατολήπτη Σπουδαιότητας µε κατανοµή στόχο Î�Ï�~ ÄÜ Â�Ã, Ý� � ÄÜ Â�È, Ä� � ÄÜ Â�ÄÈ, Þ� και κατανοµή πρότασης Å�Ï, Ð� ~ ßàáâãÐ�Ã, ÄÃ�. 

  1η Περίπτωση  2η Περίπτωση 

  Μέση 

τιµή  

 Τυπική  

απόκλιση 

 Μέση 

τιµή  

 Τυπική  

απόκλιση 

Metropolis-Hastings  6.6599  0.1867  6.6588  0.0703 
Αποδοχής-Απόρριψης   6.6562  0.1678  6.6647  0.0656 
∆ειγµατολήπτης 

Σπουδαιότητας  

  6.6667  
  0.1179   6.6619   0.0445 

 

Παρατηρούµε ότι και µε τις τρείς µεθόδους έχουµε βρει σχεδόν ίδιες µέσες τιµές των 

εργοδικών µέσων. Παρατηρούµε όµως ότι ο ∆ειγµατολήπτης Σπουδαιότητας δίνει 

εκτιµητές µε µικρότερα τυπικά σφάλµατα σε σχέση µε αυτούς που προκύπτουν από τις 

άλλες δύο µεθόδους κάτι που το περιµέναµε από τη βιβλιογραφία. Επίσης η µέθοδος 
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Αποδοχής-Απόρριψης δίνει εκτιµητές µε µικρότερη τυπική απόκλιση από αυτούς που 

προκύπτουν από τον αλγόριθµο ΜΗ. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε ένα πρόβληµα πραγµατικών δεδοµένων. 

 

  
3.4.4 Σύνολο δεδοµένων dugongs 
 

Το σύνολο δεδοµένων dugongs αναλύθηκε αρχικά από τον Ratkowsky (1983) και 

έκτοτε έχει χρησιµοποιηθεί από πολλούς ερευνητές προκειµένου να εφαρµόσουν ή να 

συγκρίνουν διάφορες υπολογιστικές τεχνικές. Τα δεδοµένα αφορούν n=27 θαλάσσιους 

ελέφαντες (dugongs) που συλλέχθηκαν κοντά στο Townsville του Queensland και 

αποτελούνται από µετρήσεις του µήκους ��� και της ηλικίας ��� τους. Στον Πίνακα 3.4 

απεικονίζονται τα παραπάνω δεδοµένα. 

 

Πίνακας 3.4 Μετρήσεις της ηλικίας και του µήκους των 27 θαλάσσιων ελεφάντων που συλλέχθηκαν κοντά 
στο Townsville του Queensland.   

Ηλικία ��Z� 1.0 1.5 1.5 1.5 2.5 4.0 5.0 5.0 7.0 

Μήκος ��Z� 1.80 1.85 1.87 1.77 2.02 2.27 2.15 2.26 2.35 

 

Ηλικία ��Z� 8.0 8.5 9.0 9.5 9.5 10.0 12.0 12.0 13.0 

Μήκος ��Z� 2.47 2.19 2.26 2.40 2.39 2.41 2.50 2.32 2.43 

 

Ηλικία ��Z� 13.0 14.5 15.5 15.5 16.5 17.0 22.5 29.0 31.5 

Μήκος ��Z� 2.47 2.56 2.65 2.47 2.64 2.56 2.70 2.72 2.57 

 

Οι Carlin and Gelfand (1991) υπέθεσαν ότι  

 �Z~ä�- � ./#å , �+7�,    £ � 1, … , X 

 

όπου -, ., � ) 0 και 0 ^ / ^ 1. Ως εκ των προτέρων κατανοµή (prior distribution) των 

παραµέτρων του µοντέλου θεώρησαν την  
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 æ�-, ., /, �� � -+7�7 �⁄ , - ) 0, . ) 0, 0 ^ / ^ 1, � ) 0. 
 

Αυτό σηµαίνει ότι θεώρησαν τις παραµέτρους του µοντέλου ανεξάρτητες µε /~m�0,1� και -, ., �  να έχουν κάποιες καταχρηστικές (γενικευµένες) εκ των προτέρων 

κατανοµές. Εναλλακτικά θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι οι παράµετροι είναι εκ των 

προτέρων ανεξάρτητες και ακολουθούν τις κατανοµές  

 -~��0, �ç+7�Q�- ) 0�, .~��0, ��+7�Q�. ) 0�, /~m�0,1�, �~Ù��, ��, 
 

µε �ç � �� � 10+è και � � 10+�. 

Τότε, η εκ των υστέρων κατανοµή (posterior distribution) του ª � �-, ., /, �� είναι η 

 ��ª/C;�;� � J�C;�;/ª�J�;�J�.�J�/�J��� 

         � é 1�+ 7� ��� !� �2 ��Z � - � ./#å��&I
Z[7   

¦  ��� «� �ç-�2  ��; ) 0� ¦ ��� «� ��.�2  ��. ) 0� 

    ¦ Q�',7��/� ¦ ��+7 ���q���r Q�',∞���� 

         � �I/���� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 Ì 

¦ ��� «� �ç-�2  ¦ ��� «� ��.�2  ¦ ��+7 ���q���r 

     ¦ ��; ) 0� ¦ ��. ) 0� ¦ Q�',7��/� ¦ Q�',∞���� 

         � �I/�¡�+7��� Ë�� a12 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 � �b � �ç-�2 � ��.�2 Ì 

 

µε - ) 0, . ) 0, � ) 0, 0 ^ / ^ 1.  
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Για να προσοµοιώσουµε δείγµα από την ��ª/C;�;� θα χρησιµοποιήσουµε τρεις 

διαφορετικές µεθόδους. Αρχικά θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο ΜΗ στον 

τετραδιάστατο χώρο καταστάσεων. Εναλλακτικά θα ολοκληρώσουµε ως προς � και θα 

χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο ΜΗ στον τρισδιάστατο χώρο καταστάσεων αυτή τη 

φορά. Τέλος θα χρησιµοποιήσουµε το ∆ειγµατολήπτη Gibbs ενσωµατώνοντας ένα βήµα 

Metropolis για το / (Metropolis within Gibbs). 

 

1η Μέθοδος  

Για την παραγωγή παρατηρήσεων από την ��ª/C;�;� µε τη βοήθεια της µεθόδου 

MH χρησιµοποιούµε ως κατανοµή πρότασης την περικοµµένη κανονική κατανοµή �è�_ , ê� όπου 

_ � �2.6  0.97  0.87  100�ë    και    ê � ì 0.1 0  0 0.01 0   0 0   0  0     0 0     0 0.01 0   0 2   í 

 

µε -, ., � ) 0 και 0 ^ / ^ 1. 

 

Στο Σχήµα 3.7 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων των παραµέτρων -, . 

και /. 

 

2η Μέθοδος  

Σε αυτή τη µέθοδο όπως είπαµε και παραπάνω ολοκληρώσαµε την εκ των υστέρων 

κατανοµή της ª, ��ª/C;�;� ως προς �, οπότε έχουµε, 

 ��-, ., / C;�;⁄ � � 

� B �I/�¡�+7��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 Ì ��� «��� � �ç-�2 � ��.�2 ¡∞

+( C� 

� B �I/�¡�+7��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 � ��Ì ��� «� �ç-�2 � ��.�2  C�¡∞

+(  
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� B �I/�¡�+7��� «�� z∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �| ��� «� �ç-�2 � ��.�2 ¡∞

+( C� 

 

� Ø "X2 � �%
}∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �~I�¡� ¦  

B �I/�¡�+7 }∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �~I�¡�
Ø "X2 � �%

¡∞

+( · 
��� «�� z∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �| C� ¦ ��� «� �ç-�2 � ��.�2  

� "X2 � �%
}∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �~I�¡� ��� «� �ç-�2 � ��.�2  

�  z∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �|+�I�¡�� ��� «� �ç-�2 � ��.�2  

 

µε - ) 0, . ) 0, 0 ^ / ^ 1. 

 

Για την προσοµοίωση παρατηρήσεων από την ��-, ., //C;�;� χρησιµοποιούµε τον 

αλγόριθµο MΗ µε κατανοµή πρότασης την περικοµµένη κανονική κατανοµή ���_ , ê� 

όπου  

 

_ � �2.6  0.97  0.87�ë    και    ê � a0.1 0 00 0.01 00 0 0.01b 

 

µε -, ., � ) 0 και 0 ^ / ^ 1. 

Στο Σχήµα 3.6 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων των παραµέτρων -, . 

και /. 
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3η Μέθοδος 

Στην περίπτωση αυτή κάνουµε χρήση του δειγµατολήπτη Gibbs ενσωµατώνοντας 

ένα βήµα Metropolis για το /, αφού η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή του / δεν είναι 

κάποια γνωστή κατανοµή, αντίθετα µε τις πλήρως δεσµευµένες κατανοµές των -, . που 

είναι περικοµµένες κανονικές (truncated normal) και του � που ακολουθεί γάµµα 

κατανοµή. Παρακάτω υπολογίζουµε τις πλήρως δεσµευµένες κατανοµές των -, ., / και �. 

��ª/C;�;� � �I/�¡�+7��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 Ì ��� «��� � �ç-�2 � ��.�2  

 

Εύρεση πλήρως δεσµευµένης κατανοµής της -: 

 

��- ., /, �, C;�;⁄ � � ��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å�� � �ç-�2I
Z[7 Ì 

� ��� Ë� �2 Y�-� � 2-��Z � ./#å� � ��Z � ./#å���I
Z[7 � �ç-�2 Ì 

� ��� Ë� �2 îX-� � 2- Y��Z � ./#å�I
Z[7 ï � �ç-�2 Ì 

� ��� Ë� �2 X-� � 2- �2 Y��Z � ./#å�I
Z[7 � �ç-�2 Ì 

� ��� Ë� }X� � �ç2 ~ -� � 2- �2 Y��Z � ./#å�I
Z[7 Ì 

� ��� Ë� }X� � �ç2 ~ î-� � 2- }X� � �ç2 ~+7 �2 Y��Z � ./#å�I
Z[7 ¬¬ 

¬� î}X� � �ç2 ~+7 �2 Y��Z � ./#å�I
Z[7 ï�ð 

 

Άρα τελικά η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή της - είναι: 
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��- ., /, �, C;�;⁄ �~� a �X� � �ç Y��Z � ./#å�I
Z[7  , �X� � �ç�+7  b 

 

Εύρεση πλήρως δεσµευµένης κατανοµής της .: 

��. -, /, �, C;�;⁄ � � ��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å�� � ��.�2I
Z[7 Ì 

� ��� Ë� �2 Y���Z � -�� � 2��Z � -�./#å � �./#å���I
Z[7 � ��.�2 Ì 

� ��� Ë� �2 Y�./#å��I
Z[7 � �2 2 Y�./#å���Z � -�I

Z[7 � �2 Y��Z � -��I
Z[7 � ��.�2 Ì 

� ��� Ëa� �2 Y�/#å��I
Z[7 � ��2 b .� � 2. �2 Y /#å��Z � -�I

Z[7 � �2 Y��Z � -��I
Z[7 Ì 

� ��� ña� �2 Y�/#å��I
Z[7 � ��2 b ò.� � 2. �2 a� �2 Y�/#å��I

Z[7 � ��2 b+7 Y /#å��Z � -�I
Z[7 ¬¬ 

¬� �2 a� �2 Y�/#å��I
Z[7 � ��2 b+7 Y��Z � -��I

Z[7 ð 

 

Άρα τελικά η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή της β είναι: 

 ��. -, /, �, C;�;⁄ � � 

 

��� ó� a�2 Y�/#å��I
Z[7 � ��2 b ì. � �2 a� �2 Y�/#å��I

Z[7 � ��2 b+7 Y /#å��Z � -�I
Z[7 í�ô 

 

��. -, /, �, C;�;⁄ �~� z�� ∑ /#å��Z � -�IZ[7� ∑ �/#å�� � ��IZ[7  , 1� ∑ �/#å�� � ��IZ[7 | 

 

Εύρεση πλήρως δεσµευµένης κατανοµής της /: 
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��/ -, ., �, C;�;⁄ � � ��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 Ì 

 

Εύρεση πλήρως δεσµευµένης κατανοµής της �: 

 

��� -, ., /, C;�;⁄ � � �I�¡�+7��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 Ì ���q���r 

� �I�¡�+7��� Ë� �2 Y��Z � - � ./#å��I
Z[7 � ��Ì 

� �I�¡�+7��� «�� z∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � �| 

 

Άρα τελικά η πλήρως δεσµευµένη κατανοµή της � είναι: 

 

��� -, ., /, C;�;⁄ �~Ù zX2 � � , ∑ ��Z � - � ./#å��IZ[7 2 � � |. 
 

Πίνακας 3.5 Μέση τιµή και τυπικά σφάλµατα των εργοδικών µέσων των παραµέτρων õ, ö ÷øù ú για το 
πρόβληµα Dugongs. 

1η Μέθοδος   õ   ö   ú 

Εκτίµηση µέσων  2.6634  0.9800  0.8668 
Τυπική απόκλιση  0.0186  0.0181  0.0071 
2η Μέθοδος       
Εκτίµηση µέσων  2.6629  0.9802  0.8667 

Τυπική απόκλιση  0.0017  0.0018  0.0007 
3η Μέθοδος       
Εκτίµηση µέσων  2.6628  0.9803  0.8667 
Τυπική απόκλιση  0.0050  0.0015  0.0020 
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Σχήµα 3.6 Σύγκλιση εργοδικών µέσων των παραµέτρων õ, ö και ú που προκύπτουν από την πρώτη µέθοδο �___�, τη δεύτερη µέθοδο ���� και την τρίτη µέθοδο (……) 

 

Οι παράµετροι -, ., � παίρνουν νέα τιµή µέσω των πλήρως δεσµευµένων κατανοµών 

τους ��- ., /, �, C;�;⁄ �, ��. -, /, �, C;�;⁄ � και ��� -, ., /, C;�;⁄ � αντίστοιχα ενώ για 

την παράµετρο / θα κάνουµε χρήση ενός βήµατος MH µε κατανοµή πρότασης την 

οµοιόµορφη m�0 , 1� καθώς το / παίρνει τιµές στο διάστηµα �0 , 1� και µε κατανοµή-

στόχο την πλήρως δεσµευµένη κατανοµή της που είναι η ��/ -, ., �, C;�;⁄ �. 

Στο Σχήµα 3.7 απεικονίζεται η σύγκλιση των εργοδικών µέσων των παραµέτρων -, . 

και /. 

Για να εξετάσουµε ποια από τις τρείς µεθόδους που χρησιµοποιήσαµε δίνει εκτιµητές 

µε µικρότερη διασπορά δηµιουργήσαµε 500 ανεξάρτητες αλυσίδες των 100000 

0 50.000 100.000

2.58

2.6

2.62

2.64

2.66

2.68

2.7

t

E ( α )

0 50.000 100.000

0.96

0.98

1

1.02

E ( β )

t

0 50.000 100.000
0.84

0.85

0.86

0.87

0.88
E ( γ )

t



45 | Σ ε λ ί δ α  

 

παρατηρήσεων η κάθε µια, από κάθε µέθοδο ξεχωριστά και εκτιµήσαµε τις µέσες τιµές 

των εργοδικών µέσων των παραµέτρων καθώς και τις αντίστοιχες τυπικές αποκλίσεις. 

 

Παρατηρούµε ότι και οι τρεις µέθοδοι που χρησιµοποιήσαµε µας έδωσαν αντίστοιχες 

εκτιµήσεις για τις παραµέτρους -, . και / του µοντέλου µας. Η δεύτερη µέθοδος (που 

έχουµε ολοκληρώσει την παράµετρο �) δίνει εκτιµητές µε τα µικρότερα τυπικά 

σφάλµατα.  
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4 Εκτίµηση ∆ιασποράς 
 

 

 

4.1 Μέθοδοι Εκτίµησης ∆ιασποράς     
Υποθέτουµε ότι G � qG7, G�, G�, … r είναι µια απεριοδική (aperiodic), µη 

διαχωρίσιµη (irreducible), θετικά Harris επαναληπτική (positive Harris recurrent) 

αλυσίδα Markov µε χώρο καταστάσεων D και στάσιµη κατανοµή �. Από το Εργοδικό 

θεώρηµα έχουµε ότι  

 

>WI � 1X Y >�
Z�I+7
Z[' N ΕA�>� καθώς το X N ∞. 

 

Οι MCMC µέθοδοι κατασκευάζουν αλυσίδες Markov G που ικανοποιούν τις 

παραπάνω συνθήκες µε αποτέλεσµα να ισχύει το εργοδικό θεώρηµα και παίρνοντας ένα 

πεπερασµένο αριθµό X παρατηρήσεων, ο εκτιµητής >WI συγκλίνει στην προς εκτίµηση 

µέση τιµή ΕA�>�. Επιπλέον για τον εκτιµητή >WI ισχύει το παρακάτω θεώρηµα. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1: Υποθέτουµε ότι 
 � qG7, G�, G�, … r είναι µια απεριοδική, µη 

διαχωρίσιµη, θετικά Harris επαναληπτική αλυσίδα Markov µε στάσιµη κατανοµή �. Εάν 

επιπλέον η 
 είναι γεωµετρικά εργοδική και ΕA|>|�¡� ^ ∞ για κάποιο � ) 0, τότε 

 

√X �>WI � ΕA�>�� MN ��0, ?��� �4.1� 
 

όπου 



48 | Σ ε λ ί δ α  

 

?�� � \;]A�>�
'�� � 2 Y :��A�>�
'�, >�
Z��(
Z[7 . 

 

Παρατήρηση 4.1: Οι Roberts and Rosenthal (1997) έχουν δείξει ότι εάν η 
 είναι 

αναστρέψιµη ισχύει το παραπάνω θεώρηµα και στην περίπτωση που έχουµε πεπερασµένη 

δεύτερη ροπή δηλ. ΕA�>�� ^ ∞. 

Η εκτίµηση της ασυµπτωτικής διασποράς ?�� δεν είναι τυπική διαδικασία εξαιτίας 

της εξάρτησης των 
Z. Για το σκοπό αυτό έχουν προταθεί διάφορες µέθοδοι στη 

βιβλιογραφία. Στα πλαίσια αυτού του κεφαλαίου θα ασχοληθούµε µε τις σηµαντικότερες 

από αυτές. 

 

 

4.1.1 Spectral Estimation 
 

Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουµε µια οµάδα από εκτιµητές της ?�� και θα 

αναφέρουµε συνθήκες που εγγυώνται τη συνέπεια τους. Πρώτα από όλα όµως θα 

ορίσουµε την αυτοσυσχέτιση µε χρονική υστέρηση � ως 

  /  � /+  � EA�xIx�¡�� 
 

όπου xZ 	� >�
Z� � EA> για £ � 1,2,3, … 

Ένας λογικός εκτιµητής της αυτοσυσχέτισης µε χρονική υστέρηση �, είναι η 

εµπειρική αυτοσυσχέτιση  

 

/cI,  � /cI,+  � 1X Y�>�
Z� � _̂I��>�
Z¡ � � _̂I�I+ 
Z[7   /�- � � 0,1,2, … , X � 1 

µε 

_̂I � 1X Y >�
Z�I
Z[7  
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Ένας όχι και τόσο καλός εκτιµητής ?c� του ?�� δίνεται από το άθροισµα των /cI,  και 

λέγεται Window estimator 

 

?c�� � /cI,' � 2 Y /cI, 
I+7
 [7 . 

 

Ένας άλλος εκτιµητής της ?�� είναι ο Spectral εκτιµητής που δίνεται από τον τύπο 

 

?c�� � Y �I, /cI, 
¾+7

 [+�¾+7�  

 

όπου �I,  (lag window) είναι µια συνάρτηση βάρους και �I είναι το σηµείο όπου από 

εκεί και πέρα θεωρούµε όλες τις αυτοσυσχετίσεις µηδέν. 

 

Υπόθεση 4.1: Η lag window �I,  είναι µια άρτια συνάρτηση που ορίζεται στους 

ακέραιους αριθµούς ως εξής  

 

��I, � l 1 για όλα τα X, � �I,' � 1 για όλα τα X �I,  � 0  για όλα τα |�| P �I 

 

Υπόθεση 4.2: Υποθέτουµε ότι το �I είναι µια ακέραια ακολουθία τέτοια ώστε �I N ∞ 

και X/�I N ∞ καθώς το X N ∞ όπου �I και X/�I είναι µονότονα µη φθίνουσες 

ακολουθίες. 

 

Υπόθεση 4.3: Υπάρχει µια συνάρτηση ¯: D N �0,1� και ένα µέτρο πιθανότητας � τέτοιο 

ώστε  k��,·� P ¯�����·� για όλα τα � U D. 
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Θεώρηµα 4.2: Υποθέτουµε ότι G είναι µια γεωµετρικά εργοδική αλυσίδα µε στάσιµη 

κατανοµή � και >: D N L είναι µια Borel συνάρτηση µε ΕA|>|è¡�¡� ^ ∞ για κάποιο � ) 0 και Á ) 0. Έστω ότι οι υποθέσεις 4.1, 4. 2 και 4.3 ισχύουν. Ορίζουµε  

 

�7�I��� � �I�� � 1� � �I���  

και 

���I��� � �I�� � 1� � 2�I��� � �I�� � 1�. 

 

Επίσης υποθέτουµε ότι (α) �IX+7 ∑ �|�7�I���|¾�[7 N 0 καθώς το X N ∞, (β) υπάρχει 

µια σταθερά = P 1 τέτοια ώστε ∑ ��I/X��I ^ ∞, (γ) �IX+7 log X N 0 καθώς το X N ∞, 

(δ)  

�IX�h�log X�I�∑ |���I���|¾�[7 �� N 0 καθώς το X N ∞, 
και  X�h�log X�� ∑ |���I���|¾�[7 N 0 καθώς το X N ∞, 

 

όπου ; � 1/�4 � �� και (ε) �I+7X�h log X N 0 καθώς το X N ∞. Τότε για οποιαδήποτε 

στάσιµη κατανοµή �, ?c�� N ?�� καθώς το X N ∞. 
 

Ο Anderson �1994� πρότεινε µια σειρά lag window συναρτήσεων που ικανοποιούν 

τις υποθέσεις για τα �I,  κάποιες από τις οποίες δίνονται παρακάτω µε �I � �X�� και 0 ^ � ^ 1.  

i. Simple truncation : �I,  � ��|�| ^ �I� 

ii. Blackman-Tukey : �I,  � �1 � 2- � 2 -=�¯��|�|/�I����|�| ^ �I� µε - ) 0. 

Όταν το - � 1/4  τότε έχουµε την Tukey-Hanning window. 

iii.  Parzen : �I,  � f1 � | |�
¾� i ��|�| ^ �I� για æ U �¡ � q1,2,3, … r 

Όταν æ � 1 αυτή ονοµάζεται modified Bartlett window. 

iv. Scale-parameter modified Bartlett: �I,  � �1 � �| |
¾ � ��|�| ^ �I� όπου � S 1 

θετική σταθερά. 
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4.1.2 Batch means (BM) 
 

Μια εναλλακτική µέθοδος για την εκτίµηση της διασποράς είναι η µέθοδος Batch 

means. Υποθέτουµε πως έχουµε µια αλυσίδα Markov �
I�IU��. ∆ιαιρούµε την αλυσίδα 

που αποτελείται από X παρατηρήσεις σε ; κοµµάτια που το καθένα περιέχει � 

παρατηρήσεις �X � ; · �� και βρίσκουµε τους µέσους κάθε κοµµατιού  

 

xW� � ∑ >�
Z��Z[��+7�¡7
�

. 
 

Τα xW� ασυµπτωτικά είναι ανεξάρτητα και ισόνοµα και είναι η Monte Carlo εκτίµηση 

της Eπ�>� του �-οστού κοµµατιού. Έτσι εκτιµάται η διασπορά από την ποσότητα 

 

?c �� � �; � 1 Y�xW� � _̂��h
�[7  , όπου _̂ ο συνολικός µέσος. 

 

Αυτός είναι ένας ασυνεπής εκτιµητής του ?�� όµως έχει αποδειχθεί ότι αν ορίσουµε ; � � � √X, τότε ?c �� N ?�� µε πιθανότητα 1 καθώς το X N ∞.(Glynn and Iglehart 1990 

και Glynn and Whitt 1991) 

 

 

4.1.3 Overlapping batch means (OBM) 
 

Ο OBM εκτιµητής είναι µια γενίκευση του ΒΜ αλλά προκύπτει και από το modified 

Bartlett lag window εκτιµητή εκτός από κάποιους τελευταίους όρους. (Flegal and Jones 

(2010)) 

H αλυσίδα Markov χωρίζεται σε X � � � 1 κοµµάτια µεγέθους � παρατηρήσεων το 

κάθε ένα, συνήθως � � √X. Η G� είναι η πρώτη παρατήρηση του �-οστού κοµµατιού, το 

οποίο αποτελείται από το σύνολο των διαδοχικών παρατηρήσεων �G� , … , G�¡+7�. Για το �-ιοστό κοµµάτι ορίζουµε   
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xW� � 1
�

Y >�
�¡Z+7�

Z[7  

 

και ο ΟΒΜ εκτιµητής του ?�� ορίζεται από  

 

?c! �� � X��X � ���X � � � 1� Y �xW� � _̂��I+¡7
�[7 . 

 

Θεώρηµα 4.3: Υποθέτουµε ότι η G είναι µια γεωµετρικά εργοδική αλυσίδα Markov µε 

στάσιµη κατανοµή � και >:X N L είναι µια συνάρτηση Borel µε EA|>|�¡�¡� ^ ∞ για 

κάποιο � ) 0 και Á ) 0. Θεωρούµε ότι ισχύουν οι Υποθέσεις 4.2 και 4.3. Επίσης, 

υποθέτουµε ότι (α) υπάρχει µια σταθερά = P 1 τέτοια ώστε ∑ ��I X⁄ �� ^ ∞I , (β) 

�IX+7 log X N 0 καθώς το X N ∞, (γ) X�h�log X��/�I N 0 καθώς το X N ∞ όπου το - � 1 �2 � ��⁄ , (δ) υπάρχει ένας ακέραιος αριθµός X' και µια σταθερά =7 τέτοια ώστε 

για όλα τα X P X' έχουµε log X �I⁄ l =7, και (ε) �I�X+� log log X N 0 και 

�IèX+� log log X N 0 καθώς X N ∞, τότε καθώς το X N ∞, ?c! �� N ?�� µε πιθανότητα 1. 

 

Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε ένα απλό παράδειγµα για να εκτιµήσουµε τη διασπορά 

των εργοδικών µέσων χρησιµοποιώντας τους παραπάνω εκτιµητές. 

 

 

4.2 Παράδειγµα  
 

Έστω ότι τρέχουµε έναν αλγόριθµο ΜΗ µε κατανοµή-στόχο την τυπική κανονική 

κατανοµή �~��0 , 1� και µε κατανοµή πρότασης την �~��0 , ?��. Παίρνουµε ένα 

δείγµα 10000 παρατηρήσεων για διάφορες τιµές του ? (π.χ. 2, 5 και 10�. Εκτιµάµε την 

πρώτη και τη δεύτερη ροπή και µε τη βοήθεια των µεθόδων που αναφέραµε 

προηγουµένως εκτιµάµε την ασυµπτωτική διασπορά τους. (βλέπε Πίνακα 4.1) 
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Πίνακας 4.1 Εκτίµηση ασυµπτωτικής διασποράς εργοδικών µέσων πρώτης και δεύτερης ροπής από ένα 
δείγµα 10000 παρατηρήσεων που προσοµοιώθηκε µέσω ενός αλγόριθµου ΜΗ µε κατανοµή-στόχο Î~Â�Ã , Ä� και κατανοµή πρότασης Å~Â�Ã ,#Ç�. 

 
 

Εκτίµηση διασποράς 
1ης ροπής 

Εκτίµηση διασποράς 
2ης ροπής 

 σ � 2 σ � 5 σ � 10 σ � 2 σ � 5 σ � 10 

Simple truncation 1.9556 4.9540 14.3421 6.0970 12.1245 22.1378 
Blackman -Tukey για δ= 1 1.8229 5.0216 13.8644 5.4318 13.0379 23.3005 
Blackman-Tukey για δ= 2 1.8451 5.0104 13.9441 5.5427 12.8857 23.1068 
Tukey Hanning Window 
για δ= 0 

1.7898 5.0386 13.7451 5.2655 13.2663 23.5912 
Parzen για q=2 1.8330 5.0626 14.3103 5.4214 12.8955 22.8747 
Modified Bartlett = 
Parzen για q=1 

1.7946 4.9870 13.1125 5.2220 12.9911 22.1851 
Scale-parameter  Bartlett 
λ=0.5 

1.8751 4.9705 13.7273 5.6595 12.5578 22.1615 
Batch Mean 1.8771 4.9835 12.0828 4.8159 13.8176 22.5375 
Overlapping Batch Mean 1.7573 5.0596 13.2135 5.2918 12.7015 22.5214 
 

 

Παρατηρούµε ότι όλες οι παραπάνω µέθοδοι δίνουν περίπου την ίδια εκτίµηση για 

την ασυµπτωτική διασπορά. 

 

Παρά το γεγονός ότι οι µέθοδοι αυτές χρησιµοποιούνται ευρέως στη βιβλιογραφία, 

αντιµετωπίζουν κάποια προβλήµατα. Ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα τους είναι 

η ύπαρξη εξάρτησης µεταξύ των διαδοχικών παρατηρήσεων της αλυσίδας. Επίσης, 

σηµαντικό πρόβληµα είναι ότι οι µέθοδοι αυτές τείνουν να είναι πιο αποτελεσµατικές 

όταν η αλυσίδα είναι στάσιµη. Για την αποφυγή τέτοιων προβληµάτων χρησιµοποιείται η 

µέθοδος Regenerative Simulation (RS) η οποία δηµιουργεί ένα εναλλακτικό ΚΟΘ που 

επιτρέπει την κατασκευή διαφορετικών ασυµπτωτικών διασπορών. Η µέθοδος αυτή δεν 

απαιτεί η αλυσίδα Markov να είναι στάσιµη. Με διάφορες τεχνικές, εντοπίζονται οι 

τυχαίοι χρόνοι στους οποίους η αλυσίδα αναγεννάται (regenerate). Tα κοµµάτια της 

αλυσίδας µεταξύ των σηµείων που γίνεται αναγέννηση (regeneration) είναι ανεξάρτητα. 

Οπότε, προσοµοιώνεται ένας σταθερός αριθµός τέτοιων κοµµατιών και τελικά εκτιµάται 

η διασπορά από ανεξάρτητες παρατηρήσεις. Επίσης δεν χρειάζεται τα κοµµάτια να 
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παράγονται από µια και µόνο διαδικασία αλλά µπορούν να παράγονται από διαφορετικές 

ανεξάρτητες διαδικασίες.  

Στα πλαίσια αυτής της εργασίας δεν ασχοληθήκαµε µε τη µέθοδο αυτή. Για 

περισσότερες πληροφορίες βλέπε Mykland et al. (1995), Robert (1995), Mengersen and 

Tweedie (1996), Jones and Hobert (2001), Brockwell and Kadane (2004).       
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5 Προσδιορισµός κατάλληλης 
κατανοµής πρότασης στον 
αλγόριθµο Metropolis-Hastings 

 

 

 

5.1 Ρυθµός αποδοχής (Acceptance rate) 
 

Ο αλγόριθµος MH απαιτεί την επιλογή µιας κατανοµής πρότασης και όπως είναι 

γνωστό κάποιες κατανοµές πρότασης συµπεριφέρονται καλύτερα από άλλες. Στα πλαίσια 

αυτού του κεφαλαίου θα εστιάσουµε στον αλγόριθµο Random Walk Metropolis, στον 

οποίο οι προτεινόµενες τιµές έχουν τη µορφή xI¡7 � xI � $I όπου τα $I  είναι 

ανεξάρτητα και ισόνοµα κατανεµηµένα από κάποια συµµετρική κατανοµή µε παράµετρο 

κλίµακας ? ) 0 π.χ. $Z~��0 , ?��. Σε αυτή την περίπτωση η τιµή του ? παίζει 

καθοριστικό ρόλο για την ταχύτητα σύγκλισης του αλγόριθµου. ∆ίνοντας µια πολύ µικρή 

τιµή στο ?, τότε ο αλγόριθµος θα αποδέχεται όλες τις προτεινόµενες νέες τιµές αλλά η 

αλυσίδα θα κινείται πολύ αργά και δε θα έχουµε γρήγορη σύγκλιση. Με µια µεγάλη τιµή 

για το σ οι προτεινόµενες τιµές θα απορρίπτονται µε αποτέλεσµα η αλυσίδα να παραµένει 

στο ίδιο σηµείο για πολλές επαναλήψεις. Για να αποφύγουµε αυτές τις ακραίες 

περιπτώσεις χρειάζεται να αποδεχόµαστε την προτεινόµενη τιµή µε ένα βέλτιστο ρυθµό. 

Αν ο ρυθµός αποδοχής είναι κοντά στο 0 τότε το ? είναι πολύ µεγάλο ενώ αν είναι κοντά 

στο 1 τότε είναι πολύ µικρό. Αν όµως βρίσκεται ανάµεσα στο 0 και 1 τότε θα έχουµε 

αποφύγει τις ακραίες τιµές και έτσι θα έχουµε µια καλή τιµή για το ?. 
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Οι πρώτοι που προσδιόρισαν µια συγκεκριµένη τιµή για το βέλτιστο ρυθµό αποδοχής 

ήταν οι Roberts, Gelman and Gilks (1997). Πιο συγκεκριµένα, θεώρησαν έναν RWM 

στον LM για πολύ ειδικές κατανοµές-στόχου, της µορφής 

 ���7, ��, … , �M� � J��7�J���� … J��M� (5.1) 

 

για κάποιες µονοδιάστατες κατανοµές J. Έτσι η κατανοµή-στόχος αποτελείται από 

ανεξάρτητες και ισόνοµα κατανεµηµένες συνιστώσες το οποίο όµως είναι µη ρεαλιστικό 

στις MCMC τεχνικές. Επίσης θεώρησαν ότι η κατανοµή πρότασης είναι η ���, ?��M�. 

Για αυτή την περίπτωση απέδειξαν ότι καθώς το C N ∞, ο βέλτιστος ρυθµός αποδοχής 

είναι ακριβώς ίσος µε 0.234. Οι Roberts and Rosenthal (2001) απέδειξαν ότι στο 

µονοδιάστατο χώρο ο βέλτιστος ρυθµός αποδοχής είναι ίσος µε 0.44 . 

 

Επίσης, οι Roberts and Rosenthal (2001) θώρησαν σαν κατανοµή-στόχο την 

 

���� � é :ZJ�:Z�Z�M
Z[7 , 

 

όπου q:Zr είναι ανεξάρτητα και ισόνοµα κατανεµηµένα από κάποια κατανοµή (η Σχέση 

(5.1) αντιστοιχεί στην περίπτωση όπου τα :Z είναι µια σταθερά). Απέδειξαν ότι και σε 

αυτή την περίπτωση ισχύουν τα αποτελέσµατα των Roberts et al. (1997) για το βέλτιστο 

ρυθµό αποδοχής αν και στην πράξη όσο πιο ανοµοιογενής είναι η κατανοµή-στόχος, 

δηλαδή όσο µεγαλύτερη µεταβλητότητα έχουν τα :Z, τόσο πιο αργός είναι ο αλγόριθµος. 

Προς την ίδια κατεύθυνση, η Bedard (2006,2007,2008) και οι Berard and Rosenthal 

(2008) θεώρησε την περίπτωση όπου η κατανοµή-στόχος � αποτελείτε από ανεξάρτητες 

συνιστώσες µε τελείως διαφορετικές παραµέτρους κλίµακας. Έτσι απέδειξαν ότι εάν κάθε 

συνιστώσα κυριαρχείται από το άθροισµα των άλλων τότε ο βέλτιστος ρυθµός αποδοχής 

παραµένει να είναι 0.234. Στην περίπτωση που µια συνιστώσα είναι συγκρίσιµη µε το 

άθροισµα των υπολοίπων τότε ο βέλτιστος ρυθµός αποδοχής είναι γενικά µικρότερος από 0.234. 
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Οι Roberts and Tweedie (1996) και Roberts and Rosenthal (1998) µελέτησαν τον 

αλγόριθµο Metropolis-Adjusted Langevin ο οποίος είναι ένας αλγόριθµος παρόµοιος µε 

το RWM µε κατανοµή-στόχο ���7, ��, … , �M� � J��7�J���� … J��M� αλλά µε τη 

διαφορά ότι η κατανοµή πρότασης είναι της µορφής ��
I � �%$� & log ��
I� , ?M�QM�. Για 

αυτή τη µορφή του αλγόριθµου απέδειξαν ότι ο βέλτιστος ρυθµός αποδοχής είναι ίσος µε 0.574 αντί του 0.234 και ότι ο αλγόριθµος Metropolis-Adjusted Langevin συγκλίνει πιο 

γρήγορα από τον RWM. Ο υπολογισµός όµως της βάθµωσης (gradient) της � σε κάθε 

επανάληψη είναι δύσκολη και χρονοβόρα διαδικασία, πράγµα που κάνει τον αλγόριθµο 

RWM πιο δηµοφιλής. 

Παρακάτω παρουσιάζουµε µερικά παραδείγµατα όπου φαίνεται ο τρόπος µε τον 

οποίο επηρεάζεται  η σύγκλιση της αλυσίδας ανάλογα µε την παράµετρο κλίµακας της 

κατανοµής πρότασης. 

 

 

5.1.1 Μονοδιάστατη περίπτωση 
 

Έστω ότι έχουµε για κατανοµή-στόχο την τυπική κανονική κατανοµή ����~��0 , 1� και κατανοµή πρότασης τη ��· |��~��� , ?��, δηλαδή µια κανονική 

κατανοµή µε µέση τιµή την προηγούµενη κατάσταση της αλυσίδας και διασπορά ?�. 

Θέλουµε να επιλέξουµε κατάλληλο ? τέτοιο ώστε να έχουµε ρυθµό αποδοχής όσο πιο 

κοντά στη βέλτιστη τιµή 0.44 γίνεται (το οποίο είναι το βέλτιστο για µονοδιάστατες 

κατανοµές πρότασης σύµφωνα µε Roberts et al., 1997; Roberts and Rosenthal, 2001). 

Τρέχουµε 1000 ανεξάρτητες αλυσίδες 10000 προσοµοιωµένων παρατηρήσεων η κάθε µια 

για διάφορες τιµές της τυπικής απόκλισης ? (π.χ. 0.5, 1.1, 1.5, 2, 2.4, 3, 5 και 10�. 

Στον Πίνακα 5.1 απεικονίζονται ο µέσος ρυθµός αποδοχής καθώς επίσης και η µέση 

εκτίµηση και η τυπική απόκλιση της πρώτης και δεύτερης ροπής για τις διάφορες τιµές 

του ?.  

Παρατηρούµε ότι για τυπική απόκλιση ? � 2.4 έχουµε καταφέρει να επιτύχουµε το 

βέλτιστο ρυθµό αποδοχής σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία. Επίσης παρατηρούµε ότι για 

αυτό το ? οι εκτιµητές έχουν τη µικρότερη ή πολύ κοντά στη µικρότερη διασπορά. 
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Πίνακας 5.1 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέση εκτίµηση και τυπική απόκλιση της πρώτης και δεύτερης 
ροπής.  

 ? 

Ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 0.5 0.84 -0.0022 0.0479 1.0019 0.0553 1.1 0.68 -0.0008 0.0287 1.0018 0.0341 1.5 0.59 -0.0011 0.0229 0.9994 0.0309 2.0 0.50 -0.0015 0.0219 0.9988 0.0304 2.4 0.44 0.0002 0.0207 1.0017 0.0305 3.0 0.37 -0.0008 0.0213 1.0028 0.0320 5.0 0.24 -0.0004 0.0249 1.0013 0.0386 10.0 0.13 -0.0006 0.0359 0.9970 0.0538 
 

 

5.1.2 Πολυδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο RWM µε κατανοµή-στόχο τη 10-διάστατη τυπική 

κανονική κατανοµή ��0 , Q7'� και κατανοµή πρότασης τη 10-διάστατη κανονική 

κατανοµή ��� , ?�Q7'� µε � το 10-διάστατο διάνυσµα που δίνει την τρέχουσα 

κατάσταση. Θέλουµε να επιλέξουµε κατάλληλο ?� τέτοιο ώστε  να έχουµε ρυθµό 

αποδοχής όσο πιο κοντά στο 0.234 γίνεται (το οποίο είναι το βέλτιστο για πολυδιάστατες 

κατανοµές πρότασης σύµφωνα µε Roberts et al. 1997, Roberts and Rosenthal 1998, 2001, 

Bedard 2006). Προσοµοιώνουµε 1000 ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 10000 

παρατηρήσεων η κάθε µία για διάφορες τιµές του ?� (π.χ. 0.1, 0.5, 0.65, 1.5,2 και 2.5�. Στον Πίνακα 5.2 απεικονίζονται ο µέσος ρυθµός αποδοχής καθώς επίσης και 

οι µέσες εκτιµήσεις και οι τυπικές αποκλίσεις της πρώτης και της δεύτερης ροπής για 

κάθε συνιστώσα της κατανοµής-στόχου µας.  

 

 



59 | Σ ε λ ί δ α  

 

Πίνακας 5.2 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέσες εκτιµήσεις και τυπικές αποκλίσεις της πρώτης και δεύτερης 
ροπής για κάθε συνιστώσα. 

 ?� � 0.1 

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 -0.0015 0.0828 0.9975 0.0826 0.6279 �� -0.0028 0.0810 1.0037 0.0895  �� 0.0005 0.0805 1.0009 0.0855  �è -0.0009 0.0842 0.9972 0.0830  �× 0.0054 0.0834 0.9963 0.0876  �' -0.0017 0.0793 0.9953 0.0849  �( -0.0005 0.0832 0.9979 0.0910  �) -0.0030 0.0831 1.0001 0.0858  �* 0.0014 0.0819 0.9996 0.0836  �7' -0.0035 0.0839 0.9944 0.0849  
 

 

 ?� � 0.5 

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 -0.0014 0.0570 1.0026 0.0633 0.2898 �� -0.0021 0.0580 1.0024 0.0620  �� 0.0000 0.0550 1.0006 0.0628  �è -0.0019 0.0581 0.9998 0.0638  �× 0.0016 0.0558 1.0012 0.0617  �' 0.0002 0.0560 0.9988 0.0605  �( 0.0011 0.0565 1.0024 0.0653  �) -0.0008 0.0578 1.0000 0.0627  �* 0.0006 0.0573 0.9993 0.0602  �7' -0.0006 0.0563 1.0006 0.0608  
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 ?� � 0.65 

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 -0.0027 0.0549 0.9986 0.0634 0.2315 �� 0.0005 0.0586 0.9993 0.0616  �� 0.0022 0.0561 1.0022 0.0619  �è 0.0017 0.0537 1.0022 0.0640  �× -0.0030 0.0567 0.9988 0.0621  �' -0.0015 0.0560 0.9993 0.0605  �( 0.0005 0.0559 1.0012 0.0615  �) -0.0002 0.0570 0.9996 0.0621  �* -0.0040 0.0564 0.9987 0.0639  �7' -0.0043 0.0557    1.0011    0.0599  
 

 

 ?� � 1.5 

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 -0.0017 0.0705 1.0022 0.0807 0.0816 �� 0.0029 0.0687 0.9993 0.0822  �� 0.0003 0.0690 1.0013 0.0814  �è -0.0019 0.0693 1.0022 0.0822  �× 0.0026 0.0711 1.0001 0.0812  �' -0.0039 0.0677 1.0020 0.0792  �( -0.0011 0.0708 1.0007 0.0796  �) 0.0002 0.0697 1.0020 0.0808  �* 0.0019 0.0716 0.9998 0.0812  �7' 0.0040 0.0711    0.9975    0.0786  
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 ?� � 2  

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 0.0028 0.0873 0.9998 0.1027 0.0494 �� 0.0005 0.0867 1.0035 0.1023  �� 0.0010 0.0845 1.0028 0.1059  �è -0.0036 0.0841 0.9955 0.0993  �× -0.0017 0.0849 1.0008 0.1005  �' 0.0001 0.0875 0.9928 0.0976  �( 0.0014 0.0856 1.0048 0.1042  �) 0.0018 0.0862 0.9975 0.1022  �* 0.0040 0.0846 1.0040 0.0991  �7' -0.0025 0.0837 1.0008 0.1006  
 

 

 ?� � 2.5 

 

Μέση 

εκτίµηση 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση 

εκτίµηση 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

Ρυθµός 

αποδοχής 

�7 0.0028 0.1064 0.9932 0.1290 0.0315 �� -0.0010 0.1028 1.0025 0.1233  �� 0.0005 0.1036 1.0012 0.1242  �è 0.0006 0.1073 1.0029 0.1249  �× -0.0039 0.1068 0.9969 0.1283  �' 0.0016 0.1046 1.0066 0.1262  �( 0.0041 0.1048 1.0033 0.1336  �) -0.0001 0.1040 1.0028 0.1269  �* -0.0024 0.1097 0.9982 0.1270  �7' -0.0002 0.1038 1.0073 0.1237  
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Παρατηρούµε ότι για διασπορά ?� � 0.65 έχουµε καταφέρει να φτάσουµε πολύ 

κοντά στο βέλτιστο ρυθµό αποδοχής σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία. 

Όµως αυτό που κάναµε σε αυτά τα παραδείγµατα δεν µπορούµε να το εφαρµόζουµε 

γενικά. ∆εν είναι εύκολο µε "trial and error" τεχνικές σε περίπλοκα προβλήµατα να 

βρούµε ένα ικανοποιητικό ?. Για αυτό έχουν αναπτυχθεί στη βιβλιογραφία διάφορες 

τεχνικές για τον εντοπισµό ενός κατάλληλου ? για την κατανοµή πρόταση. Στη συνέχεια 

θα αναφερθούµε σε κάποιες από αυτές τις τεχνικές. 

 

 

5.2 Adaptive MCMC 
 

Οι Adaptive MCMC τεχνικές επιλύουν το πρόβληµα της εύρεσης κατάλληλων τιµών 

των παραµέτρων της κατανοµής πρότασης του αλγόριθµου µε σκοπό την πιο γρήγορη 

σύγκλιση της αλυσίδας. Έτσι κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης χρησιµοποιούνται 

πληροφορίες από την ιστορία της διαδικασίας ώστε να ενηµερώνονται αυτόµατα οι 

παράµετροι της κατανοµής πρότασης µε καταλληλότερες τιµές.  

Είναι όµως γνωστό ότι οι Adaptive MCMC τεχνικές δε διατηρούν πάντα τη 

στασιµότητα της � (Rosenthal (2004), Roberts και Rosenthal (2005)). Παρόλα αυτά, αν οι 

ενηµερώσεις σχεδιαστούν έτσι ώστε να ικανοποιούν κάποιες συγκεκριµένες συνθήκες, 

τότε εγγυώνται τη στασιµότητα και επιταχύνεται σηµαντικά η σύγκλιση της αλυσίδας.  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε µια σειρά από προσαρµοστικούς (adaptive) 

αλγόριθµους σε µονοδιάστατο αλλά και πολυδιάστατο χώρο καταστάσεων και θα δούµε 

ότι πράγµατι συγκλίνουν και συχνά έχουν καλύτερες ιδιότητες µίξης από αντίστοιχους µη 

προσαρµοστικούς αλγόριθµους.  

 

 

5.2.1 Αλγόριθµος Adaptive Metropolis (AM) 
 

Ο αλγόριθµος Adaptive Metropolis (ΑΜ) εφαρµόστηκε από τους Haario et al. (2001) 

και ήταν ο πρώτος adaptive MCMC αλγόριθµος. Οι Roberts and Rosenthal (2006a) 
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εισήγαγαν έναν ελάχιστα διαφορετικό αλγόριθµο από αυτόν των Haario et al. (2001) στο C-διάστατο χώρο µε µια κατανοµή-στόχο �. Πρότειναν την εφαρµογή ενός Metropolis 

αλγόριθµου µε κατανοµή πρότασης στην X-οστή επανάληψη την 

 

�I��,·� � ���, 0.1�QM/C�  για X l 2C 

        και 

�I��,·� � ñ�1 � .�� z�, �2.38��ê�IC | � .� z�, 0.1�C QM| , µε ê�I θετικά ορισµένο                              ���, 0.1�QM/C� ,                   µε ê�I µη θετικά ορισµένο

¬ 
 

 �5.2� 

 

 

 

για X ) 2C, όπου . µια µικρή θετική σταθερά 0 ^ . ^ 1 π.χ. . � 0.05 και ê�I η 

εκτίµηση του πίνακα διασπορών-συνδιασπορών της κατανοµής-στόχο που βρίσκεται από 

τον τύπο 

 

ê�I � 1X aY 
Z
Z+ � �X � 1�
WI
WI+
I

Z[' b 

  

όπου 
WI � 7I¡7 ∑ 
ZIZ['  η εκτίµηση της µέσης τιµής µέχρι εκείνη τη χρονική στιγµή. Ένας 

αναδροµικός τύπος για την εκτίµηση του πίνακα διασπορών-συνδιασπορών ê�I είναι ο 

 

ê�I � X � 1X ê�I+7 � 1X � 1 �
I � 
WI+7��
I � 
WI+7�+. 
 

Οι Haario et al. (2001) απέδειξαν ότι η διαδικασία ΑΜ διατηρεί τις εργοδικές της 

ιδιότητες υποθέτοντας ότι η κατανοµή-στόχος είναι άνω φραγµένη και έχει φραγµένο 

πεδίο ορισµού.  

Όπως παρατηρούµε παραπάνω στον τύπο της κατανοµής πρότασης ενώ η µέση τιµή 

εξαρτάται µόνο από την προηγούµενη κατάσταση, ο πίνακας διασπορών-συνδιασπορών 

υπολογίζεται χρησιµοποιώντας όλες τις προηγούµενες καταστάσεις µε αποτέλεσµα πλέον 

να χαθεί η µαρκοβιανή ιδιότητα της αλυσίδας µας. Έχει δειχθεί όµως ότι η ασυµπτωτική 
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εξάρτηση ανάµεσα στα στοιχεία της αλυσίδας δεν είναι τόσο ισχυρή µε αποτέλεσµα να 

ισχύουν τα θεωρήµατα των µεγάλων αριθµών (McLeish 1975 and Haario 2001). 

 

 

5.2.1.1 Μονοδιάστατη περίπτωση  
 

Εφαρµόζουµε τον AM αλγόριθµο στην περίπτωση που έχουµε µονοδιάστατο χώρο 

καταστάσεων µε κατανοµή-στόχο ��0 , 1� και κατανοµή πρότασης την (5.2) για C � 1. 

Τρέχουµε 500 ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 20000 παρατηρήσεων η κάθε µια. 

Εκτιµούµε τη µέση τιµή των εργοδικών µέσων της πρώτης και δεύτερης ροπής, τις 

τυπικές αποκλίσεις τους καθώς και το µέσο ρυθµό αποδοχής.     

 

 

Πίνακας 5.3 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέση εκτίµηση εργοδικών µέσων και τυπική απόκλιση της πρώτης 
και δεύτερης ροπής εφαρµόζοντας τον ΑΜ αλγόριθµο στο µονοδιάστατο χώρο καταστάσεων. 

 C � 1 �~��0 , 1� 

Ν=20000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση τιµή 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση τιµή 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

 0.4610 0.0006 0.0153 1.0002 0.0208 
 

Παρατηρούµε ότι ο ΑΜ αλγόριθµος έχει καταφέρει να φτάσει πολύ κοντά στο 

βέλτιστο ρυθµό αποδοχής.  

 

 

5.2.1.2 Πολυδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε και πάλι τον αλγόριθµο AM στο 10-διάστατο χώρο καταστάσεων για 

να προσοµοιώσουµε από την κατανοµή-στόχο �7'�0 , Q7'�. Για κατανοµή πρότασης 

χρησιµοποιούµε την �I��,·� που δίνεται στην Σχέση (5.2) για C � 10 και τρέχουµε 500 

ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 100000 παρατηρήσεων η κάθε µια. Εκτιµούµε τη µέση 
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τιµή των εργοδικών µέσων της πρώτης και δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους 

για κάθε συνιστώσα καθώς και τον µέσο ρυθµό αποδοχής.     

 

 

Πίνακας 5.4 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέσες τιµές εργοδικών µέσων και τυπικές αποκλίσεις της πρώτης 
και δεύτερης ροπής για κάθε συνιστώσα εφαρµόζοντας τον ΑΜ αλγόριθµο στο 10-διάστατο χώρο. C � 10  �~��0 , Q7'� 
Ν=100000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση τιµή 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση τιµή 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής �7 0.2921 -0.0016 0.0190 0.9946 0.0189 ��  -0.0008 0.0191 0.9937 0.0186 ��  0.0005 0.0192 0.9931 0.0199 �è  0.0003 0.0182 0.9936 0.0192 �×  0.0002 0.0183 0.9937 0.0198 �'  -0.0003 0.0183 0.9940 0.0198 �(  0.0005 0.0183 0.9926 0.0189 �)  0.0006 0.0180 0.9930 0.0197 �*  0.0013 0.0190 0.9945 0.0196 �7'  -0.0001 0.0189 0.9958 0.0193 
 

Στον 10-διάστατο χώρο καταστάσεων ο αλγόριθµος ΑΜ µας έδωσε µέσο ρυθµό 

αποδοχής 0.2921. 

 

 

5.2.2 Adaptive Metropolis-Within-Gibbs 
 

Στη µέθοδο Adaptive Metropolis-Within-Gibbs η προτεινόµενη τιµή της £-οστής 

παραµέτρου προσοµοιώνεται από την κατανοµή πρότασης ���Z , ��,�å� όπου ¿¯Z είναι ο 

λογάριθµος της τυπικής απόκλισης. Κάθε ¿¯Z πρέπει να επιλέγεται έτσι ώστε ο ρυθµός 

αποδοχής να προσεγγίζει το 0.44. Όµως αυτό είναι δύσκολο να επιτευχθεί µε δοκιµή. 
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Ένας τρόπος να προσαρµόσουµε κατάλληλα τις τιµές των ¿¯Z είναι να χωρίσουµε τη 

διαδικασία της προσοµοίωσης της αλυσίδας σε κοµµάτια µήκους ¢ παρατηρήσεων (π.χ. ¢ � 100) το καθένα. Θεωρούµε αρχικά όλες τις τιµές των ¿¯Z ίσες µε µηδέν (¿¯Z � 0). 

Μετά από το X-οστό κοµµάτι ενηµερώνουµε κάθε ¿¯Z προσθέτοντας ή αφαιρώντας ένα 

προσαρµοσµένο µέγεθος ��X� � min�0.01 , X+7 �⁄ �. Αυξάνουµε το ¿¯Z µε το ��X� αν ο 

ρυθµός αποδοχής της £ παραµέτρου είναι µεγαλύτερος από 0.44 στο X-οστό κοµµάτι ή το 

µειώνουµε κατά ��X� αν είναι µικρότερος.  

 

 

5.2.2.1 Μονοδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε τον Adaptive Metropolis-within-Gibbs αλγόριθµο στο µονοδιάστατο 

χώρο καταστάσεων για να προσοµοιώσουµε από την κατανοµή-στόχο ��0 , 1�. Για 

κατανοµή πρότασης χρησιµοποιούµε τη ��� , ��,�� και τρέχουµε 500 ανεξάρτητες 

αλυσίδες µήκους 20000 παρατηρήσεων η κάθε µια. Εκτιµούµε τη µέση τιµή των 

εργοδικών µέσων πρώτης και δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους καθώς και το 

µέσο ρυθµό αποδοχής.     

 

 

Πίνακας 5.5 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέση εκτίµηση εργοδικών µέσων και τυπική απόκλιση της πρώτης 
και δεύτερης ροπής εφαρµόζοντας τον Adaptive Metropolis-within-Gibbs αλγόριθµο στο µονοδιάστατο 
χώρο καταστάσεων. C � 1  �~��0 , 1� 

Ν=20000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση τιµή 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση τιµή 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

 0.4446 -0.0003 0.0161 1.0005 0.0218 
 

 

Παρατηρούµε ότι µε τον αλγόριθµο Adaptive Metropolis-within-Gibbs έχουµε 

πετύχει ακριβώς τον βέλτιστο ρυθµό αποδοχής. 
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5.2.2.2 Πολυδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε ακόµη µια φορά τον αλγόριθµο Adaptive Metropolis within Gibbs στο 10-διάστατο χώρο καταστάσεων για να προσοµοιώσουµε από την πολυδιάστατη 

κανονική κατανοµή ��0 , Q7'�. Για κατανοµή πρότασης χρησιµοποιούµε τη ���Z  , ��,�å� 

για κάθε µια συνιστώσα και δηµιουργούµε 500 ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 100000 

παρατηρήσεων η κάθε µια. Εκτιµούµε τη µέση τιµή των εργοδικών µέσων πρώτης και 

δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους για κάθε συνιστώσα καθώς και τον µέσο 

ρυθµό αποδοχής. 

 

Πίνακας 5.6 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέσες τιµές εργοδικών µέσων και τυπικές αποκλίσεις της πρώτης 
και δεύτερης ροπής για κάθε συνιστώσα εφαρµόζοντας τον Adaptive Metropolis-within-Gibbs αλγόριθµο 
στον 10-διάστατο χώρο καταστάσεων. C � 10  �~��0 , Q7'� 
Ν=100000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέσος όρος 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέσος όρος 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής �7 0.4428 -0.00017 0.0069 1.0000 0.0094 �� 0.4447 0.00001 0.0068 0.9993 0.0095 �� 0.4367 0.00016 0.0071 0.9999 0.0102 �è 0.4397 0.00032 0.0063 1.0008 0.0091 �× 0.4452 -0.00006 0.0068 0.9999 0.0101 �' 0.4402 -0.00010 0.0065 0.9999 0.0097 �( 0.4403 0.00024 0.0066 0.9996 0.0103 �) 0.4406 -0.00055 0.0067 1.0005 0.0098 �* 0.4381 0.00015 0.0068 0.9999 0.0095 �7' 0.4422 -0.00001 0.0066 1.0000 0.0096 
 

Παρατηρούµε ότι και στον 10-διάστατο χώρο καταστάσεων, όπως και στο 

µονοδιάστατο, καταφέραµε να πετύχουµε ρυθµό αποδοχής πολύ κοντά στο βέλτιστο για 

κάθε µία συνιστώσα ξεχωριστά. 
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5.2.3 Single Component adaptive Metropolis algorithm 
(SCAM) 

 

Ο αλγόριθµος SCAM είναι ένας αλγόριθµος ΜΗ µιας συνιστώσας όπου η 

µονοδιάστατη κατανοµή πρότασης ενηµερώνεται κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης 

όπως και στον ΑΜ αλγόριθµο. Έστω ότι βρισκόµαστε στο C-διάστατο ευκλείδειο χώρο 

και θέλουµε να προσοµοιώσουµε από την κατανοµή-στόχο �. Η κάθε συνιστώσα 
Z £ � 1, … , C ενηµερώνεται ξεχωριστά και θεωρούµε ότι µια νέα κατάσταση έχει 

ενηµερωθεί όταν όλες οι συνιστώσες έχουν ενηµερωθεί. Η ενηµέρωση της £-οστής 

συνιστώσας 
Z  της κατάστασης 
  γίνεται σύµφωνα µε τα ακόλουθα βήµατα 

 

1. Παίρνουµε µια υποψήφια τιµή .Z από τη µονοδιάστατη κανονική κατανοµή 

πρότασης �Z ~��
Z +7 , /Z �                                                                              �5.3� 

2. Αποδεχόµαστε την υποψήφια τιµή µε πιθανότητα  -��, gZ� � min�1 , ��.Z� ��
Z +7�⁄ � 

3. Αν την αποδεχτούµε τότε 
Z  � .Z  
διαφορετικά 
Z  � 
Z +7 

 

Η κύρια διαφορά µε το βασικό αλγόριθµο MH µιας συνιστώσας είναι ότι η διασπορά 

της κατανοµής πρότασης εξαρτάται από το �  

 

/Z  � «/Z',                                            � l �'¯\;]�
Z', … , 
Z +7� � ¯�,    � ) �' ¬ 
 

µε /Z' η αρχική διασπορά για την κατανοµή πρότασης για τη συνιστώσα £ και ¯ µια θετική 

σταθερά  (π.χ. ¯ � 2.4 όπως δίνεται στο Gelman et al. 1996). Τέλος � είναι µια µικρή 

σταθερά που αποτρέπει το µηδενισµό της διασποράς της κατανοµής πρότασης (π.χ. � � 0.05). 
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5.2.3.1 Μονοδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο SCAM για να προσοµοιώσουµε από την τυπική 

κανονική κατανοµή ��0 , 1�. Για κατανοµή πρότασης χρησιµοποιούµε την �Z ~��
Z +7 , /Z � µόνο που τώρα έχουµε µόνο µια συνιστώσα και τρέχουµε 500 

ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 20000 παρατηρήσεων η κάθε µια. Εκτιµούµε τη µέση τιµή 

των εργοδικών µέσων της πρώτης και της δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους 

καθώς επίσης και το µέσο ρυθµό αποδοχής.     

 

Πίνακας 5.7 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέση τιµή εργοδικών µέσων και τυπική απόκλιση της πρώτης και 
δεύτερης ροπής εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο SCAM στο µονοδιάστατο χώρο καταστάσεων. C � 1  �~��0 , 1� 

Ν=20000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση τιµή 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση τιµή 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

 0.4273 -0.0007 0.0213 0.9995 0.0312 
 

 

Όπως και στον ΑΜ αλγόριθµο έτσι και µε την εφαρµογή του αλγόριθµου SCAM δεν 

έχουµε καταφέρει να πετύχουµε ρυθµό αποδοχής πολύ κοντά στο βέλτιστο.  

 

 

5.2.3.2 Πολυδιάστατη περίπτωση 
 

Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο SCAM για να προσοµοιώσουµε από την 10-διάστατη 

κανονική κατανοµή ��0 , Q7'�. Για κατανοµή πρότασης χρησιµοποιούµε την �Z ~��
Z +7 , /Z � για κάθε µια συνιστώσα ξεχωριστά και τρέχουµε 500 ανεξάρτητες 

αλυσίδες µήκους 100000 παρατηρήσεων η κάθε µια. Εκτιµούµε τη µέση τιµή των 

εργοδικών µέσων της πρώτης και της δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους για 

κάθε συνιστώσα καθώς και το µέσο ρυθµό αποδοχής. 

 



70 | Σ ε λ ί δ α  

 

Πίνακας 5.8 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέσες τιµές εργοδικών µέσων και τυπικές αποκλίσεις της πρώτης 
και δεύτερης ροπής για κάθε συνιστώσα εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο SCAM στο 10-διάστατο χώρο 
καταστάσεων. C � 10  �~��0 , Q7'� 
Ν=100000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέσος όρος 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέσος όρος 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής �7 0.4278 -0.00030 0.0068 0.9994 0.0097 �� 0.4276 0.00003 0.0066 1.0003 0.0096 �� 0.4274 0.00004 0.0066 0.9996 0.0096 �è 0.4273 0.00026 0.0059 1.0009 0.0095 �× 0.4277 -0.00015 0.0067 0.9999 0.0098 �' 0.4275 -0.00028 0.0065 1.0000 0.0098 �( 0.4275 0.00022 0.0067 0.9995 0.0103 �) 0.4274 -0.00042 0.0065 1.0008 0.0103 �* 0.4276 0.00007 0.0069 0.9998 0.0095 �7' 0.4275 -0.00005 0.0066 0.9999 0.0098 
 

Παρατηρούµε ότι και στο 10-διάστατο χώρο καταστάσεων όπως και στο 

µονοδιάστατο ο αλγόριθµος δεν κατάφερε να πετύχει τιµή πολύ κοντά στο βέλτιστο 

ρυθµό αποδοχής για την κάθε συνιστώσα. 

 

 

5.2.4 Robbins-Monro 
  

5.2.4.1 Μονοδιάστατη περίπτωση 
 

Για τη µονοδιάστατη κατανοµή-στόχο � και κατανοµή πρότασης �~���, ?�� θα 

χρησιµοποιήσουµε τη διαδικασία των Robbins-Monro (1951) για να καθορίσουµε την 

τιµή του ? έτσι ώστε να πετύχουµε το βέλτιστο ρυθµό αποδοχής �0 (�0 � 0.44 σύµφωνα 

µε τους Roberts και Rosenthal (2001)). 
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Σε αυτή την προσέγγιση η τιµή του ? προσαρµόζεται σε κάθε επανάληψη έτσι ώστε 

ο ρυθµός αποδοχής να πλησιάζει το βέλτιστο �0. Εάν ?Z δηλώνει την τιµή του ? στην £-
οστή επανάληψη τότε θέτουµε 

 

?Z¡7 � ·?Z � =�1 � �0�/£  , εάν αποδεχτούµε το � ?Z � =�0/£  ,             διαφορετικά                  ¬  �5.4� 

 

όπου = � ?Z/q�0�1 � �0�r. Συνήθως παίρνουµε αυθαίρετα µια αρχική τιµή για το ?' (π.χ. ?' � 1). 

 

Εφαρµόζουµε τη διαδικασία των Robbins-Monro στο µονοδιάστατο χώρο 

καταστάσεων για να προσοµοιώσουµε παρατηρήσεις από την τυπική κανονική κατανοµή ��0 , 1�. Για κατανοµή πρότασης χρησιµοποιούµε τη ���, ?Z�� όπου το ?Z δίνεται από 

τη σχέση �5.4� και τρέχουµε 500 ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 20000 παρατηρήσεων η 

κάθε µια. Εκτιµούµε την µέση τιµή των εργοδικών µέσων πρώτης και δεύτερης ροπής, τις 

τυπικές αποκλίσεις τους καθώς και τον µέσο ρυθµό αποδοχής.     

 

 

Πίνακας 5.9 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέση τιµή εργοδικών µέσων και τυπική απόκλιση της πρώτης και 
της δεύτερης ροπής εφαρµόζοντας τη διαδικασία των Robbins-Monro στο µονοδιάστατο χώρο. C � 1  �~��0 , 1� 

Ν=20000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέση τιµή 

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

1ης ροπής 

Μέση τιµή 

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση 

2ης ροπής 

 0.4408 -0.0002 0.0155 1.0010 0.0215 
 

 

Παρατηρούµε ότι όπως και στον Adaptive Metropolis-within-Gibbs αλγόριθµο έτσι 

και µε τον αλγόριθµο Robbins-Monro έχουµε σχεδόν πετύχει το βέλτιστο ρυθµό 

αποδοχής. 
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5.2.4.2 Πολυδιάστατη περίπτωση 
 

Για την πολυδιάστατη κατανοµή-στόχου �, όλες οι προτεινόµενες παρατηρήσεις 

προσοµοιώνονται από τη ��� , ?�y� όπου y είναι ένας θετικά ορισµένος πίνακας. 

Σκοπός της διαδικασίας των Robbins-Monro είναι να βρεθεί µια τιµή για το ? τέτοια 

ώστε ο ρυθµός αποδοχής να είναι κοντά στο βέλτιστο �0 � 0.234 (Roberts et al. 1997). Η 

διαδικασία αναζήτησης είναι η ίδια όπως και στη µονοδιάστατη περίπτωση µόνο που 

τώρα η σταθερά που καθορίζει το µήκος βήµατος = ισούται µε 

 

= � ?Z ñ}1 � 1¢0~ · �2��7��ç$ � 2- � 1¢0�0�1 � �0�ð 

 

όπου - � �Φ+7��0 2⁄ � και συνήθως το ¢0 ισούται µε τη διάσταση του G.   
Σε πολλές περιπτώσεις ο ρυθµός σύγκλισης της αλυσίδας Markov βελτιστοποιείται 

µόνο αν ο { είναι ανάλογος µε τον πίνακα διασπορών-συνδιασπορών του 
. Αυτός ο 

πίνακας είναι άγνωστος αλλά µπορεί να εκτιµηθεί κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης 

της αλυσίδας. Μετά από κάθε επανάληψη της αλυσίδας, ο { µπορεί να τεθεί ίσος µε την 

τρέχουσα εκτίµηση του ê. Έτσι θα έχουµε 

 

ê�Z � ó  �M                                                για £ l 1001£ � 1 Y��1 � �2Z���1 � �2Z�Z
1[7    για £ ) 100¬ 

 

όπου ο πίνακας διασπορών-συνδιασπορών ê�Z υπολογίζεται χρησιµοποιώντας τους 

αναδροµικούς τύπους 

�2Z � 1£ ��£ � 1��2Z+7 � �Z� 
και 

ê�Z � £ � 2£ � 1 ê�Z+7 � �2Z+7�2Z+7′ � ££ � 1 �2Z�2Z′ � 1£ � 1 �Z�Z′  
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Οι Haario et al. (2001) πρότειναν για { τον πίνακα ê�Z �  Á�M µε Á ) 0 σαν µια θετικά 

ορισµένη εκτίµηση του ê. Εµείς χρησιµοποιούµε για Á � ?Z� £⁄ , έτσι ώστε yZ � ê�Z �?Z�  �M £⁄ , οπότε η κατανοµή πρότασης µετά από £ βήµατα είναι η �M�� , ?Z�yZ�. 

Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο Robbins-Monro στο 10-διάστατο χώρο καταστάσεων 

για να προσοµοιώσουµε από τη ��0 , Q7'�. Τρέχουµε 500 ανεξάρτητες αλυσίδες µήκους 

100000 παρατηρήσεων η κάθε µία. Εκτιµούµε τη µέση τιµή των εργοδικών µέσων της 

πρώτης και της δεύτερης ροπής, τις τυπικές αποκλίσεις τους για κάθε συνιστώσα καθώς 

και το µέσο ρυθµό αποδοχής. 

 

 

Πίνακας 5.10 Μέσος ρυθµός αποδοχής, µέσες τιµές εργοδικών µέσων και τυπικές αποκλίσεις της πρώτης 
και δεύτερης ροπής για κάθε συνιστώσα εφαρµόζοντας τη διαδικασία των Robbins-Monro στον 10-
διάστατο χώρο. C � 10  �~��0 , Q7'� 
Ν=100000 

Μέσος 

ρυθµός 

αποδοχής 

Μέσος όρος  

1ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση  

1ης ροπής 

Μέσος όρος  

2ης ροπής 

Τυπική 

απόκλιση  

2ης ροπής �7 0.2270 0.00038 0.0190 0.9960 0.0193 ��  -0.00008 0.0182 0.9936 0.0188 ��  0.00010 0.0185 0.9946 0.0202 �è  0.00104 0.0182 0.9946 0.0190 �×  0.00060 0.0183 0.9951 0.0190 �'  -0.00048 0.0179 0.9972 0.0198 �(  0.00005 0.0188 0.9957 0.0185 �)  -0.00062 0.0186 0.9948 0.0205 �*  -0.00118 0.0182 0.9935 0.0199 �7'  0.00010 0.0176 0.9956 0.0200 
 
 

Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Robbins-Monro στο 10-διάστατο χώρο καταστάσεων 

καταφέραµε να προσεγγίσουµε το βέλτιστο ρυθµός αποδοχής. 

  



74 | Σ ε λ ί δ α  

 

Γενικά παρατηρούµε ότι στο µονοδιάστατο χώρο καταστάσεων και οι τέσσερεις 

προσαρµοστικοί αλγόριθµοι τείνουν να έχουν ρυθµό αποδοχής πολύ κοντά στο βέλτιστο 

µε τον αλγόριθµο Adaptive Metropolis Within Gibbs και τον αλγόριθµο των Robbins-

Monro να πετυχαίνουν ρυθµό αποδοχής σχεδόν ίσο µε το βέλτιστο. Αντίστοιχα 

συµπεράσµατα µπορούµε να βγάλουµε για την πολυδιάστατη περίπτωση όπου µε 

εξαίρεση τον ΑΜ αλγόριθµο που απέχει αρκετά από το βέλτιστο ρυθµό αποδοχής οι 

άλλες µέθοδοι µας έδωσαν ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Έτσι στην περίπτωση που δεν 

µπορούµε να γνωρίζουµε ποια µπορεί να είναι η κατάλληλη κατανοµή πρότασης για να 

έχουµε γρήγορη σύγκλιση της αλυσίδας µπορούµε να κάνουµε χρήση αυτών των 

προσαρµοστικών αλγόριθµων.   

 

Στη βιβλιογραφία µπορούµε να βρούµε και άλλους προσαρµοστικούς αλγόριθµους 

που ενηµερώνουν αυτόµατα την κατανοµή πρότασης για πιο γρήγορη σύγκλιση της 

αλυσίδας. Μια από αυτές είναι η µέθοδος State Dependent Proposal Scaling η οποία 

χρησιµοποιεί για κατανοµή πρότασης τη ���,·� � ���, ?#��, όπου ?# � �h�1 � |�|� 

στην οποία µετά από κάθε k επαναλήψεις (π.χ. k=100) αυξοµειώνονται οι τιµές των ; και � έτσι ώστε ο ρυθµός αποδοχής να τείνει στο 0.234 ή 0.44 ανάλογα µε τη 

διάσταση του χώρου καταστάσεων. Μία άλλη τεχνική είναι η Ragional Adaptive 

Metropolis Algorithm (RAMA) η οποία χωρίζει το χώρο καταστάσεων σε ¢ υποσύνολα 

και προτείνει τιµές από την κατανοµή ��� , ��hå  �, όπου το £ αντιστοιχεί στο υποσύνολο 

που ανήκει το �. Το ;Z ενηµερώνεται µετά το τέλος κάθε k επαναλήψεων (π.χ. k=100) 

στο οποίο προστίθεται ή αφαιρείτε κάποια σταθερά ανάλογα µε το αν ο ρυθµός αποδοχής 

είναι µεγαλύτερος ή µικρότερος από το βέλτιστο. Περισσότερες πληροφορίες για τους 

δύο αλγόριθµους βλέπε Roberts and Rosenthal (2006a) και Rosenthal (2008). 
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6 Σύνοψη – Συµπεράσµατα  
 

 

 

Στα πλαίσια αυτής της εργασίας ασχοληθήκαµε µε την προσοµοίωση παρατηρήσεων 

από κάποια κατανοµή-στόχο � µέσω MC και MCMC τεχνικών και κυρίως µέσω του 

αλγόριθµου ΜΗ και µε την εκτίµηση ολοκληρωµάτων της µορφής �1.1�.  

Ο αλγόριθµος ΜΗ εφαρµόστηκε σε απλά παραδείγµατα καθώς επίσης και σε 

πραγµατικά σύνολα δεδοµένων και συγκρίθηκε µε αντίστοιχες τεχνικές προσοµοίωσης 

και εκτίµησης µέσων τιµών. Επίσης αναφερθήκαµε σε τεχνικές εκτίµησης της 

ασυµπτωτικής διασποράς των εργοδικών µέσων. 

Τέλος, ασχοληθήκαµε µε το πρόβληµα της εύρεσης µιας κατάλληλης κατανοµής 

πρότασης για τον αλγόριθµο ΜΗ. ∆είξαµε ότι η επιλογή της παραµέτρου κλίµακας παίζει 

καθοριστικό ρόλο στη σύγκλιση της αλυσίδας και στη συνέχεια παρουσιάσαµε µία σειρά 

από προσαρµοστικούς αλγόριθµους οι οποίοι µας βοηθούν στην εύρεση της 

καταλληλότερης κατανοµής πρότασης για γρηγορότερη σύγκλιση του αλγόριθµου ΜΗ.  

Συνοψίζοντας θα πρέπει να τονίσουµε τη σηµαντικότητα του αλγόριθµου ΜΗ στην 

υπολογιστική στατιστική και να αναφέρουµε ότι δίκαια χαρακτηρίστηκε από τους 

εκδότες του περιοδικού Computing in Science and Engineering ως ένας από τους δέκα 

αλγόριθµους που επηρέασαν περισσότερο τις επιστήµες κατά τον εικοστό αιώνα. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

 

Αλυσίδες Markov 

 

Στο κεφάλαιο αυτό έχουµε συγκεντρώσει κάποιους βασικούς ορισµούς και 

θεωρήµατα σχετικά µε τις αλυσίδες Markov, τα οποία είναι απαραίτητα για την 

κατανόηση βασικών ιδιοτήτων των µεθόδων προσοµοίωσης που αναπτύσσονται στα 

προηγούµενα κεφάλαια. 

Μια διαδικασία Markov �G � U+ είναι µια στοχαστική διαδικασία όπου � παράµετρος 

µε τιµές σε ένα διατεταγµένο σύνολο 3. Το 3 µπορεί να είναι συνεχές ή διακριτό. Στα 

πλαίσια αυτής της εργασίας θα ασχοληθούµε µόνο µε την περίπτωση όπου 3 � �¡ �q0,1,2, … r δηλαδή θα ασχοληθούµε µε διαδικασίες διακριτού χρόνου, τις οποίες καλούµε 

αλυσίδες Markov. Oι τιµές των τυχαίων µεταβλητών 
  ανήκουν σε ένα σύνολο D. Το 

σύνολο D λέγεται χώρος καταστάσεων της 
  και µπορεί να είναι πεπερασµένο ή 

αριθµήσιµο οπότε και η αλυσίδα λέγεται αλυσίδα Markov µε διακριτό χώρο 

καταστάσεων ή συνεχής και τότε λέµε ότι έχουµε µια αλυσίδα Markov µε γενικό χώρο 

καταστάσεων. 

Επίσης, οι τυχαίες µεταβλητές 
  έχουν τη Μαρκοβιανή ιδιότητα δηλαδή το µέλλον 

είναι ανεξάρτητο από το παρελθόν δοθείσης της τιµής της κατάστασης την τρέχουσα 

χρονική στιγµή.   

 

Ορισµός 1: Μια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών G', G7, G�, … ορισµένων στον ίδιο χώρο 

πιθανότητας �Ω,5, k� και µε τιµές στο χώρο �D,6�D�� λέµε ότι είναι αλυσίδα Markov 

αν k�
I¡7 U {|
I � �I, 
I+7 � �I+7, … , 
' � �'� � k�
I¡7 U {|
I � �I� 

 T{ U  6�D�, X U 7 και �I, �I+7, … , �' U D. 
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Ορισµός 2: Αν  k�
I¡7 U {|
I � �I� � k�
7 U {|
' � �'� 

τότε η αλυσίδα λέγεται οµογενής. 

 

Με άλλα λόγια µια αλυσίδα Markov λέγεται οµογενής αν η δεσµευµένη κατανοµή 

της 
I¡7 δοθέντος της 
I δεν εξαρτάται από τη χρονική στιγµή X για κάθε � U D. 

 

Έστω D ένας γενικός χώρος καταστάσεων και 6�D� µια µετρήσιµη σ-άλγεβρα πάνω 

στο χώρο D.  

 

Ορισµός 3: Αν q¥��, {�: � U D, { U 6�D�r είναι τέτοιο ώστε  

1. για κάθε { U 6�D�, η ¥�· , {� είναι µια µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση 

ορισµένη πάνω στο D 

2. για κάθε � U D, η ¥�� ,· � είναι ένα µέτρο πιθανότητας ορισµένο πάνω στο πεδίο 

6�D� 

τότε ονοµάζουµε το ¥ πυρήνα µετάβασης (transition probability kernel) ή συνάρτηση 

µετάβασης (transition function). 

 

Κάθε πυρήνας µετάβασης ορίζει µια αλυσίδα Markov και αντίστροφα, κάθε 

οµογενής αλυσίδα Markov ορίζει ένα πυρήνα µετάβασης 

 ¥��, {� 8 k�
7 U {|
' � ��. 
 

Μια αλυσίδα Markov καθορίζεται πλήρως από την κατανοµή της G' η οποία 

καλείται αρχική κατανοµή και από τον πυρήνα µετάβασης. Θέτοντας ένα σταθερό σηµείο 

εκκίνησης � U D έχουµε την παρακάτω διαδικασία. 

        k�
7 U y7|
' � �� � ¥��, y7� 

k��
7, 
�� U y7 ¦ y��
' � �� � B ¥��7, y��¥��, C�7�
9§  

    ¤ 
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k��
7, … , 
I� U y7 ¦ … ¦ yI�
' � �� � B … B ¥��I+7, yI�
9¾©§9§  

¦ ¥��I+�, C�I+7� ¦ … ¦ ¥��, C�7� 

 

Ορισµός 4: Η συνάρτηση  

:I��,;� � k�
I U ;|
' � �'� 

λέγεται πυρήνας µετάβασης X τάξης. 

 

Για τον πυρήνα µετάβασης X τάξης ισχύει 

:I��,;� � B ¥I+7��,;�¥��, C�� �D B ¥��,;�¥I+7��, C��D  

 

για όλα τα < U 6�D�, � U D, X � 1,2, … . Για X � 0 θέτουµε  

 

:'��,·� � �#�·�, 
 

όπου �#�·� το µέτρο Dirac στο � U D, 
 �#�y� � !1, � U y 0, � = y.¬ 
 

Εξισώσεις Chapman-Kolmogorov 

Θεώρηµα 1: Για κάθε ¢, X P 0 ισχύει 

 

:>¡I��, {� � B ¥I��, {�¥>��, C��D  

 

που σηµαίνει ότι καθώς η αλυσίδα κινείται από την αρχική κατάσταση � στο σύνολο y σε ¢ � X βήµατα, σε οποιοδήποτε ενδιάµεσο βήµα X θα πάρει κάποια τιµή � U D. Και 

επειδή πρόκειται για αλυσίδα Markov ξεχνάει το παρελθόν της στο χρόνο X και συνεχίζει 
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στα επόµενα ¢ βήµατα µε τον πιθανοθεωρητικό νόµο που διέπει την κίνηση της 

προσαρµοσµένο στο νέο σηµείο εκκίνησης �.  

 

Ορισµός 5: Αν υπάρχει ένα µέτρο πιθανότητας � που να ικανοποιεί την εξίσωση  

 

��y� � B ��C��¥��, {� 

 

τότε λέµε ότι αποτελεί µια στάσιµη κατανοµή της αλυσίδας. 

 

Ορισµός 6: Για κάθε σύνολο y U 6�D�, η τυχαία µεταβλητή 

 

?9 � Y ��
I U {�(
I[7  

 

είναι ο αριθµός των διελεύσεων της G από το σύνολο y έπειτα από τη χρονική στιγµή 

µηδέν και καλείται χρόνος κατοχής του y. 

 

Ορισµός 7: Για κάθε σύνολο y U 6�D�, η τυχαία µεταβλητή  

 

�9 � ·minqX P 1: 
I U {r , αν 
I U { για κάποιο X ^ ∞∞,                                   αν 
I = y για κάθε X,            ¬ 
 

λέγεται χρόνος πρώτης επανόδου στο y. 

 

Μη διαχωρισιµότητα (Irreducibility) 

 

Ορισµός 8: Έστω ένα µέτρο A ορισµένο στη σ-άλγεβρα 6�D�. Αν για κάθε � U D και { U 6�D� µε A�y� ) 0 υπάρχει ένα X P 1 τέτοιο ώστε 

 

:I��, y� ) 0 για όλα τα � U D, 
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ή ισοδύναµα, αν  k��9 ^ ∞|G' � �� ) 0 για όλα τα � U D, 
 

τότε η αλυσίδα Markov �
���U�� λέγεται A-µη διαχωρίσιµη. Μια αλυσίδα λέγεται 

ισχυρά A-µη διαχωρίσιµη αν X � 1 για όλα τα µετρήσιµα σύνολα Α. 

Αυτό σηµαίνει ότι ανεξαρτήτως της αρχικής κατάστασης της αλυσίδας θα επισκεφτεί 

κάθε άλλη κατάσταση σε πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων µε θετική πιθανότητα. 

 

Πρόταση 1: Αν η αλυσίδα G είναι A-µη διαχωρίσιµη για κάποιο µέτρο A τότε υπάρχει 

ένα µέγιστο (maximal) µέτρο πιθανότητας B ορισµένο στο πεδίο 6�D� τέτοιο ώστε  

1. η G είναι  B-µη διαχωρίσιµη, 

2. για κάθε άλλο µέτρο Aë, η αλυσίδα G είναι Aë-µη διαχωρίσιµη αν και µόνο αν 

B ) Aë, δηλαδή το µέτρο Aë είναι απολύτως συνεχές ως προς το µέτρο B. Αυτό 

σηµαίνει ότι T y U 6�D� µε B�y� � 0 ισχύει Aë�y� � 0. 
3. αν B�y� � 0 τότε B�q�::I��, {� ) 0 για κάποιο X P 1 r� � 0. 

 

Με απλά λόγια, αν η αλυσίδα είναι A-µη διαχωρίσιµη για κάποιο µέτρο A τότε 

υπάρχει κάποιο µέτρο B το οποίο καθορίζει όλα τα σύνολα στα οποία µπορεί αυτή να 

βρεθεί µε θετική πιθανότητα. Γενικά η A-µη διαχωρισιµότητα δεν καθορίζει όλα παρά 

µόνο κάποια από αυτά τα σύνολα, αυτά µε A�y� ) 0. ∆εν εξασφαλίζει ότι αν A�y� � 0 

τότε η αλυσίδα έχει µηδενική πιθανότητα να επισκεφθεί το y. Αντιθέτως από την τρίτη 

ιδιότητα, βλέπουµε ότι για το µέγιστο µέτρο B, αν κάποιο σύνολο y είναι B-µηδενικό 

τότε το σύνολο των � U D από τα οποία αν ξεκινήσει η αλυσίδα θα βρεθεί κάποτε στο y 

µε θετική πιθανότητα είναι επίσης B-µηδενικό.   

 

Απεριοδικότητα (Aperiodicity) 

 

Ορισµός 9: Η αλυσίδα λέγεται περιοδική αν υπάρχει µια διαµέριση {7, … , {M U 6�D� 
του D τέτοια ώστε  k��, {1¡7� � 1,    T� U {1  µε �yM¡7 8 {7� 
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Αν δεν συµβαίνει κάτι τέτοιο η αλυσίδα λέγεται απεριοδική. 

 

Μεταβατικότητα και Επαναληπτικότητα (Transience and Recurrence) 

 

Ορισµός 10: Ένα σύνολο { U 6�D� ονοµάζεται οµοιόµορφα µεταβατικό (uniformly 

transient) αν υπάρχει µια σταθερά v ^ ∞ τέτοια ώστε  

 E#�?9� l u για κάθε � U y. 

 

Ορισµός 11: Ένα σύνολο { U 6�D� λέγεται επαναληπτικό αν  

 E#�?9� � ∞ για κάθε � U y. 

 

Ορισµός 12: Μια αλυσίδα λέγεται επαναληπτική αν κάθε σύνολο το οποίο αυτή µπορεί 

να επισκεφθεί µε θετική πιθανότητα είναι επαναληπτικό. 

 

Ορισµός 13: Ένα σύνολο { U 6�D� θα λέγεται Harris επαναληπτικό αν  

 k�?9 � ∞|
' � �� � 1 για κάθε � U {. 

 

Αν η αλυσίδα είναι B-µη διαχωρίσιµη (µε B µέγιστο) και κάθε B-θετικό σύνολο 

είναι Harris επαναληπτικό τότε η αλυσίδα λέγεται Harris επαναληπτική. 

 k�?9 � ∞|
' � �� � 1 για κάθε � U D. 

 

Με απλά λόγια ένα σύνολο λέγεται Harris επαναληπτικό αν η αλυσίδα επιστρέφει σε 

αυτό άπειρες φορές µε πιθανότητα ένα. 

 

Ορισµός 14: Αν µια B-µη διαχωρίσιµη αλυσίδα έχει µια στάσιµη κατανοµή � τότε 

λέγεται θετική. 
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Ορισµός 15: Αν µια αλυσίδα είναι Harris επαναληπτική και θετική τότε λέγεται θετική 

Harris. 

 

Αντιστρεψιµότητα (Reversibility) 

 

Ορισµός 16: Μια αλυσίδα Markov µε χώρο καταστάσεων G και πυρήνα µετάβασης : 

λέγεται αντιστρέψιµη ως προς µια κατανοµή � ορισµένη στο G αν  

 

B B ��C��¥��, C�� ��9
B B ��C��¥��, C��  , T{,; U 6�D�� 

 

 

Η παραπάνω συνθήκη αντιστρεψιµότητας είναι γνωστή και ως λεπτοµερής συνθήκη 

ισορροπίας (detailed balance condition). Η συνθήκη αυτή δεν είναι απαραίτητη για την 

εξασφάλιση της σύγκλισης, ωστόσο είναι επαρκής συνθήκη ώστε η � να είναι η στάσιµη 

κατανοµή της αλυσίδας. 

 

Η αλυσίδα είναι αντιστρέψιµη ως προς την � αν και µόνον αν, υπό στασιµότητα 

(δηλαδή αν GI~�),  

 

Pq
I U {, 
I¡7 U ;r � B B ��C��¥��, C���U #U�  

� B B ��C��¥��, C���U #U�  

� Pq
I U ;, 
I¡7 U {r. 
 

Η απόσταση δύο µέτρων _, � ορισµένων πάνω σε µια ?-άλγεβρα 6 µετριέται βάσει 

της νόρµας ολικής µεταβολής (total variation norm) 

 

D_ � �D � sup�U6|_�y� � ��y�|. 
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ΕΡΓΟ∆ΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν G', G7, G�, … µια Harris θετική αλυσίδα Markov µε 

στάσιµη κατανοµή � και > U V���, δηλαδή EA�|>|� ^ ∞, τότε 

 1X Y >�
Z� �.�.���I+7
Z[' EA�>� καθώς X N ∞ 

 

Ορισµός 17: Η αλυσίδα Markov �
I�IU�� λέγεται J-γεωµετρικά εργοδική (J-

geometrically ergodic) όπου J P 1, αν η �
I�IU�� είναι Harris θετική µε κάποια στάσιµη 

κατανοµή ��J� ^ ∞ και υπάρχει µια σταθερά ]H ) 1 τέτοια ώστε 

 

Y ]HID¥I��,·� �¬¬�D ^ ∞,   T� U D.∞

I[7  

 

Αν έχουµε ότι J 8 1, τότε λέµε ότι η G είναι γεωµετρικά εργοδική. 

 

Ορισµός 18: Μια εργοδική αλυσίδα �
I�IU�� λέγεται οµοιόµορφα εργοδική αν  

 

limIN( sup#UDD¥I��,·� � �D � 0. 
 

Κεντρικά οριακά θεωρήµατα 

 

Θεώρηµα 2: Αν η αλυσίδα Markov �
I�IU�� είναι απεριοδική, µη διαχωρίσιµη και 

αντιστρέψιµη µε στάσιµη κατανοµή � και 

  0 ^ /�� � \;]A�>�
'�� � 2 ∑ :��A�>�
'�>�
��� ^ ∞∞�[7   

 

τότε ισχύει το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, δηλαδή 

 

√Xq>I � EA�>�r MN ��0, /���. 
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Αν η αλυσίδα δεν είναι αντιστρέψιµη τότε δεν αρκεί να είναι πεπερασµένη µόνο η 

δεύτερη ροπή για να ισχύει το ΚΟΘ αλλά χρειάζεται και κάτι παραπάνω. 

 

Θεώρηµα 3: Αν η �
I�IU�� είναι µια απεριοδική, µη διαχωρίσιµη, θετικά Harris 

επαναληπτική, µε στάσιµη κατανοµή την � και γεωµετρικά εργοδική και αν επιπλέον 

ισχύει  EA�|>�
��¡�|� ^ ∞ 

για κάποιο I ) 0, τότε     

√Xq>I � EA�>�r MN ��0, /���. 
 

Θεώρηµα Slutsky: Έστω 
I, xI ακολουθίες τυχαίων αριθµών. Εάν η 
I συγκλίνει στην 

κατανοµή µιας τυχαίας ποσότητας G και η xI συγκλίνει µε πιθανότητα σε µια σταθερά =, 

τότε 

i. 
I � xI MN 
 � = 

ii. xI
I MN =
 

iii. xI+7
I MN =+7
 

µε την προϋπόθεση ότι υπάρχει η =+7.  
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